NORMAL DAĞILIM, LOGNORMAL DAĞILIM ve UYGULAMALARI:
Bu bölümün ilk paragrafında, daha önce Özel Olasılık Dağılımları bölümünde kısaca tanıttığımız, Normal Dağılım konusunda oldukça ayrıntılı bir çalışma yapacağız. İkinci paragrafta ise Normal Dağılım yardımı ile Lognormal Dağılımı inceleyeceğiz.

Normal Dağılım için böyle özel bir çalışma yapmamızın değişik sebepleri var; bunları kısaca özetleyelim.
· Öncelikle Normal Dağılımın matematik özellikleri çok çekici ve kolaylaştırıcı,
· Normal Dağılım, özellikle, doğa olaylarının anlaşılmasında çok önemli,

· Normal Dağılım bir çok Olasılık Dağılımının, büyük sayılar halindeki limiti,

· Normal Dağılım, İstatistik Biliminin temeli olan MERKEZİ LİMİT TEOREMİ nin baş aktörü,

Aşağıdaki çalışmamızın bazı bölümlerinde önceki bölümlerden alıntılar yaparak bazı tekrarlar oluşmasına sebep olacağız. Ancak bu kadar önemli olduğunu düşündüğümüz bu konudaki açıklamalarımızın bütünlüğü açısından buna göz yumacağız.

NORMAL DAĞILIM ve TEMEL ÖZELLİKLERİ:
Normal Olasılık Dağılımı, bütün olasılık dağılımı modelleri içinde en çok kullanılan modeldir. Ölçüm hatalarının modellenmesindeki başarısından dolayı fizikçiler tarafından bu isimle anılmaktadır. Matematikçiler açısından yukarıdaki Özel Olasılık Dağılımlarında tanımladığımız Hata Fonksiyonu ile ilişkisinden dolayı GAUSS Olasılık Dağılımı olarak adlandırılır. Birazdan çizeceğimiz grafiğinin biçiminden dolayı da Sosyal Bilimcilerin verdiği isimse Çan Biçimli Dağılımdır.

Normal Olasılık Dağılımının Yoğunluk Fonksiyonu aşağıdaki biçimde tanımlanır.


[image: image185.png]4494000440494 400 000

CELE=n)




  
[image: image2.wmf]¥

<

<

-¥

Î

x

R

x

,


Bu bağıntıda yer alan ( ve ( büyüklükleri bu kitapta kendilerine verdiğimiz anlamları taşımaktadır; yani (: İstatistik Ortalama ve (2 Değişkenlik anlamındadır. Tabii bu büyüklüklerin gerçekten de söylenen anlamı taşıdığını birazdan göstereceğiz. Hemen görüyoruz ki ( ve ( bu olasılık dağılımının karakterini belirleyen iki parametredir. Bu nedenle Normal Olasılık Dağılımını aşağıdaki gibi yazmayı tercih ederiz.
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Normal Dağılım Fonksiyonundaki bu değerleri ( = 0 ve ( = 1 olarak seçersek yukarıdaki tanım şu biçimi alır ve Standart Normal Olasılık Dağılımı olarak adlandırılır.
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Standart Normal Olasılık Dağılımının, tanımdan hemen göreceğimiz, bazı özellikleri var.
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Şimdi bazı özel ( ve ( değerleri için Normal Olasılık Dağılımının Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu grafiklerini çizelim.
Bu grafiklerde 
Pembe ile çizilen eğri için ( = 0, ( = 1
Mavi ile çizilen eğri için    ( = 0, ( = 3

Sarı ile çizilen eğri için     ( = 3, ( = 1

değerleri kullanılmlştır.
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	-5
	1,48672E-06
	0,033159046
	5,05227E-15
	
	
	
	

	-4
	0,00013383
	0,054670025
	9,13472E-12
	
	
	
	

	-3
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Normal Olasılık Dağılımı için yukarıda verdiğimiz Olasılık Yoğunluk Fonksiyonunu integre ederek Olasılık Kütle Fonksiyonunu bulalım.
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Ya da ( = 0 ve ( = 1 alarak Standart Normal Olasılık Kütle Fonksiyonunu yazalım.
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Görüldüğü gibi Standart Normal Olasılık Kütle Fonksiyonu için bulduğumuz ifade Hata Fonksiyonu erf(x) cinsinden yazılabilir. İntegrasyon sınırlarına dikkat ederek bunu yapalım.
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Herhangi ( ve ( değerleri için de benzer bir ifade yazabiliriz.
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Şimdi yukarıda Normal Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu için verdiğimiz tablo ve grafikleri bu defa Normal Olasılık Kütle Fonksiyonu için hazırlayalım.
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	x
	F(x;0,1)
	F(x;0,3)
	F(x;3,1)
	
	
	

	-5
	2,86652E-07
	0,04779
	6,22096E-16
	
	
	

	-4,5
	3,39767E-06
	0,066807
	3,19089E-14
	
	
	

	-4
	3,16712E-05
	0,091211
	1,27981E-12
	
	
	

	-3,5
	0,000232629
	0,121673
	4,016E-11
	
	
	

	-3
	0,001349898
	0,158655
	9,86588E-10
	
	
	

	-2,5
	0,006209665
	0,202328
	1,89896E-08
	
	
	

	-2
	0,022750132
	0,252493
	2,86652E-07
	
	
	

	-1,5
	0,066807201
	0,308538
	3,39767E-06
	
	
	

	-1
	0,158655254
	0,369441
	3,16712E-05
	
	
	

	-0,5
	0,308537539
	0,433816
	0,000232629
	
	
	

	0
	0,5
	0,5
	0,001349898
	
	
	

	0,5
	0,691462461
	0,566184
	0,006209665
	
	
	

	1
	0,841344746
	0,630559
	0,022750132
	
	
	

	1,5
	0,933192799
	0,691462
	0,066807201
	
	
	

	2
	0,977249868
	0,747507
	0,158655254
	
	
	

	2,5
	0,993790335
	0,797672
	0,308537539
	
	
	

	3
	0,998650102
	0,841345
	0,5
	
	
	

	3,5
	0,999767371
	0,878327
	0,691462461
	
	
	

	4
	0,999968329
	0,908789
	0,841344746
	
	
	

	4,5
	0,999996602
	0,933193
	0,933192799
	
	
	

	5
	0,999999713
	0,95221
	0,977249868
	
	
	


Artık Normal Olasılık Dağılımına ait İstatistik büyüklükleri hesaplayabiliriz.

Önce İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) büyüklüğünü bulalım.

Tanımı anımsayalım.
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Bir değişken dönüşümü yapalım; u = (x - ()/( ( du = dx/(
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İntegrasyon işlemini sürdürelim.
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Bu iki integral işleminden birincinin sonucu sıfırdır. Çünkü exp(-u2/2) bir çift fonksiyondur ve buna karşılık u bir tek fonksiyondur; dolayısı ile her u için

uexp(-u2/2) = [u exp(-u2/2)]

-uexp(-u2/2) = -[u exp(-u2/2)]

olacaktır. Yani u>0 için eklediğimiz her değer, u<0 için çıkartılmış olacaktır; dolayısıyla bu integralin sonucu sıfırdır. İkinci integrale gelince parantez içindeki ifade, tanım gereği, 1 e eşittir.

O halde gerçekten de ( = ( olduğunu ispat etmiş olduk.

Aynı yolu izleyerek Değişkenliği hesaplayalım.

Tanımı anımsayalım.
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 EMBED Equation.3 [image: image20.wmf]
Yukarıdaki değişken dönüşümünü yapalım; u = (x - ()/( ( du = dx/(
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Tamamen yukarıdaki gibi parantezi açarak ve benzer argümanları uygulayarak gösterilebilir ki gerçekten de ( = ( dır.

Normal Olasılık Dağılımı için Moment Doğuran Fonksiyonu da bulalım.

Tanımı anımsayalım.
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İntegrasyonu x üzerinden yürüteceğiz. Ancak x-, t-, (, ( arasında kuracağımız bir ilişki bu işlemi çok basit hale getirebilir. Bu amaçla şu değişken dönüşümünü yapalım.
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Bunları integral ifadesine yerleştırır ve işlemleri yaparsak şu sonuca varırız.
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İkinci parantezin içindeki integralde yer alan ifade tam tamına Standart Normal Dağılım Kütle Fonksiyonudur; dolayısıyla bu parantez içindeki işlemin sonucu 1 olmak zorundadır.

Buna göre Normal Dağılım için Moment Doğuran Fonksiyon şöylece elde edilir.


[image: image26.wmf](

)

þ

ý

ü

î

í

ì

+

=

2

t

t

exp

t

M

2

2

s

m


Hemen İstatistik Ortalamayı ve Değişkenliği hesaplayalım.  (M(t=0) = 1)
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Doğal olarak beklediğimiz değerlere ulaştık.

Yukarıda Standart (( = 0, ( = 1) Normal Olasılık Dağılımının bazı özelliklerini vermiştik. Şimdi genel yani herhangi ( ve ( değerlerine sahip Normal Olasılık Dağılımının özelliklerini daha ayrıntılı bir biçimde inceleyelim.
· Normal Dağılımı Çözüm Kabul Eden Diferansiyel Denkemler:
Burada bahsedeceğimiz özellik, ilk bakışta, okuyucular için fazla matematik ya da fazla kuramsal veya soyut gözükebilir. Ancak Normal Dağılımın günlük hayata daha yakın görünen özelliklerine geçmezden önce, aslında pek çok dağılım fonksiyonunun birbiri ile ilişkisini açıklayan bu önemli matematik özellikten de söz etmek istedik. Unutmayalım ki uygulamalı ya da kuramsal istatistiğin matematikten başka temeli yoktur!

Normal Dağılım (ve başka bir çok matematik ifade) şu çok basit adi diferansiyel denklemden doğmaktadır.
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Bu ifadenin iki tarafını integre edersek:
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Yukarıda kullandığımız notasyona daha çok benzemesi için ( ve ( yı kullanırsak:
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tanıdık biçime gelir.

Aslında birinci denklemin biraz daha genel bir biçimi şöyle yazılabilir.
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Bu denklem PEARSON Sistemi adı da verilen ve a, b, c nin değerlerine göre çeşitli biçimler kazanan üstel fonksiyonlu Olasılık Dağılımlarının yoğunlük fonksiyonlarını çözüm olarak kabul eder. 
· Süreklilik ve Türetilebilirlik Özelliği:

[image: image33.wmf](

)

(

)

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

=

2

2

2

exp

2

1

,

;

s

m

p

s

s

m

x

x

f

  
[image: image34.wmf]¥

<

<

-¥

Î

x

R

x

,


fonksiyonu bir TAM FONKSİYON dur. Yani bu fonksiyon tanım aralığının her noktasında süreklidir ve her noktasında istenilen mertebede türevi alınabilir.
· Simetri Özelliği:
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Bu formülde:

x = ( + x  yazsak  (   
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x = ( - x  yazsak   (   
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Şu halde 
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Yani Normal Dağılım Yoğınluk Fonksiyonu eğrisi, x = ( doğrusuna göre simetriktir.

Tabii bu sonuca bağlı olarak hemen şunları da söyleyebiliriz:

· f(x;(, () eğrisi altında kalan ve büyüklüğü, Olasılık Fonksiyonu tanımı gereği, 1 olan alanın yarısı x < ( bölgesinde diğer yarısı ise x > ( bölgesindedir.

· f(x;(, () eğrisi ile tanımladığımız Normal Dağılımın Medyan Değeri, tanımı ve simetri gereği, x = ( noktasındadır ve değeri ( nün değerine eşittir.
· Maksimum Noktası (Mod):
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fonksiyonunun türevini alalım ve sıfıra eşitleyelim.
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f(x;(, () fonksiyonunun:

x < ( için artan  ve x > ( için azalan 

bir fonksiyon olduğu tanım ifadesinden açıkça görülmektedir. 

O halde f(x;(, () fonksiyonu x = ( noktasında bir maksimum noktasına sahiptir.
Bulduklarımızı özetlersek:
Normal Dağılımın Modu, Medyanı ve İstatistik Ortalaması aynı noktadadır.
· Büküm Noktası:
f(x;(, () fonksiyonunun ikinci türevini de alalım ve sıfıra eşitleyelim.
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İlginç bir şey daha keşfettik. Normal Dağılım Yoğunluk Fonksiyonu eğrisi x = ( ( ( değerinde içbükeyden dışbükeye (ya da tersine) dönmektedir; veya diğer sözlerle bu noktalarda teğeti ile kesişmektedir.
Aslında Normal Dağılımın başka ve çok ilginç özellikleri de var. Ancak bunları biraz ileriye bırakalım ve yukarıdaki bilgilerimize dayanarak bazı basit problemler çözmeyi deneyelim.
Standart Normal Dağılım için Olasılık Hesabı:
 f(x,0,1) eğrisinin grafiğini  -3 ≤ x ≤ 3  aralığında  çizelim.
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İlk sorumuz şu olsun; P[X(x): 0 ≤  x ≤ 1] = ? 
Sorumuz salt bir matematik sorusu. Çünkü f(x;(=0,(=1) Olasılık Yoğunluk Fonksiyonunun herhangi bir gerçek olasılık problemini temsil ettiğini varsayıyoruz ama bu gerçek olayı belirlemiyoruz. İleride aynı problemi gerçek olayları belirleyerek çözmeye çalışacağız.

Olasılık Yoğunluk Fonksiyonundan yararlanarak Olasılıkları hesaplamak istediğimiz zaman Olasılık Yoğunluk Fonksiyonunun altında ve verilen değerler arasında kalan alanı hesaplamamız gerektiğini yani, Olasılık Yoğunluk Fonksiyonunu integre ederek, Olasılık Kütle Fonksiyonunu bulmak zorunda olduğumuzu biliyoruz. Bunu birazdan hassas biçimde yapacağız.
Ancak şimdi hatalı olduğunu bile bile ve sırf yaptığımız işi daha iyi anlayabilmek için şu hesabı yapalım. Şekle baktığımızda, kırmızı ağ çizgilerinin oluşturduğu kutuları hemen görüyoruz. Şu da açıkça görülüyor bu kutulardan her birinin alanı aynı ve 1*0,05=0,05 değerinde. Aradığımız alan ise grafikteki eğrinin altında ve x = 0 ve x = 1 doğruları arasında kalan bölgenin alanıdır.O halde bu alanın içindeki kutuları kabaca saymaya çalışalım.
0 ≤ x ≤ 1 arasında ve aşağıdan yukarı doğru:
f = 0.25 noktasına kadar yaklaşık 5 kutu var. O halde bu parçanın alanı (0,25
0,25 ≤ f ≤ 0,4 arasındaki alan kabaca bir dik üçgene benziyor. O halde bu parçanın alanı tabanı 1 ve yüksekliği 0,15 olan bir üçgenin alanına eşit gibi yani 1*0,15/2 ≈ 0,075

Buna göre aradığımız alan: (0,25 + (0,075 ≈ (0,325 

Şu halde sorumuzun hatalı fakat kolayca anlaşılır cevabı: P[X(x): 0 ≤  x ≤ 1] ≈ (0,325 
Bulduğumuzun anlamını şöyle ifade edebiliriz.
f(x;0,1) Standart Normal Dağılımı ile temsil edilebileceğini düşündüğümüz bir X(x) olayının  0 ≤ x 0 ≤ 1 aralığında gerçekleşme olasılığı P[X(x): 0 ≤  x ≤ 1] ≈ 0,325 tir.

Tabii ki bu bulduğumuz rakam hatalı ve ancak kabaca doğru bir değerdir. Şimdi bunu daha hassas bir biçimde hesaplamaya çalışalım.
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biçiminde tanımladığımız Standart Normal Dağılım Yoğunluk Fonksiyonunun integralinin
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olarak tanımlandığını biliyoruz. Ancak, önceki bölümlerde belirttiğimiz gibi, şunu da biliyoruz. Bu ifadenin sonucu için kapalı bir formül yoktur ve integrasyon işleminin daima sayısal yöntemlerle gerçekleştirilmesi gerekmektedir. Bu yüzden F(x;0.1) fonksiyonunun rastlanabilecek x- değerleri için oldukça ayrıntılı listeleri hazırlanmıştır. Aşağıda bu listelerin çok basit bir örneği verilmiştir. Neden bu kadar küçük bir liste verdiğimizi biraz sonra açıklayacağız. Kuşkusuz çok gerekli ise literatürde ya da internette çok geniş ve ayrıntılı tablolar bulunabilir.
	x
	f(x;0,1)
	F(x;0,1)

	-3
	0,004432
	0,00135

	-2
	0,053991
	0,02275

	-1
	0,241971
	0,158655

	0
	0,398942
	0,5

	1
	0,241971
	0,841345

	2
	0,053991
	0,97725

	3
	0,004432
	0,99865


Şimdi asıl problemimize dönelim.
P[X(x): 0 ≤  x ≤ 1] = ?
sorusuna cevap arıyorduk. 

Yukarıdaki açıklamalarımıza dayanarak sonucu hemen yazabiliriz:

P[X(x): 0 ≤  x ≤ 1] = F(x=1;0,1) – F(x=0;0,1)
Tesadüf eseri tablomuzda bu değerler hazır ve koyu renkle belirtilmiş. Hemen yazalım.

P[X(x): 0 ≤  x ≤ 1] = 0,841345 – 0,5 = 0,341345
Kuşkusuz bu önceki kaba hesabımızdan çok daha iyi bir yaklaşım.

Bulduğumuz sonuca bir de şöyle bakalım. Yaptığımız işlem, f(x;0,1) Standart Normal Dağılımı kabulü altında X(x) rasgele değişkeninin  0 ≤  x ≤ 1 aralığında gerçekleşme olasılığını hesaplamaktı. Bu olasılık dağılımı için ( = 0 ve ( = 1 değerlerini bildiğimize göre bu olasılılığın ( ≤  x ≤ (+(  aralığında gerçekleştiğini de söyleyebiliriz. Standart Normal Dağılım Yoğunluk Eğrisi x = ( = 0 doğrusu etrafında simetrik olduğuna göre aynı olasılığın ( - (  ≤ x ≤  ( aralığında da gerçekleşeceği açıktır. Öyleyse:
P[ X(x): ( - (  ≤  x ≤ ( + ( ] =  0,341345 + 0,341345 = 0,6827
olmak zorundadır. İlginç bir sonuç bulduk: ‘Standart Normal Dağılım modeline uygun olduğunu varsayabileceğimiz bütün gerçek olayların yaklaşık %68 i  ( - ( ≤  x ≤ ( + (  aralığında gerçekleşecektir. Şimdi ( = 0 ve ( = 1 değerlerini ve f(x;(,()( f(x;0,1) eğrisinin   x = ( = 0  doğrusuna göre simetrik olduğun gözönüne alarak bu düşüncemizi bir adım daha ilerletelim ve tablomuzdaki değerleri kullanarak şu sonuçları hesaplayalım.
P[X(x): ( -2( ≤  x ≤ (+2( ] =  (0,97725 - 0,5) + (0,5 - 0,02275) = 0,47725+0,47725 = 0,9545 
P[X(x): ( -3( ≤  x ≤ (+3( ] =  (0,99865 - 0,5) + (0,5 -0,00135) = 0,49865+0,49865 = 0,9973

Şimdi bu üç sonucu özetleyelim:
P[ X(x): ( - (  ≤  x ≤ ( + ( ] = 0,6827
P[ X(x): ( - 2(  ≤  x ≤ ( + 2( ] =  0,9545 
P[ X(x): ( - 3(  ≤  x ≤ ( + 3( ] =  0,9973
Bulduklarımızın kısaca özeti şu: Standart Normal Olasılık Dağılımına sahip olduğuna inandığımız herhangi bir gerçek olayın ancak ( 0,001 i istatistik ortalama ( den  ( ( 3( dan daha uzakta, ancak ( 0,05 i istatistik ortalama ( den  ( ( 2( dan daha uzakta ve  ancak        ( 0,32 si istatistik ortalama ( den  ( ( ( dan daha uzakta gerçekleşmektedir.
Standart Normal Dağılım için bulduğumuz bu sonuçları birazdan daha genel hale getireceğiz. Ancak daha ileri gitmeden bir noktaya işaret etmeliyiz. Yukarıda f(x;0,1) eğrisinin altında kalan alanı hesaplayarak F(x;0,1) değerlerini bulmak için kapalı bir formül olmadığını ve her x- değeri için f(x;0,1) in sayısal yöntemler kullanılarak integre edilmesi gerektiğini söylemiştik. Kuşkusuz bu çok zahmetli bir işlem. Dolayısı ile F(x;0,1) değerleri için çok ayrıntılı olarak hazırlanmış tabloların bulunduğunu da söylemiştik. Ancak günümüzde eğer kullanışlı bir bilgisayar işletim sistemine sahipseniz herhangi x- için  f(x;0,1) ve F(x;0,1) değerlerini çok iyi yaklaşıklıkla hesaplayan programlara da sahipsiniz demektir. Nitekim bu notlar hazırlanırken tamamen bu olanaktan yararlanılmıştır.
NORMAL Olasılık Dağılımı Fonksiyonunun özelliklerini incelemeye devam edelim.

· Lineer Bağımlılık Özelliği:
Bu altparagrafta X(x) ve Y(y) gibi iki rasgele değişken arasındaki ilişkiyi incelediğimiz İKİ RASGELE DEĞİŞKEN ve REGRESSİON bölümünde öğrendiklerimizi Normal Olasılık Dağılımı fonksiyonuna uygulayacağız.
Daha açık söylersek Standart Normal Olasılık Dağılım olarak kabul ettiğimiz            X(x) ( f(x;0.1) fonksiyonu ile bu fonksiyona Z(z) = AX(x) + B biçiminde, lineer, bağımlı Z(z) fonksiyonunun özelliklerini araştıracağız. Burada A ve B herhangi gerçel sayılardır. 

İlgili bölümde biz bu ilişkiyi Y(y) = AX(x) + B biçiminde yazıyordık; ancak ilgili literatürün hemen tamamında bu kineer dönüşümden elde edilen fonksiyon Z(z) ile gösterildiği için biz de burada Z(z) = AX(x) + B biçiminde yazmayı tercih edeceğiz.
Artık İki Rasgele Değişken ve Regresyon bölümünde incelediğimiz değişken dönüşümü işlemini
Z(z) = AX(x) + B  (  Z(z) = Af(x;0,1) + B  (  
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ifadesine uygulayabiliriz. Yapalım. 

z = Ax + B ( x = (z – B)/A verildiğine göre ( dx/dz( = ( 1/A(
olacaktır. Öte yandan Z(z) = AX(x) + B  dolayısı ile, aynı bölümdeki bilgilere göre: 

E[Z(z)] = AE[X(x)] + B = A( + B    ve 
V[Z(z)] = A2V[Z(z)] = A2( 2   olacaktır.

Bütün bunları yerine koyar ve işlemleri yaparsak:
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bağıntısına ulaşırız. Bu ise aslında
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biçiminde yazılabileceğine göre Z(z) = AX(x) + B  fonksiyonunun da bir Normal Dağılım fonksiyonu olduğunu gösterecektir. Diğer sözlerle 

‘Bir Standart Normal Dağılımın herhangi ( ( 0, ( > 0 değerleri için Z(z) = AX(x)+B biçimindeki Lineer Dönüşümleri bir Normal Dağılım belirler.’ 
Bu ifadenin tersinin de doğru olduğu açıktır. Yani:

‘Herhangi ( ( 0, ( > 0 değerleri için verilmiş bir Normal Dağılım uygun bir lineer dönüşümle bir Standart Normal Dağılıma dönüştürülebilir. Bu amaçla kullanılacak uygun dönüşümün:
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biçiminde olduğu açıktır. Bu biçimde bulunan z- değerlerine f(x,(,( ) Normal Dağılımının z-değerleri adını vereceğiz.
z-değerlerinin yararını daha açık hale getirmek için, yukarıda yaptığımız, dönüşüm işlemini bu defa Olasılıkları belirleyen F(x,(,( ) fonksiyonu için tekrarlayalım.
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Bu ifadede yeniden 
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dönüşümünü uygularsak:
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sonucunu elde ederiz. Böylece Normal Dağılım eğrisini bildiğimiz her olasılık dağılımı için F[z;0,1] fonksiyonunu kullanarak olasılıkları hesaplayabiliriz. Yani sadece F[z;0,1] değerlerini yukarıdaki integrasyon işlemini –sayısal yöntemlerle- yaparak bütün F[x;(,( ) fonksiyonları için kullanabiliriz. Diğer sözlerle bütün Normal Dağılım problemlerini, yukarıda anlattığımız Standart Normal Dağılım problemi olarak çözebiliriz. Aşağıda bu işlemin örneklerini sunacağız.
Normal Dağılımların Toplanması Özelliği:
Yukarıda bulduğumuz sonuca göre her f(x;(,( ) Normal Dağılımı basit bir işlemle bir f(x;0,1) Standart Normal Dağılıma dönüştürülebilir ve bunun tersi de doğrudur. 

O halde İki normal Dağılımın Toplamı problemini ‘İki Standart Normal Dağılımın Toplamı’ olarak inceleyebiliriz.
Çalışmamıza başlamazdan önce küçük bir uyarı yapmalıyız. Buradaki ‘toplama’ sözü bir az yanıltıcı; çalışmamız bitince göreceğiz ki ‘bildiğimiz anlamda toplanan şeyler’ sadece iki dağılımın istatistik ortalamaları olacak.

Şimdi varsayalım ki f(x;0.1) ve f(y;0.1) gibi birbirinden bağımsız iki standart normal dağılımımız var. Bunları X(x) ve Y(y) olarak adlandıralım. Aradığımız ise bunların özel bir Birleşik Dağılım Fonksiyonu yani Z(z). Nasıl özel bir Birleşik Dağılım Fonksiyonu? Şöyle:
Z(z) = Z[X(x),Y(y)] = X(x) + Y(y)  ((  z = x + y
Birleşik Dağılımları incelerken Olasılıkların Toplanması için ‘bir X(x) özel olasılık değeri ile bütün Y(y) Olasılıklarının gerçekleşebileceğini ve benzer biçimde bir Y(y) özel olasılık değeri ile birlikte bütün X(x) olasılıklarının gerçekleşebileceğini’ hesaba katmamız gerektiğini açıklamıştık.

O halde bu ‘toplama’ işlemini, olasılık yoğunluk fonksiyonlarını kullanarak, şöyle ifade etmeliyiz.
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Buradaki f(x;0.1) ve f(y;0.1) fonksiyonlarının açık ifadelerinin
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biçiminde olduğunu biliyoruz. O halde integralini almak istediğimiz fonksiyonu açık yazabiliriz.
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Bu ifadede gördüğümüz x2 + y2 terimi bize integre etmek istediğimiz [f(x;0.1) f(y;0.1)]

fonksiyonunun Oxy eksen takımının O noktası etrafında dönel simetrik olduğunu göstermektedir.Şimdi bu dönel simetri özelliğinden yararlanmak amacı ile bir şekil çizelim.
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Aradığımız büyüklük
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integralinin şekildeki x + y = z doğrusunun sol tarafında kalan bütün düzlem üzerindeki integrasyonundan elde edilecektir. (Şekilde bu integrasyon bölgesinin tamamı değil yalnızca bir parçası, sarı renkle, gösterilmiştir.) Açıkça görüldüğü gibi bu bir Alan İntegrali ya da katlı integraldir.

Aynı O noktasına bağlı yeni bir O(( eksen takımı seçelim. Öyle ki O( doğrultusu yani (- ekseni x + y = z doğrultusuna dik olsun.
Bu değişken dönüşümü her ne kadar bizim X(x) ve Y(y) fonksiyonlarımızı

f(x;0,1)  → (((;0,1)   ve   f(y;0,1) → (((;0,1)

biçiminde başka fonksiyonlara dönüştürecekse de dönel simetriden dolayı:

f(x;0,1) f(y;0,1) = (((;0,1) (((;0,1)

eşitliği bozulmayacaktır.

Bu koordinat dönüşümünden kazanacağımız çok önemli başka iki kolaylık daha var.

· Kartezyen koordinat sisteminin döndürülmesi ile gerçekleşen bu dönüşüm lineer bir koordinat dönüşümüdür. Önceki paragrafta ispatlandığı gibi bir Normal Dağılımın lineer dönüşümü de bir Normal Dağılım olacağına göre bu (((;0,1) ve (((;0,1) fonksiyonları da Normal Dağılımlardır.

· (- ekseni yani ( = 0 üzerinde yukarıdaki integrasyon işlemi çok basitleşerek kolaylıkla integre edilebilir hale gelir. Artık yukarıdaki katlı integral ((=0 doğrusu üzerinde integrasyon yapmamız yeterli olduğu için) tek katlı bir integrale dönüşmüştür. Madem ki (((;0,1) bir normal dağılımdır; O halde bunun integrali yukarıdaki paragraflarda belirtildiği gibi  
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biçiminde yazılabilir.
Böylece problemimizi Z(() büyüklüğünün tayinine getirdik. Aslında bu da çok basit. Çünkü şekilde görülen y = x doğrusu ile x+y = z doğrusunun kesişme noktasında ( = z olacağına göre ve bu noktanın Oxy eksen takımındaki koordinatları x ve y olduğuna göre

Z((=z) = (x2 + y2)1/2 = [(z/2)2 + (z/2)2]1/2 = z/(2
değerinin aradığımız değer olduğu açıktır. O halde

F[Z(z)] = F[z/( ] = F[z/(2]

Bu Olasılık Kütle Fonksiyonunun ise ancak f(z;0,(2) Normal Dağılımının integrasyonu ile elde edilebileceğini biliyoruz. O halde:
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sonucunu elde ederiz. Görüldüğü gibi iki Standart Normal Dağılımın taplamı Standart sapması ( = (2 olan  f(z;0,2) Normal Dağılımıdır.
Bu sonucu kolayca genelleştirebiliriz.
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Burada a ve b pozitif gerçel sayılardır.

Bu özelliğin çok daha genelleştirilmiş bir biçimini şöylece verebiliriz.

X1 ≈ f1(x1;(1,(1), X2 ≈ f2(x2;(2,(2),.., Xn ≈ f1(xn;(n,(n) biçiminde n adet birbirinden bağımsız rasgele değişkenin toplamı, k1, k2, ... kn gerçel sabitler olmak üzere:
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biçiminde yazılabilen bir normal dağılımdır.

Bu son bağıntının doğruluğunu göstermek için Moment Doğuran Fonksiyon kavramından yararlanacağız.

Hatırlanacağı gibi bir X(x) rasgele değişkenin Moment Doğuran Fonksiyonunu
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biçiminde tanımlamıştık. Bu tanımı yukarıdaki toplama işlemine uygular ve gerekli işlemleri yaparsak:
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elde ederiz. Şimdi Normal Dağılımın Moment Doğuran Fonksiyonunun biçimini hatırlayalım.
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Bunu yukarıdaki çarpma işlemlerinde yerine koyalım ve çarpma işlemini ( işareti ile ifade edelim.
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Üstel fonksiyonun temel özelliğini kullanarak çarpma işlemini üslerin toplamına dönüştürebiliriz.
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Bu son ifadeden açıkça görüyoruz ki:
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ifadesi doğrudur.

Normal Dağılımın Limit Özelliği:
Bu ve sonraki paragraflarda inceleyeceğimiz özellikleri, Normal Dağılımı İstatistiğin belki de en önemli konusu haline getiren özellikler olacak.

Hatırlayalım. Özel Dağılımları incelerken İkişıklı (Binom) Dağılımı ile POİSSON Dağılımının büyük n değerleri için, istatistik anlamda, birbirine yakınsadığını göstermiştik.

Şimdi ise bumlardan birinin, örneğin İkişıklı (Binom) Dağılımının büyük n değerleri için Normal Dağılıma yakınsadığını göstereceğiz.

Ancak bu önerme için çok ayrıntılı bir matematik ispat veremeyeceğimiz için önce konuyu kabaca açıklayacağız ve bu açıklamaya dayanarak yalnızca matematik sonucu vereceğiz. Konu ile ilgili son derece ayrıntılı bilgi literatürde mevcuttur.

Önce Dağılım Fonksiyonları Bölümünde ispat ettiğimiz ÇEBİÇEV Eşitsizliği ni hatırlayalım.
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  ,    k > 1
Bu eşitsizlik bize herhangi bir Dağılım Fonksiyonu için MERKEZ yani ( nün bulunduğu noktadan ( nın katları (k() cinsinden uzaklaştıkça ( değerlerine sahip olasılıkların hızla (1/k2) azalacağını söylüyordu. Hatırlanacağı gibi yukarıda Normal Dağılım için olasılıkların ( den başlayarak ( nın katları cinsinden nasıl değiştiğini incelemiştik.
İkişıklı (Binom) Dağılımı için temel formülümüzü anımsayalım.
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İşte bu formül yunarıdaki ÇEBİÇEV Eşitsizliği kullanılarak, ve epeyce uzun matematık işlemlerden sonra şu biçime getirilabilir.

Büyük n değerleri için:
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Bu ifadede görünen 
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 terimini Z[r] ile gösterirsek çok ünlü bir bağıntıya 
yani DEMOİVRE-LAPLACE Bağıntısına ulaşırız:


[image: image74.wmf][

]

(

)

dt

2

t

exp

2

1

r

Z

p

1

np

np

r

2

ò

-

-

¥

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

@

p


Açıkça görüyoruz ki büyük n değerleri için İkişıklı Dağılım Standart Normal Dağılıma yakınsamaktadır. Diğer sözlerle Normal Dağılım İkişıklı Dağılımın, büyük n değerleri için limitini oluşturmaktadır.

Merkezi Limit Teoremi ve Normal Dağılım:
Artık Normal Dağılımla ilgili en önemli özelliği anlatabiliriz.

Ne yazık ki Dağılımların karmaşık sayılarla ifadesi ve dolayısı ile Karakteristik Fonksiyon kavramını ya da  Dağılımlar arasındaki KONVOLÜSYON ilişkisi gibi daha ileri matematik gerektiren konuları çalışmamızın dışında bıraktığımız için bu en önemli özelliğin basit bir ispatına dahi girişmemiz olanaksız.
Merkezi Limit teoreminin iki ifadesi var. Bunlardan birincisi ve matematik kesinlik taşıyanı şöyle:

Varsayalım ki X1, X2, ... Xn gibi birbirinden bağımsız n adet rasgele değişkenden oluşan bir takım verilmiştir ve bu takımın bütün elemanları için 
E(Xi ) = (i ,     V(Xi ) = (i 2
değerleri hesaplanabilmektedir. Bu rasgele değişkenlerden oluşturulan:

X = X1 + X2 + ...+ Xn
Bu X rasgele değişkeni için: 
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değerlerini kullanalım. 
Gösterilebilir ki büyük n değerleri için, bu X rasgele değişkenine bağlı olarak tanımladığımız Z rasgele değişgeni için
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ifadesi geçerlidir. Diğer sözlerle n yeteri kadar büyük olduğu zaman Zn rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonu yaklaşık olarak bir Standart Normal Dağılım Fonksiyonudur.
Yukarıdaki ifade bu çok önemli teoremin DEMOİVRE ve LAPLACE tan sonra, hemen 20. yüzyılın başında, LİYAPUNOF tarafından ispatlanan biçimidir. Günümüzde oldukça önemli iyileştirmelere rağmen aynen kullanılmaktadır.

Teoremin adındaki ‘MERKEZİ’ sıfatı iki anlamda da geçerlidir. Yani hem bu teorem İstatistik Biliminin ‘merkez’inde yer almaktadır; hem de Olasılık Dağılımlarının ‘merkez’e  yakın (( etrafındaki) bölgelerinin davranışını açıklamaktadır. 
Merkezi Limit Teoreminin ikinci ve matematik kesinlikten ziyade fantastik bir umut taşıyan biçimi de şöyle:
Ölçülebilen veya rastlanılan her türlü X1, X2, ... Xn sayı takımının, büyük n değerleri için, limiti bir Sandart Normal Dağılımdır!

Özellikle günlük istatistik çalışmalarında Merkezi Limit Teoreminin bu ikinci biçimi ile kullanıldığı ve bazen şaşırtıcı sonuçlara ulaşıldığı söylenebilir.
Normal Dağılım Uygulamaları:
Normal Dağılımla ilgili uygulamaları, kabaca, iki ana gruba ayırabiliriz.

· Verilen bir Normal Dağılım probleminde olasılıkları hesaplamak.

· Verilen bir sayısal datanın normal dağılımla temsil edilip edilemeyeceğini belirlemek.

Bu iki ana guruptan ilki diğerine göre çok daha kolay. Onun için aşağıdaki örneklere ılk gruptan problemler seçerek başlayacağız. İkinci grup için de örnekler vereceğiz; ancak matemetik doğruluğu belirli örnekler verebilmek için bilgimiz henüz yeterli değil. O yüzden ileride ikinci gruptan örnekleri daha ayrıntılı bir biçimde yeniden ele alacağız.

Şimdi ilk gruptaki problemlerle başlayalım.

Normal Dağılımın belirlenmesi için ( ve ( değerlerinin verilmesinin yeterli olduğunu biliyoruz. Standaret Normal Dağılım için bu değerlerin ( = 0 ve ( = 1 olduğunu ve herhangi bir normal dağılımdan Standart Normal Dağılıma geçmek için
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dönüşümünü yapmamız gerektiğini de biliyoruz. Ayrıca bu yolla bulduğumuz z- değerleri için istersek hazır tabloları ya da hazır bilgisayar programlarını kullanabileceğimizi de söylemiştik. Aşağıdaki problemlerde hazır programlardan yararlanacağız.
Bu genel bilgilerin ışığı altında şimdi problemlerimizi çözmeye başlayabiliriz.
1. Bir ürünün imalathaneyi terk ettiği andaki ağırlığı, çeşitli nedenlerden dolayı, üstünde yazılı olan değerden farklıdır. Şimdi, bu ürünün imalathaneyi terk etiği andaki ağırlığının Normal Dağılıma uygun dağıldığnı varsayarak, iki ayrı hal inceleyelim.
a) ( = 100, ( = 10 olsun. P[x ≤ 90] ve P[x ( 90] olasılıklarını hesaplayınız.
Önümüzde iki yol var. İstersek Normal Dağılımın F[x;100,10] değerlerini hesaplayan bir programı kullanarak bu olasılıkları:

P[x ≤ 90] = 0,158665 ve 
P[x ( 90] = 1 - P[x ≤ 90]= 0,841345

biçiminde doğrudan hesaplayabiliriz. Ya da verilen ( ve ( değerlerini kullanarak z- değerlerini bulur ve Standart Normal Dağılım için F[z;0,1] değerlerini aşağıdaki gibi elde ederiz. 
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Doğal olarak her iki yol da aynı sonucu verecektir.

· Yukarıdaki rakamlarla bu problem hiç gerçekçi değil. Hiç bir imalatçı ürettiği ürünün ağırlığında bu kadar geniş bir hata aralığına izin vermez. Şimdi problemi daha gerçekçi hale getirelim. Varsayalım ki bu ürünün üzerinde şu etiket vardır:

‘Ağırlık: 100 ( 1’
Bu, açıkça ( = 100, ( = 1 olduğunu anlatmaktadır. Şimdi soralım: 98 kilo ve daha az ya da 103 kilo ve daha fazla ağırlıkta ürün bulmamız olasılığı ne kadardır? Yukarıdaki şıkta gördük ki z- değerlerini kullanmak çok gerekli değil; Ohalde doğrudan Normal Dağılımın F[x;100,1] değerlerini hesaplayan bir programı kullanarak:
P[x ≤ 98] = 0.02275

P[x ≤ 103] = 0,99865 ((( P[x ( 103] = 1 - P[x ≤ 103] = 0,00135

değerlerini hemen elde edebiliriz.

Diğer problemlere geçmezden önce şu iki noktaya dikkat çekelim. 

Birincisi verilen x- değerlerine bağlı olarak Normal Olasılık Dağılımı Kütle Fonksiyonu F[x;(,( ] nın değerini hesaplamak için internette pek çok hazır program vardır. Bunlardan istediğimizi kullanabiliriz. 

İkincisi Verilen bir x- değerinden daha büyük değerler için olasılıkları hesaplamak istediğimizde [Olasılık Kütle Fonksiyonu, x- in solundaki alanın ölçüsü olduğundan dolayı] önce x- ten küçük değerlerin olasılığını buluyoruz; sonra bu değeri, bütün olasılıkların toplamı olan, 1 değerinden çıkartarak sonucu elde ediyoruz.
Tekrar problemlerimize dönebiliriz.

2. Yukarıdaki probleme devam edelim. 100 ( 1 kuralı içinde Normal Dağılıma uygun üretim yaptığını kabul ettiğimiz bu imalathanenin ürettiği malların kaçta kaçı etikete uygundur?
Aslında bu sorunun cevabını iyi biliyoruz. Çünkü ( = 100 ve ( = 1 olarak verildiğine göre 100 ( 1 kuralı, aslında İstatistik Ortalamanın etrafında yani -1( ≤ ( ≤ +1( aralığındaki olasılık değerini belirler, bunu ise yukarıda

P[ X(x): ( - (  ≤  x ≤ ( + ( ] = 0,6827
olarak hesaplamıştık.

Yine de hesabımızı yapalım.

P[x ≤ 99] = 0,158655

Bu bulduğumuz, x = 99 un solunda kalan bölüm. Bize ise 99-100 arasında kalan bölüm lazım. Öyleyse P[x ≤ 100] değerini de bulmalıyız; bu ise:

P[x ≤ 100] = 0,5

Buna göre:

P[99 ≤ x ≤ 100] = 0,5 – 0,158655 = 0,341345
x = ( = 100 simetri ekseni olduğuna göre:
P[99 ≤ x ≤ 101] = 2.(0,341345) = 0,6827
3. Yukarıdaki problemle biraz daha oynayalım. Evet üretimimiz 100 ( 1 kuralı içinde devam ediyor. Ama bir de şöyle düşünelim: Ya ürettiğimiz her mal, bir nedenden dolayı, çoğunlukla 100 + 1 aralığı içinde ise bu, bizim kârımızı gereğinden fazla küçültmez mi? 
Şimdi hem İkişıklı (Binom) Dağılımı ile Normal Dağılım arasındaki ilişkiyi görmek hem de yukarıdaki soruya bilimsel bir cevap bulmak amacı ile bir çalışma yapalım.

Üretilen her mal ya 100 – 1 ya da 100 + 1 aralığındadır. Öyleyse karşımızda bir İkişıklı problemi vardır. (İsterseniz 100 – 1 için Yazı/Evet ve 100 + 1 için Tura/Hayır kelimelerini de kullanabilirsiniz.)
İkişıklı Dağılım için formülümüzü anımsayalım.
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(n: Toplam deneme sayısı; r : Seçilen denemenin sıra sayısı – Beklenen Olumlu Yanıt sayısı; P(X=r): n deneme içinde gerçekleşmesi beklenen r denemenin Olasılık Değeri; p : Bir tek denemedeki Olumlu Yanıt Olasılığı)

a) Üretilen maldan, ilk aşamada rasgele 5 örnek aldığımızı düşünelim. Kontrol tartısında bunların  üçünün 100 + 1 aralığında, ikisinin 100 – 1 aralığında bulunduğunu düşünelim. Elimizdeki İkişıklı Dağılım probleminin parametrelerini, böylece,  n = 5 ve p = 0,4  olarak belirlemiş olduk. 
(Burada 100 – 1 tarafında olmayı, kârlılık açısından, olumlu yanıt olarak kabul ediyoruz!)
Bu bilgilerle İkişıklı Dağılım için Olasılık Yoğunluğu f(r) değerlerimizi hesaplayalım ve grafiğini çizelim.

	r
	f(r)

	0
	0,07776

	1
	0,2592

	 2
	0,3456

	3
	0,2304

	4
	0,0768

	5
	0,01024
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b) Aynı grafiği n =10 ve n = 20 için de çizelim.
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Tarttığımız rasgele ürün sayısı yani örneklem sayısı arttıkça grafiğimizin –teoride ispatlandığı gibi- Normal Dağılım Yoğunluk eğrisine benzediğini açıkça görüyoruz.

c) n (  5  ve p = 0,4 değerleri ile çalıştığımıza göre DEMOİVRE-LAPLACE yaklaşımını kullanabilir ve bu şıklar için z- (Burada r- ile gösterilmiş) değerlerimizi aşağıdaki gibi belirleyebiliriz.
n = 5    (( ( = np = 2, ( = [np(1-p)]1/2  = 1,095 ve
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n = 10   (( ( = np = 4, ( = [np(1-p)]1/2  = 1,55  ve      
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n = 20 (( ( = np = 8, ( = [np(1-p)]1/2  = 2,19  ve   
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Şimdi her üç şık için şu aynı soruya cevap verelim. Her şıkta olumlu cevap sayılacak (yani 100 – 1 aralığındaki!!) ürünlerin diğerlerinden bir fazla olma olasılığı ne kadardır?
Doğrudan F[z( r; (=0, (=1] yani Standart Normal Dağılım Kütle Fonksiyonunu kullanarak:

Rasgele seçtiğimiz 5 üründen 3 ünün 100 – 1 aralığında olma olasılığı:
n = 5    ( r = 3 ( 
[image: image88.wmf]91
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Rasgele seçtiğimiz 10 üründen 6 sının 100 – 1 aralığında olma olasılığı:
n = 10 ( r = 6 ( 
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Rasgele seçtiğimiz 20 üründen 11 inin 100 – 1 aralığında olma olasılığı:
n = 20 ( r = 11 ( 
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Görüldüğü gibi bu olasılık bir limite yakınsıyor.
n = 20 için İkişıklı Dağılım f(r) ile Normal Dağılım f(r;8,(2,19)) eğrilerini aynı grafikte gösterelim. İki eğrinin birbirine ne kadar yakın olduğunu açıkça görelim.
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4. Bir dersin öğretmeni son on yılda okuttuğu 3000 kadar öğrenciye verdiği sınav notlarını yüzdeleyerek aşağıdaki gibi sıralamış.
	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	(

	f(x)
	0
	0,002
	0,018
	0,067
	0,161
	0,250
	0,254
	0,158
	0,066
	0,016
	0,008
	1,00


Acaba bu öğretmenin yıllar boyunca verdiği bu notlar Normal Dağılımla uyumlu mu?
Böyle bir soru ile karşılaştığımız zaman yapacağımız ilk iş verilen datayı basit bir grafiğe dönüştürmek olmalıdır. Yapalım.
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Grafikten açıkça görüyoruz ki bu not dağılımı gerçekten de Normal Dağılım ile uyuşabilir. Ancak tabii bu, öznel (sübjektif) bir karar. Bunu matematik kesinliğe dönüştürebilir miyiz?
Bu soruya cevap verebilmemiz için iki aşamalı bir yol izleyebiliriz. Önce f(x) şeklinde verilen sayıların İstatistik Ortalama ve Değişkenlik değerlerini hesaplayarak bunlar yardımı ile bir ‘gerçek’ Normal Dağılım eğrisi fg(x) değerlerini bulmalıyız. Bunu yapalım.
Bu amaçla önce ( ve ( değerlerini hesaplamamız lazım:
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Bu bulduğumuz değerler bize bir ara kontrol yapma olanağı sağlıyor. Gerçekten de ( değerini yukarıdaki grafiğe yerleştirdiğimiz zaman bunun eğriyi simetrik-benzeri iki parçaya böldüğünü görüyoruz. Öte yandan (1( , (2( ve (3( değerlerini de grafikten kontrol ettiğimizde Normal Dağılımın yukarıda verdiğimiz özellikleri ile benzeştiğini görebiliyoruz.

Ancak bunlar da halâ öznel (sübjektif) değerlendirmeler.

Daha iyi bir yaklaşım, verilen olasılık değerleri f(x) i, artık ( ve ( değerlerini bildiğimiz gerçek fg(x;(=5,515,(=1,514) değerleri ile karşılaştırmak ve hata oranımızı belirlemek olacaktır. Şimdi bunu yapalım ve tablolayalım.
	x
	f(x)
	fg(x)
	hata
	izafi hata

	0
	0
	0,000346
	0,000346
	1

	1
	0,002
	0,003088
	0,001088
	0,352254

	2
	0,018
	0,017796
	0,000204
	0,011438

	3
	0,067
	0,066309
	0,000691
	0,010415

	4
	0,161
	0,159717
	0,001283
	0,008036

	5
	0,25
	0,24869
	0,00131
	0,005267

	6
	0,254
	0,250323
	0,003677
	0,014689

	7
	0,158
	0,162883
	0,004883
	0,029979

	8
	0,066
	0,068515
	0,002515
	0,036706

	9
	0,016
	0,018631
	0,002631
	0,141199

	10
	0,008
	0,003275
	0,004725
	1,442795


Tabloda hata sütunundaki değer ( f(x) – fg(x)(  değerini; izafi hata sütunundaki değer ise ‘hata/ fg(x)’ değerlerini göstermektedir.
Öğretmenimizin notlarından oluşan f(x) değerleri ile gerçek değer kabul ettiğimiz fg(x) değerlerini karşılaştırırken ‘hata’ değerlerini değil fakat ‘izafi hata’ değerlerini gözönüne almamız gerektiği açıktır. Bunların incelenmesi ise bize f(x) in 2 ≤ x ≤ 8 aralığında fg(x) ile 0,04 ten daha küçük bir izafi hata ile uyum sağladığını göstermektedir.

İki uçtaki uyumsuzluğa gelince bu, dağılım fonksiyonumuzun bu bölgelerde sıfıra çok yakın değerlere sahip olması ve kullandığımız yöntemin hassaslığının bu bölgelerde yeterli olmamasından da kaynaklanıyor olabilir. Aslında Normal Dağılımın ‘etek’ adını verebileceğimiz bu bölgesinde çalışmak bütün problemler için çok sıkıntılıdır.

Özet olarak şunu söyleyebiliriz. Öğretmenin –yıllar boyunca- verdiği notlardan oluşan bu data, yaklaşık olarak, Normal Dağılımla temsil edilebilir.

5. Bu son problemin çözümü için kullanabileceğimiz daha basit bir yöntem var.

Yukarıdaki Not Dağılımı grafiğine bakalım. Bu grafik aslında bir f(z;(,( ) grafiğidir. Nitekim verilen datadan hesapladığımız (=5,515,(=1,514 değerleri –yaklaşık olarak- grafikte gözlemlenmektedir. 

Grafiğin apsisinde 0 ≤ x ≤ 10 değerleri arasında 10 adet aralık olduğu açıkça görülüyor. Öyleyse şunu kabul edebiliriz. Grafiğin apsisi 11 (dışarıdaki bölümü de ekleyerek) bölmeye sahiptir ve bu bölmelerin her biri OLASILIK KÜTLE FONKSİYONU NUN 1/11 lik parçasını içermelidir. Üstelik bu 1/11 (=0,090909091) lik parçaların apsisteki değerlerini artık verilen dağılımın z değerleri olarak görebiliriz. Diğer sözlerle artık yukarıdaki grafikte
1 ile gösterilen nokta –z1 = 0,090909091, 

2 ile gösterilen nokta -z2 = 2*0,090909091 = 0,181818182  

3 ile gösterilen nokta –z3 = 3*0,090909091= 0,272727273
değerlerine karşı gelecektir. Burada ‘negatif’ değerler simetri ekseni ( nün sol tarafı için geçerlidir. ( nün sağ tarafı yani z > 5 için ‘pozitif’ değerler kullanılmalıdır.

Böylece bütün  OLASILIK KÜTLE FONKSİYONU bölgemizi her biri 1/11 lik parçalara ayırmış bulunduk. Şimdi yöntemin ana fikrini söyleyebiliriz. Eğer bu z- değerleri OLASILIK KÜTLE FONKSİYONU nu gerçekten 11 eşit parçaya bölüyorsa bunları birer birer üstüste koyduğumuzda ortaya çıkacak eğri bir DOĞRU olmalıdır.
Şimdi bu işlemi yapalım. Ancak bu amaçla –alıştığımızın tersine- f(z;0,1) değeri verildiğinde buna karşı gelen z- değerini hesaplayacak bir programa ihtiyacımız var. Aslında z- verildiğinde f(z;0,1) değerini bulan bir programın bulunduğu her işletim sisteminde bunun tersini yapan yani  f(z;0,1) verildiğinde z- değerini -genelde iterasyonla-bulan bir program da vardır.
Aşağıdaki tablo ve grafik böyle bir program kullanılarak hazırlanmıştır.
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	x
	f(z;0,1)
	z
	
	
	
	
	
	

	1
	0,090909091
	-1,33518
	
	
	
	
	
	

	2
	0,181818182
	-0,90846
	
	
	
	
	
	

	3
	0,272727273
	-0,60459
	
	
	
	
	
	

	4
	0,363636364
	-0,34876
	
	
	
	
	
	

	5
	0,454545455
	-0,11419
	
	
	
	
	
	

	6
	0,545454545
	0,114185
	
	
	
	
	
	

	7
	0,636363636
	0,348756
	
	
	
	
	
	

	8
	0,727272727
	0,604585
	
	
	
	
	
	

	9
	0,818181818
	0,908458
	
	
	
	
	
	

	10
	0,909090909
	1,335178
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


Bu yeni grafiğimizi inceleyerek önceki problemde bulduğumuz sonuca benzeyen bir ifade kullanabiliriz. Yani öğretmenin –yıllar boyunca- verdiği notlardan oluşan bu data, yaklaşık olarak, Normal Dağılımla temsil edilebilir. 
Bir Dağılımın Normal olup olmadığını araştırmak için ileride daha iyi ve etkili yöntemler inceleyeceğiz.
6. Uzun yıllardan beri piyasada saygın bir yere sahip tecrübeli ve başarılı bir beyaz eşya üreticisi yeni geliştirdiği bir (ocaklı) fırından önümüzdeki 10 yılda her yıl 100000 adet üretmeyi planlamaktadır.
Firma üreteceği malın kullanım süresinin ( = 12 yıl ve ( = 2 yıl değerleri ile Normal Dağılıma uygun değişeceğini hesaplamaktadır. Piyasaya yeni sunacağı bu mal için 10 yıllık bir garanti süresi vermeyi 10 yıldan önce arızalanan fırınların parasını tamamen geri ödemeyi planlamaktadır.
Üretimin başlangıcından 10 yıl sonrasına kadar bu malın ilk yılda üretilen birimlerinden ‘garanti kapsamında’ en fazla ne kadarı geri dönebilecektir?

Açıkça görülüyor ki soruyu cevaplamak için f(z;12,2) ve F(z;12,2) değerlerini 0 ≤ z ≤ 10 için hesaplamamız yeterlidir. Ancak konuyu daha iyi anlayabilmek için z ≤ 15 e kadar hesaplayalım ve bunu tablo ve grafik haline getirelim.
	z
	f(z;12,2)
	F(z;12,2)
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	0
	3,03794E-09
	9,86588E-10
	
	
	
	
	

	1
	5,38488E-08
	1,89896E-08
	
	
	
	
	

	2
	7,4336E-07
	2,86652E-07
	
	
	
	
	

	3
	7,99187E-06
	3,39767E-06
	
	
	
	
	

	4
	6,69151E-05
	3,16712E-05
	
	
	
	
	

	5
	0,000436341
	0,000232629
	
	
	
	
	

	6
	0,002215924
	0,001349898
	
	
	
	
	

	7
	0,00876415
	0,006209665
	
	
	
	
	

	8
	0,026995483
	0,022750132
	
	
	
	
	

	9
	0,064758798
	0,066807201
	
	
	
	
	

	10
	0,120985362
	0,158655254
	
	
	
	
	

	11
	0,176032663
	0,308537539
	
	
	
	
	

	12
	0,19947114
	0,5
	
	
	
	
	

	13
	0,176032663
	0,691462461
	
	
	
	
	

	14
	0,120985362
	0,841344746
	
	
	
	
	

	15
	0,064758798
	0,933192799
	
	
	
	
	


İlk yılda üretilen 100000 fırının garanti süresi içinde geri dönme olasılıklarını hesaplamak için tablodaki  f(z;12,2) ve F(z;12,2) değerlerini 100000 ile çarpmalıyız. Buna göre (0 yılı dahil) ilk beş yıl önemli bir geri dönüş yoktur. Ancak (0 dahil) 10 yılın sonunda 100000*F(z = 10; 12,2) = 15865 rakamını görüyoruz ki bu, on yılda üretilen toplam 10x10000 = 100000 fırından, 15865 adedinin ‘garanti kapsamında’ geri döneceğini göstermektedir.
Açıkça görülüyor ki bu, çok yüksek bir maliyettir ve garanti süresinin kısaltılması akıllıca olacaktır.

7. Aslında önceki problemde varsayılan 12 yıllık kullanma ömründeki 2 yıllık sapma değeri mühendislik açısından kabul edilebilir bir değer değildir. Daha makul bir değer bu sapmanın 0,05 ten küçük olmasıdır. Yani ( = 0,05*12 ≈ 0,5 yıl kabulü çok daha gerçekçi olacaktır.

Şimdi bu problemi ( = 0,5 için yeniden çözelim ve tablolayalım.

	z
	f(z;12,(0,5))
	F(z;12,(0,5))
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	0
	6,6854E-126
	1,3904E-127
	
	
	
	
	
	

	1
	6,3486E-106
	1,4399E-107
	
	
	
	
	
	

	2
	1,10419E-87
	2,75362E-89
	
	
	
	
	
	

	3
	3,5175E-71
	9,74095E-73
	
	
	
	
	
	

	4
	2,05233E-56
	6,38875E-58
	
	
	
	
	
	

	5
	2,19321E-43
	7,79354E-45
	
	
	
	
	
	

	6
	4,29277E-32
	1,77648E-33
	
	
	
	
	
	

	7
	1,53892E-22
	7,61985E-24
	
	
	
	
	
	

	8
	1,01045E-14
	6,22096E-16
	
	
	
	
	
	

	9
	1,21518E-08
	9,86588E-10
	
	
	
	
	
	

	10
	0,00026766
	3,16712E-05
	
	
	
	
	
	

	11
	0,107981933
	0,022750132
	
	
	
	
	
	

	12
	0,797884561
	0,5
	
	
	
	
	
	

	13
	0,107981933
	0,977249868
	
	
	
	
	
	

	14
	0,00026766
	0,999968329
	
	
	
	
	
	

	15
	1,21518E-08
	0,999999999
	
	
	
	
	
	


Hemen görüyoruz ki bu durumda 100000*F(z = 10; 12,0,5) ≈ 4 (evet 4!) düzeyine inmiştir. Bu sonuç iki şey göstermektedir. Standart sapma Normal Dağılım eğrisi üzerinde çok güçlü bir etkiye sahiptir. Ayrıca iyi ve kötü mühendislik arasındaki fark da açıkça görülmektedir.
8. Bir otobüs firmasının A dan B ye ve  B den  C ye sefer yapan hattı gözönüne alınıyor. A_B seferinde taşınan yolcu sayısının günün saatlerine göre ( = 40 ve ( = 15 olacak biçimde Normal Dağılıma uyduğu biliniyor. B noktasında ise A dan gelenlerin 0,4 lük bir bölümü otobüsü terkederken  daima sabit sayıda 4 yeni yolcu otobüse binerek B_C seferine devam ediyor.

B_C seferinde 30 dan fazla yolcu taşıma olasılığını hesaplayınız.

Öncelikle şuna dikkat etmeliyiz. Bu problem iki aşamalı. A_B arasında belli koşullar sağlanmadıkça B_C arasındaki yolculukla ilgili bir cevap verilemez  O halde önce şu soruyu cevaplamalıyız.

B_C arasında en az 30 yolcu taşınabilmesi için A_B arasında ne olmalıdır ve bunun olasılığı ne kadardır?

B de sabit sayıda 4 yolcu otobüse bineceğine göre A dan gelip C ye devam edecek yolcuların sayısı en az 26 olmalıdır; A_B seyahati yapanların 0,4 ü B de otobüsü terkettiğine göre 0,6 si B_C yolculuğuna devam etmektedir. O halde A dan gelip, B de inmeyerek, C ye devam eden yolcuların sayısının en az 26 olabilmesi için otobüse A da en az 26/0,6 = 43,33 ( 44 yolcu binmiş olmalıdır.
O halde problemin birinci aşamasında A_B yolculuğu için geçerli olduğu söylenen f(x;40,15) ve F(x;40,15) fonksiyonlarını hesaplamamız ve P[X(x) ( 44} olasılığını bulmamız gerekli.

Yapalım.

	20
	0,010934005
	0,09121122
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	22
	0,012945737
	0,11506967
	
	
	
	
	

	24
	0,015057522
	0,143061192
	
	
	
	
	

	26
	0,017205188
	0,175323945
	
	
	
	
	

	28
	0,01931277
	0,211855399
	
	
	
	
	

	30
	0,021296534
	0,252492538
	
	
	
	
	

	32
	0,02307026
	0,296901429
	
	
	
	
	

	34
	0,024551343
	0,344578258
	
	
	
	
	

	36
	0,025667125
	0,39486291
	
	
	
	
	

	38
	0,026360789
	0,446964883
	
	
	
	
	

	40
	0,026596152
	0,5
	
	
	
	
	

	42
	0,026360789
	0,553035117
	
	
	
	
	

	44
	0,025667125
	0,60513709
	
	
	
	
	

	46
	0,024551343
	0,655421742
	
	
	
	
	

	48
	0,02307026
	0,703098571
	
	
	
	
	

	50
	0,021296534
	0,747507462
	
	
	
	
	


Tablodan hemen şunu görüyoruz.

P[X(x) ( 44] = 1 - 0,60 = 0,40

Şimdi artık problemin ikinci bölümüne yani B_C yolculuğuna geçebiliriz.

Aslında problemin metni dikkatle okunursa yukarıdaki cevabın problemin tümüne cevap oluşturduğu görülecektir. Çünkü B noktasına 0,4 ya da %40 olasılıkla en az 44 yolcu getiren otobüste 44.0,6 = 26 yolcu kalacak ve verilen bilgiye göre B noktasında otobüse binecek 4 yolcu ile otobüsteki yolcu sayısı en az 30 a tamamlanacaktır. B_C arasında başka bir değişilik olmadığına göre bu otobüs en az otuz yolcusu ile C ye varacaktır. O halde verilenler ışığında otobüsün en az 30 yolcu ile C ye varma olasılığı 0,4 tür.

Bu şekilde problemi, yalnızca birinci bölümünü ele alarak, çözmüş olduk. Ancak yalnızca ikinci bölüme dayanan bir çözüm yöntemi daha düşünebiliriz. Şimdi bunu yapalım.
A_B seferinin bir normal dağılım olduğu biliniyor. Bunu X(x) ≈ f(x;(=40,(=15) ile gösterdik. B noktasına gelindiğinde A dan gelenlerin bir bölümü otobüsü terkedeceğine göre A dan gelip, otobüsten inmeyerek, B_C hattına devam edenler a ≤ 1 0lmak üzere a.X(x) olacaktır; bunlara B den eklenen sabit sayıdaki yolcuların sayısını da b ile gösterirsek B_C seferinin yolcu dağılımını:

Y(y) = aX(x) + b = 0,6X(x) + 4
biçiminde ifade edebiliriz.

Normal Dağılımın özelliklerini sayarken y = ax + b biçimindeki bir lineer transformasyonun, (y = a(x + b,   (y = a2(x2 özellikleri ile  yine bir Normal Dağılım doğurduğunu belirtmiştik. Bu durumda Y(y) dağılımı şöyle olacaktır:
Y(y) ≈ f(y; (y = a(x + b, (y = a2(x )

(y = a(x + b = 0,6.40 + 4 = 28

(y=  a2(x2 = (0,6)2.(15)2 = 81 ( (y = 9
Bu bilgilerle f(y;28,(5,4)) tablomuzu ve grafiğimizi hazırlayalım.
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Tablodan ve grafikten açıkça görülüyor ki:
P[Y(y) ≤ 30] ( 0,59  ( P[Y(y) ( 30] = 1 – 0,59 = 0.41
Kuşkusuz bu iki yöntemin aynı sonucu vermesini bekleriz. Halbuki yukarıdaki sonuçlar tam aynı değil. Bunun iki nedeni var.

· İlk bölümde 26/0,6 = 43,3... yerine 44 aldık.
· F(x;(,( ) fonksiyonunun integrasyonu yaklaşık değerler verir.
9. Yukarıdaki problemin çözümünü biraz irdelememiz gerekiyor. Aslında bunu, problemi değişik bir biçimde yeniden kurmak da diyebiliriz. Problemin bu biçiminde a_b yolculuğunu yapan yolcuların hiçbirinin B de otobüsten inmediğini kabul edeceğiz
Herhangi bir otobüs durağında sabit sayıda yolcu olacağını düşünmek bir az zordur. Daha doğrusu, B_C seferindeki yolcu sayısının da ayrı bir normal dağılımla temsil edilmesidir. Bu da bizi aşağıdaki probleme getirir.
Bir otobüs A_B_C seferini yapmaktadır. 

A_B bölümünde X(x): ( = 40 . (  = 15 ve 
B_C bölümünde (A_B deki yolculara ek olarak) Y(y): ( = 5 , ( = 1
özelliklerine sahip Normal Dağılımlara uygun sayıda yolcu taşımaktadır. Otobüsün C noktasına en az 30 yolcu ile ulaşma olasılığını bulunuz. 
Görüldüğü gibi problemin bu biçimde sorulması halinde B de kaç kişinin indiği ya da bindiğinin ayrıca ele alınmasına gerek kalmamaktadır. Bizden istenen yalnızca X(x) ve Y(y) Normal Dağılımlarının toplamını oluşturarak soruya cevap vermemiz.

Normal Dağılımların toplamının, şu özelliklerde, yeni bir Normal Dağılım olduğunu biliyoruz. 
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Elimizdeki problemde bütün k değerleri 1 olarak verilmiştir. Öyleyse

(z = (x + (y = 40 + 5 = 45
(z2 = (x2 + (y2 = (15)2 + (1)2 =226 ((  (z ( 15
Şu halde bizden istenen f(z;60,15) ve F(z;60,15) tablo ve diyagramlarını hazırlayarak P[Z(z) ( 30] olasılığını cevaplandırmaktır. Yapalım.
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Tablodan ve grafikten hemen görüyoruz ki:
P[Z(z) ≤ 30] ( 0,16  ((  P[Z(z) ( 30] = 1 - 0,16 (  0,84
10. Bu son problemi bir de şöyle çözelim. A_B ve B_C seferlerindeki Normal Dağılımlar B noktasında bir Pazar kurulduğu için şu biçimde etkilenmektedir. A noktasındaki yolcu sayısı %20 artarken B noktasındaki yolcu sayısı %30 azalmaktadır.

C noktasına en az 40 yolcu ile varma olasılığını bulunuz.

Problemin metnine göre k1 = 1,2, k2 = 0,7 almamız gerekiyor. Buna göre:

(z = 1.2(x + 0,7(y = 1,2.(40) + 0,7.(5) = 51,5  ( (z = 52
(z2 = k12(x2 + k22(y2 = (1,2)2(15)2 + (0,7)2(1)2 =324,49 ((  (z ( 18
Bu değerleri kullanarak f(z;52,18) ve F(z;52,18) fonksiyonları için tablomuzu ve grafiğimizi hazırlayalım.
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Tablodan ve grafikten açıkça görüldüğü gibi:
P[Z(z) ≤ 40] ( 0,25  ((  P[Z(z) ( 40] = 1 - 0,25 (  0,75
LOGNORMAL DAĞILIM:
Lognormal Olasılık Dağılımı, adından da anlaşılacağı gibi, Normal Dağılımın, sözgelimi, yakın akrabasıdır. Tanımını kısaca şöyle yapabiliriz.

‘Logaritması Normal Dağılıma uyan bir rasgele değişkenin Dağılımı’
Matematik ifadeyle:

Y(y) bir Normal Dağılıma sahip ise X(x) = eY(y) de bir Lognormal Dağılıma sahiptir.
Bu tanımdan yararlanarak Lognormal Dağılımın Olasılık Yoğunluk Fonksiyonunu bulalım. Doğal olarak Y(y) için var olduğu söylenen Normal Olasılık Yoğunluk Dağılımı Fonksiyonundan başlayacağız ve buna 

X(x) = eY(y)  ((    x = ey ((   y = lnx ((   dy /dx = 1/x
transformasyonunu uygulayacağız. Yapalım.
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Bu basit işlemin tam tersinin de geçerli olduğu açıktır. O halde şunu da söyleyebiliriz.

‘X(x) bir Lognormal Dağılıma sahipse Y(y) = lnX(x) de bir Normal Dağılıma sahiptir.’

İkinci formülde yer alan m ve s işaretleri bu büyüklüklerin x- için değil artık y = lnx için hesaplanacağını gösteriyor.
Yukarıdaki tanımı sözle şu şekilde özetleyebiliriz.
Normal Dağılımın logaritmasımı alarak bulduğumuz sayılardan yeni bir Normal Dağılım üretmek.
Şimdi Lognormal Dağılımın özelliklerini kısaca özetleyelim. Böylece yukarıda kullandığımız Lognormal dağılıma ait m ve s büyüklükleri ile Normal Dağılımın ( ve ( değerleri arasındaki ilişkiyi de bulmuş olacağız.
Lognormal Dağılımın Moment Doğuran Fonksiyonu:
Aynı Normal dağılımda yaptığımız gibi önce Lognormal Dağılımın Moment Doğuran Fonksiyonunu yazmalıyız.
Tanımı hatırlayalım ve Lognormal Dağılımın yukarıda verilen ifadesi ile birlikte Moment Doğuran Fonksiyonu yazalım.
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Her ne kadar yukarıdaki biçimsel ifade doğru ise de burada görünen exp[{tx-(lnx-)2 /2s...]/x terimi dolayısı ile x > 0  için M(t) ( (  değerlerini almaktadır. O halde:
‘Lognormal Dağılımın Moment Doğuran Fonksiyonu x > 0 için tanımlı değildir.’
Bu yüzden aşağıdaki parametrelerin hesaplanmasında Moment Doğuran Fonksiyondan yararlanamayacağız.
Lognormal Dağılımın İstatistik Ortalaması (Beklenen Değeri):
Lognormal Dağılımın İstatistik Ortalamasını bulmak için Normal Dağılımdan yararlanabiliriz.

İstatistik ortalamanın tanımını hatırlayalım ve Lognormal Dağılım ifadesine uygulayalım.
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veya x = e y, y = lnx, dy /dx = 1/x bağıntılarını kullanarakNormal Dağılım düzleminde:
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Bu son integrasyonu, daha önce Normal Dağılımda yaptığımız gibi u = y - m  (  y = u + m  ve  du = dy  dönüşümü ile basitleştirir ve işlemleri yaparsak:
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ifadesine ulaşırız.

Lognormal Dağılımın Değişkenliği(Varyansı) ve Standart Sapması:

Yukarıda yaptığımız işlemlerin aynısını

[image: image103.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

2

2

x

X

E

x

X

E

x

X

V

-

=


bağıntısı için tekrarlarsak 
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sonucunu elde ederiz.
Görüldüğü gibi ilgili Lognormal Dağılıma ait İstatistik Ortalama ve Değişkenlik değerleri Normal Dağılımın aynı parametrelerini belirlemeye yeterli oluyor. 
Benzer biçimde bu ifadelerden Normal Dağılım parametrelerini de ilgili Lognormal Dağılımın İstatistik Ortalama ve Değişkenlik değerleri yardımı ile hesaplayabiliriz. Onları da yazalım.
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veya biraz daha basitleştirirsek:
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formüllerini elde ederiz.
Lognormal Dağılımın Maksimum Noktası/ Modu (d): 

Normal Dağılımı incelerken
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fonksiyonunun birinci türevini (Buradaki notasyonla):
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olarak bulmuştuk. Aynı işlemi burada tekrarlayalım.
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değerini elde ederiz. Şu halde Lognormal Dağılımın Modunu d ile gösterirsek:
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ifadesine ulaşırız.
Lognormal Dağılımın Medyanı (e):
Medyan tanımının ‘büyüklük sıralamasında orta noktaya gelen x- değeri olduğunu biliyoruz. Normal Dağılımda bu değerin x = ( olduğunu bulmuştuk. İlişkili Lognormal Dağılım için e ile göstereceğimiz bu değer, ‘Y(y) bir Normal Dağılıma sahip ise X(x) = eY(y) ilişik Lognormal Dağılımdır.’ kuralı gereğince:
e = exp(m)

olmak zorundadır.
Lognormal Dağılımın Olasılık Kütle Fonksiyonu:
Aynı yukarıdaki parametrelerin hesaplanmasında olduğu gibi Olasılık Kütle Fonksiyonu için de Normal Dağılımdaki bulgularımızdan yararlanacağız.
Olasılık Kütle Dağılımını bulmak için Olasılık Yoğunluk fonksiyonounu, önce x- değil de y- düzleminde yazarak  aşağıdaki formülde görüldüğü gibi bütün bölgede integre etmeliyiz.
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Şimdi hem integrasyon işlemini ve hem de x = e y, y = lnx, dy /dx = 1/x dönüşümünü yukarıda yaptığımız gibi uygularsak:
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sonucuna geliriz. Şimdi daha önce Normal Dağılım için bulduğumuz Olasılık Kütle Fonksiyonunun formülünü hatırlayalım.
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İki formül arasındaki benzerlik açık. Şunu da hatırlayalım; Biz yukarıdaki F(x;(,( ) ifadesini doğrudan hesaplamak yerine 
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dönüşümünü uygulayarak:
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bağıntısına gelmiştik ve bu sayede
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   ifadesi yerine daima 
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ifadesini integre ederek olasılık hesabımızı basitleştirmiştik. Tamamiyle aynı mantığı ve aynı matematik işlemleri kullanarak:
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dönüşümü yardımı ile Lognormal Dağılım için de z- değerlerini hesaplayabiliriz ve tabii aynı yukarıdaki gibi 
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 tablolarından yararlanabiliriz. Aşağıda örnekler yapacağız.
Görüldüğü gibi Lognormal Dağılımın özellikleri Normal Dağılımın özellikleri ile paralellik içinde.
Şimdi öncelikle m ve s ile ( ve ( arasında yukarıda bulduğumuz bağıntıları kullanarak bilinen bir Normal Dağılımı Lognormal Dağılıma çevirmeyi ve bunun dağılım eğrisini nasıl etkiladiğini inceleyelim.

Bu amaçla İstatistik Ortalaması, örneğin, ( =4 olan fakat Standart Sapma Değerleri, örneğin, ( = 0,6, ( = 2, ( = 4 olan üç Normal ve Lognormal Dağılımın tablolarını ve grafiklerini sırayla hazırlayalım. 
( =4, ( = 0,6

Öncelikle m ve s değerlerini bulalım.
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Artık bu değerleri kullanarak f(x;4,0,6) Normal ve lognf(x;1,38,0,15) Lognormal Dağılım tablolarını ve grafiklerini hazırlayabiliriz. Yapacağımız işlem basit bu değerleri, yukarıda verilen Normal Dağılım ve Lognormal Dağılım formüllerinde yerine koymak. Karşılaştırma yapabilmek için iki formülü de x- serbest değişkenini kullanarak çizeceğiz.
	x
	f(x;4,0.6)
	lognf(x;1,38,0,15)

	2
	0,002570465
	3,72197E-05

	2,2
	0,007386414
	0,000507337

	2,4
	0,01899331
	0,003871962

	2,6
	0,043703148
	0,018656437

	2,8
	0,089984944
	0,062064347

	3
	0,165795231
	0,152595424

	3,2
	0,273350124
	0,292310815

	3,4
	0,403284541
	0,454775173

	3,6
	0,532413343
	0,594019239

	3,8
	0,628972046
	0,669102858

	4
	0,664903801
	0,664318662

	4,2
	0,628972046
	0,591950613

	4,4
	0,532413343
	0,480545281

	4,6
	0,403284541
	0,359899966

	4,8
	0,273350124
	0,251324221

	5
	0,165795231
	0,165121576

	5,2
	0,089984944
	0,10285648

	5,4
	0,043703148
	0,061148692

	5,6
	0,01899331
	0,034893647

	5,8
	0,007386414
	0,019206819

	6
	0,002570465
	0,010241944
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İlginç bir grafik elde ettik Normal ve Lognormal Dağılım eğrileri adeta çakışıyor. Şimdi aynı işlemi f(x;4,2) ve f(x;4,4) için tekrarlayarak bunlara ait grafikleri de çizelim.
( =4, ( = 2;  ( =4, ( = 4
	x
	f(x;4,2)
	lognf(x;1,27,0,47)
	x
	f(x;4,4)
	lognf(x;0,35,0,83)

	 0
	0,026995483
	
	0
	0,060492681
	

	0,4
	0,039475079
	4,24705E-05
	0,5
	0,06801375
	0,436380936

	0,8
	0,055460417
	0,006825273
	1
	0,075284358
	0,43976323

	1,2
	0,074863733
	0,048605421
	1,5
	0,082040242
	0,31972089

	1,6
	0,097093027
	0,124615072
	2
	0,088016332
	0,220640972

	2
	0,120985362
	0,199837098
	2,5
	0,092963773
	0,152338339

	2,4
	0,144845776
	0,248651104
	3
	0,096667029
	0,106674686

	2,8
	0,166612301
	0,265982458
	3,5
	0,098959422
	0,076010725

	3,2
	0,18413507
	0,258487433
	4
	0,09973557
	0,055114709

	3,6
	0,195521347
	0,235717697
	4,5
	0,098959422
	0,040625128

	4
	0,19947114
	0,205805794
	5
	0,096667029
	0,030400666

	4,4
	0,195521347
	0,174318602
	5,5
	0,092963773
	0,023065001

	4,8
	0,18413507
	0,144515488
	6
	0,088016332
	0,017720086

	5,2
	0,166612301
	0,117994662
	6,5
	0,082040242
	0,013769958

	5,6
	0,144845776
	0,095303575
	7
	0,075284358
	0,010812343

	6
	0,120985362
	0,076392873
	7,5
	0,06801375
	0,008571231

	6,4
	0,097093027
	0,060915332
	8
	0,060492681
	0,006854298

	6,8
	0,074863733
	0,048406565
	8,5
	0,052969161
	0,005525586

	7,2
	0,055460417
	0,038385865
	9
	0,045662271
	0,004487685

	7,6
	0,039475079
	0,030407075
	9,5
	0,038753066
	0,003669926

	8
	0,026995483
	0,024080051
	10
	0,032379399
	0,003020446

	8,4
	0,017737296
	0,019075869

	8,8
	0,011197265
	0,015123776

	9,2
	0,006791485
	0,012004485

	9,6
	0,003957726
	0,00954238

	10
	0,002215924
	0,007597906


grafikleri de çizelim.
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Bu üç grafik için Mod = d (Maksimum nokta) ve  Medyan = e değerini hesaplayalım.
	Mod:  
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	Medyan:  e = exp(m)
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	e = exp(0,35) ( 1,42


Grafiklerden şunu görüyoruz. Standart Sapma değerinin büyümesi Lognormal Dağılım eğrisinin simetrik görünümünü bozarak tepe noktasını (maksimum değerini) sola doğru kaydırıyor. Aslında Logmormal Dağılımın ilgi çeken özelliği de bu. Yukarıda da belirttiğimiz gibi bir çok etkenin yer aldığı bir olayda  bu özellik incelediğimiz  problemin grafik temsili için çok yararlı olabilir. Az ileride buna örnekler yapacağız.

Örneklere geçmeden önce belirtmemiz gereken önemli bir nokta var. Gerçek hayatta hiç kimse bize bir fiziksel/toplumsal/tıbbi/finansal... olayın deney ya da gözlem sonuçlarını ‘İstatistik Ortalaması ((/m) Standart Sapması(( /s) şu değerlere sahip bir Normal/Lognormal Dağılımdır’ biçiminde veremez. Bir deneyci ya da gözlemcinin bütün yapabileceği ölçtüğü ya da gözlemlediği değerleri bir sayılar tablosu haline getirerek bir grafiğe dönüştürmekten ibarettir.

İstatistiğin görevi bu tablo ve grafikler hazır olduktan sonra başlar. Hangi Dağılımın bu tablo/grafiği en iyi biçimde temsil edeceğine karar verdikten sonra, eldeki veriyi kullanarak, bu dağılım için İstatistik Ortalama ve Standart Sapma değerlerini hesaplar. Bu değerleri kullanarak uygun bulduğu Dağılımın tablo/grafiğini hazırlar ve bunları gerçek tablo/grafikle mukayese eder.

Bu çalışmada bir Dağılım seçmek, doğaldır ki, bir HİPOTEZ oluşturmak ve gerçek değerlerle bu hipotezi karşılaştırmak HİPOTEZ TESTİ/SINAMASI adını alır. İstatistiğin gerçekten en ilginç olan ve ileri matematik gerektiren bu konusunu ileride ele alacağız.

Aşağıdaki örneklerde konumuz bu olduğu için verildiğini varsaydığımız sayısal datayı Normal/Lognormal hipotezi ile inceleyeceğiz. Hipotezimizin testini de çok sübjektif bir biçimde ‘gözle’ yapacağız. Kullanacağımız sayısal datanın çok küçük olması dolayısı ile sonuçlarımızın bir bölümü adamakıllı hatalı olacak ve bu hataların kaynağını da kısaca özetleyeceğiz.

Lognormal Dağılım Uygulamaları:
1. Menkul kıymetler borsasında halka arzedilen bir hisse senedi düşünelim. Varsayalım ki hisse senedinin ilkgün (nominal) değeri S0 = 100TL dir. Bu senedin 12 günlük fiyat değişimi ilkgün değerine oranlanarak aşağıdaki tabloda verilmiş olsun.
	x
	si /s0

	1
	1

	2
	1,67

	3
	1,93

	4
	2,12

	5
	2,23

	6
	2,05

	7
	1,98

	8
	1,95

	9
	2

	10
	1,97

	11
	2,01

	12
	2

	
	1,909166667

	
	0,31456921


Tablonun son iki satırında bu  sayı grubunun, koyu harflerle yazılmış, İstatistik Ortalama ve Standart Sapma değerleri de yer almaktadır.

Kuşkusuz bir tek hisse senedinin oniki günlük değer değişimi herhangi bir matematik model geliştirmek için yeterli datayı oluşturmaz. Ancak biz yine de bu hayali hisse senedimizin oniki günlük fiyat macerasının Normal Dağılıma mı yoksa Lognormal Dağolıma mı daha çok benzediğini araştıralım. Bu amaçla tablomuzu biraz büyüteceğiz.
	x
	si/s0
	f(x;1,9,0,9)
	lns
	lnf(x;0,63,0,2)

	1
	1
	0,268856361
	0
	0,013971292

	2
	1,67
	0,440541399
	0,512823626
	0,94886155

	3
	1,93
	0,210032794
	0,657520003
	0,042720287

	4
	2,12
	0,029135432
	0,751416089
	0,000391487

	5
	2,23
	0,001175953
	0,802001585
	2,47277E-06

	6
	2,05
	1,38099E-05
	0,717839793
	1,56574E-08

	7
	1,98
	4,71877E-08
	0,683096845
	1,13337E-10

	8
	1,95
	4,69136E-11
	0,667829373
	9,81247E-13

	9
	2
	1,35707E-14
	0,693147181
	1,02742E-14

	10
	1,97
	1,1422E-18
	0,678033543
	1,29695E-16

	11
	2,01
	2,79713E-23
	0,698134722
	1,95612E-18

	12
	2
	1,99306E-28
	0,693147181
	3,4862E-20

	
	1,909166667
	
	0,629582495
	

	
	0,31456921
	
	0,20945879
	


Tablomuza üç yeni sütun ekledik:

· Si /S0 ın oniki günlük İstatistik Ortalaması ve Standart Sapması kullanılarak hesaplanmış bir Normal Dağılım sütunu,

· Si /S0 ın oniki günlük değerlerinin doğal logaritması ve bu logaritma değerlerinin İstatistik Ortalaması ile Standart Sapması,
· Bu logaritmik İstatistik Ortalamayı ve Standart Sapmayı kullanan bir Lognormal Dağılım sütunu.

Şimdi elimizdeki bu bilgilerle bir grafik çizelim.
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Aslında bu grafiği çizerken azıcık farklı bir yol izleyebilirdik. Lnf(x;m,s) değerlerini biz yukarıda tablodaki lns değerlerinin İstatistik Ortalamasını ve Standart Sapmasını hesaplayarak elde ettik ve lns sütununun altına yazdık. 
Bu değerleri ( ve ( değerlerini kullanarak aşağıdaki gibi doğrudan hesaplayabilirdik.
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Görüldüğü gibi bu yolla hesapladığımızda m nin değeri çok fazla değişmiyor. Ancak s için bulduğumuz yeni değer eskisinden oldukça farklı.

Bu değerleri kullanarak Lognormal Dağılım tablomuzu ve grafiğini yenileyelim.

	x
	s
	f(x;1,9,0,3)
	lns
	lnf(x;0,63,0,39)

	1
	1
	0,014772828
	0
	0,277464101

	2
	1,67
	1,257944092
	0,512823626
	0,504803747

	3
	1,93
	0,001600902
	0,657520003
	0,165658394

	4
	2,12
	3,04491E-11
	0,751416089
	0,039011285

	5
	2,23
	8,65544E-24
	0,802001585
	0,008736193

	6
	2,05
	3,67714E-41
	0,717839793
	0,002017444

	7
	1,98
	2,33473E-63
	0,683096845
	0,000492699

	8
	1,95
	2,21548E-90
	0,667829373
	0,000128059

	9
	2
	3,142E-122
	0,693147181
	3,53991E-05

	10
	1,97
	6,6596E-159
	0,678033543
	1,0373E-05

	11
	2,01
	2,1096E-200
	0,698134722
	3,20896E-06

	12
	2
	9,9875E-247
	0,693147181
	1,04362E-06
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Aynı .şlemi iki ayrı yöntem kullanarak yaptık ve farklı iki Lognormal tablosu ve grafiği elde ettik. Peki bunlardan hangisi doğru?
Aslında ikisi de aynı derecede doğru veya yanlış. Öncelikle biz, verilen s = Si /S0 değerlerinin bir Normal Dağılıma sahip olduğunu varsaydık. Bunlarla ilgili ( ve ( değerlerini de tablomuzdaki çok az sayıdaki datadan yararlanarak bulduk. Yani s değerlerinin gerçekten tam olarak Normal Dağılıma uyması halinde sonsuz sayıda nokta yerine 12 adet noktasından yararlanarak Normal Dağılımın ( ve ( değerlerini bulduk. Bu yolla oluşturduğumuz hata payı Lognormal için kullandığımız iki ayrı yol için de kabaca aynı olacaktır ve ilk kabulümüz doğru ise data sayısı arttıkça iki yol arasındaki fark azalacaktır. Aşağıda bu hata konusuna tekrar değineceğiz.
Tabloda mavi renkle gösterilen Si /S0 değerlerinin ilk dört gün içinde hızlı bir artış gösterdiğini ve sonra 2 değeri civarında kararlı hale gelmiş gibi göründüğünü söyleyebiliriz.
Grafiğimiz çok aydınlatıcı değil. Bu nedenle x =1 ile x= 6 arasında daha küçük aralıklı yeni bir tablo ve grafik hazırlayalım.

	x
	s
	f(x;1,9,0,3)
	lnf(x;0,63,0,39)

	1
	1
	0,014772828
	0,277464101

	1,5
	
	0,546700249
	0,577799763

	2
	1,67
	1,257944092
	0,504803747

	2,5
	
	0,179969888
	0,312529452

	3
	1,93
	0,001600902
	0,165658394

	3,5
	
	8,85434E-07
	0,08167372

	4
	2,12
	3,04491E-11
	0,039011285

	4,5
	
	6,51056E-17
	0,018445218

	5
	2,23
	8,65544E-24
	0,008736193

	5,5
	
	7,15461E-32
	0,004172681

	6
	2,05
	3,67714E-41
	0,002017444
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Kırmızı renkle gösterilen Normal Dağılım eğrisi 2. günde bu değeri yakalamakta ve o civarda kalmakta,

Buna karşılık sarı ile çizilmiş Lognormal Dağılım eğrisi gerçek fiat değişimine çok benzer bir görünüm arzetmekte ve 5. günden itibaren 1,4 değeri civarında dalgalanmaktadır.

Özetle şunu söyleyebiliriz. Lognormal Dağılım eğrisi bu çok özel hayali fiyat değişimini Normal Dağılım eğrisinden çok daha iyi ‘taklit etmektedir.’
Şimdi bulduğumuz m = 0,63 ve s = 0,20 değerlerini kullanalım.
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Böylece başlangıçta bulduğumuz ( = 1,9 ve ( = 0,21 değerlerine dönmemiz gerekirdi. Ancak açıkça görüyoruz ki, özellikle ( için bulduğumuz değerin başlangıçtaki ( değeri ile ilişkisi bile yok.

Aslında bu hatalı sonucun nedenlerini araştırdığımızda göreceğiz ki ( daki hatadan çok ( deki isabetli değere şaşmamız gerekir. Şimdi hata kaynaklarını önem sırasına göre listeleyelim.

· Öncelikle f(x;...) Normal Dağılım ve logf(x;...) fonksiyonları sürekli fonksiyonlar ve biz yukarıdaki formülleri çıkarırken bu sürekli, yani sınırsız sayıda noktaya sahip, fonksiyonların özelliklerinden yararlandık. Halbuki gerçekte hiçbir zaman sınırsız sayıda nokta ile bu problemlere yaklaşma şansımız yok. Nitekim bu problemde de yalnızca 10 adet noktamız var. Şuna benziyor: ‘Bir dairenin içine dörtgen, beşgen. altıgen,...,  n-gen çizip bunların çevre uzunluğunun daire çevresi ile aynı olmasını beklemek’.
· Aynı derecede önemli bir diğer hata kaynağı da şu: bu formüller, yukarıda da belirttiğimiz gibi Normal Dağılım ve Lognormal Dağılım Fonksiyonları için çıkarılmış. Halbuki bizim başlangıç noktamızı oluşturan Si /S0 değerlerinin böyle bir eğrinin üzerinde yer aldığına dair elimizde bir bilgi yok. Zaten sorduğumuz soru da ‘Acaba benziyorlar mı?’ biçiminde. Aslında bütün gözlem veya deney sonuçları için de aynı şeyi söyleyebiliriz. Hiç kimse bize bu fonksiyonların geçtiği noktalardan bir küme oluşturup bunları deney ya da gözlem sonucu imiş gibi veremez. Dolayısı ile bu ve yukarıdaki hata bütün pratik problemlerde karşımıza çıkacaktır.
· Üçüncü ve daha az tesirli hata bizim ( ve ( değerlerini yuvarlatarak hesaplara devam etmemizdir.

· Ve nihayet en az etkili hata ln(...) , exp(...) , f(x;...) ve logf(x;...) fonksiyonları hesaplarken kullandığımız bilgisayar programlarının kesme ve yuvarlatma hatalarıdır.

Esas olan ilk iki hatadır. Çünkü bunlar pratikte kaçınılamaz ya da, çok defa, azaltılamaz hatalardır. Önümüze gelen sayı kümesinin grafiğini çizmek ve bu grafiği hangi Dağılım Fonksiyonunun en iyi temsil edebileceğini tasarlamak geniş tecrübe isteyen zor bir iştir. Eğer mümkünse deney ya da gözlem sayısını olabildiğince çoğaltmak, sürekli başvurduğumuz, en önemli silahımızdır.    

2. Bir araştırmacı laoboratuarda elde ettiği deney sonuçlarını aşağıdaki gibi bir grafiğe dönüştürüyor.

	x
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24

	X(x)
	2,5
	3,6
	7,2
	8,1
	9,4
	10
	11,1
	13,5
	15,2
	17,2
	17,9
	16,7
	15,3
	12
	10,7
	9,3
	8
	6,9
	4,4
	2,1
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Çizdiği grafiğin biçimini pek beğenen araştırmacımız ölçtüğü fiziksel büyüklüğün x- e göre dağılımının Normal ya da Lognormal Dağılım gibi olduğunu düşünüyor. Bu nedenle ölçtüğü büyüklüğün İstatistik Ortalamasını ve Standart Sapmasını hesaplayarak bunları kullanan Normal ve Lognormal Dağılımları çizmek amacı ile aşağıdaki tabloyu hazırlıyor.
	x
	X(x)
	lnX
	f(x;10,4,9)
	X/1000
	lognf(x;2,16,0,62)

	5
	2,5
	0,916290732
	0,048374128
	0,0025
	0,086759476

	6
	3,6
	1,280933845
	0,05834578
	0,0036
	0,089901344

	7
	7,2
	1,974081026
	0,067502162
	0,0072
	0,086602112

	8
	8,1
	2,091864062
	0,074909665
	0,0081
	0,07975582

	9
	9,4
	2,240709689
	0,079738847
	0,0094
	0,071366287

	10
	10
	2,302585093
	0,081416792
	0,01
	0,062666247

	11
	11,1
	2,406945108
	0,079738847
	0,0111
	0,054344512

	12
	13,5
	2,602689685
	0,074909665
	0,0135
	0,046741638

	13
	15,2
	2,721295428
	0,067502162
	0,0152
	0,039989006

	14
	17,2
	2,844909384
	0,05834578
	0,0172
	0,034099521

	15
	17,9
	2,884800713
	0,048374128
	0,0179
	0,029023819

	16
	16,7
	2,815408719
	0,038470585
	0,0167
	0,024683773

	17
	15,3
	2,727852828
	0,029346503
	0,0153
	0,020991719

	18
	12
	2,48490665
	0,021473155
	0,012
	0,017860944

	19
	10,7
	2,370243741
	0,015071181
	0,0107
	0,015210979

	20
	9,3
	2,2300144
	0,010146369
	0,0093
	0,012969865

	21
	8
	2,079441542
	0,006552182
	0,008
	0,011074734

	22
	6,9
	1,931521412
	0,004058571
	0,0069
	0,009471494

	23
	4,4
	1,481604541
	0,002411417
	0,0044
	0,00811407

	24
	2,1
	0,741937345
	0,001374306
	0,0021
	0,006963485

	
	10,055
	2,156501797
	
	
	

	
	4,861500202
	0,623585735
	
	
	


Tabloda görülüyor ki araştırmacımız ölçtüğü X(x) değelerinin ve bunların doğal logaritmalarının İstatidtik Ortalaması ile Standart Sapma değerlerini ve sonra bu değerleri kabul eden Normal ve Lognormal Dağılım hesaplamıştır. Bu son değerlerle çizdiği grafik aşağıdadır.
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Grafikten hemen görüyoruz ki araştırmacımızın tahmini hatalıdır. Ölçümlediği büyüklüğün dağılımı ne Normal ne de Lognormal Dağılıma benzememektedir. Dolayısı ile yeni bir model aramalıdır.

3. Bir klinik şefi, grip salgını sırasında kliniğine gelen hastaların onbeş günlük kaydını inceleyerek: Hastanede 1 günden az kalanlar, 1 – 3 gün kalanlar, 3 – 5 gün kalanlar... anlamında aşağıdaki tabloyu yapmış ve grafiğini hazırlamış.
	Gün(x)
	HstS/G

	1
	11

	3
	26

	5
	44

	7
	33

	9
	21

	11
	9

	13
	4

	15
	1


[image: image145.emf]HastS/G

0

10

20

30

40

50

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15



Matematiğe meraklı olan doktorumuz bu hasta dağılımının Normal ya da Lognormal Dağılıma benzediğini düşünerek, hemen her bilgisayarda bulunan, istatistik destek programları yardımıyla hasta sayılarının yanısıra bunların doğal logaritmalarını da hesaplamış ve ayrıca her iki rakam grubuna ait ( ve ( değerlerini koyu harflerle tabloya eklemiş. Böylece bulduğu İstatistik Ortalama ve Standart Sapma değerlerini kabul eden aşağıdaki Normal Dağılım ve Lognormal Dağılım tablolarını ve grafiklerini hazırlamış.
	Gün(x)
	HstS/G
	ln(HstS/G)
	f(x;19,15)
	lnf(x;2,45,1,3)
	(HstS/G)/1000

	1
	11
	2,397895
	0,012946
	0,051965
	0,011

	3
	26
	3,258097
	0,015058
	0,059593
	0,026

	5
	44
	3,78419
	0,017205
	0,049798
	0,044

	7
	33
	3,496508
	0,019313
	0,040665
	0,033

	9
	21
	3,044522
	0,021297
	0,033459
	0,021

	11
	9
	2,197225
	0,02307
	0,027876
	0,009

	13
	4
	1,386294
	0,024551
	0,023514
	0,004

	15
	1
	0
	0,025667
	0,020059
	0,001

	
	149
	19,56473
	
	
	

	
	18,625
	2,445591
	
	
	

	
	15,0517
	1,258238
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Kolayca görüldüğü gibi doktorumuzun çizdiği Normal Dağılım Grafiği pek yararlı değilken Lognormal Dağılım grafiği, eldeki bu kısıtlı datayı, oldukça başarılı bir biçimde temsil etmektedir.
Doktorumuzun bulduğu bu değerleri kullanarak 
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değerlerini hesaplayalım. 

Görüyoruz ki başlangıçta bulduğumuz ( = 18,625 ve ( = 15,0517 değerleri ile bunlar uyuşmuyor. Aynı sonuçlarla 1. problemde de karşılaşmıştık ve nedenlerini orada oldukça ayrıntılı bir biçimde açıklamıştık.
4. Bir biyolog bir bitki yaprağının büyüme hızını ölçüyor. Kullandığı optik ölçme aletı 10mikron hassaslıkta; dolayısı ile bulduğu değerler 0.01mm değerinde. Ölçümlerini her 12 saatte tekrarlıyor ve şu tabloya ulaşıyor.

	Saat
	Uzunluk [0,1mm]

	0
	10

	12
	31

	24
	98

	36
	176

	48
	297

	60
	395

	72
	406

	84
	423

	96
	427

	108
	431

	120
	432


Bu biyolog elindeki bu bir tek örneğe dayalı tablodan bir olasılık analizi yapmayı düşünmüyor. Ama şunu da merak ediyor. ‘Bu uzunluk-zaman grafiği normal dağılım eğrisine mi yoksa lognormal dağılım eğrisine mi benziyor?’

Biyoloğumuzun merakını gidermek için yukarıda anlatılan yöntemi kullanarak bu data ile uyumlu normal ve lognormal dağılım tablolarını hazırlayalım. Tabii dikkat etmemiz gereken bir nokta var. Yaprak büyümesini ölçtüğümüze ve her bir miktar büyüme öncekinin üstüne eklendiğine göre birikimli olasılık fonksiyonunu kullanmalıyız. Yani Olasılık Yoğunluk fonksiyonu f(x;...) i değil F(x;...) değerlerini hesaplmalıyız.
	Saat
	Uzunluk [0,1mm]
	ln(uzunluk)
	F(x;284,172)
	lnF(x;5,22,1,28)
	Uzunluk [m]

	0
	10
	2,302585093
	0,049352669
	8,21215E-15
	0,001

	12
	31
	3,433987204
	0,056893835
	0,01630747
	0,0031

	24
	98
	4,584967479
	0,065314274
	0,055325886
	0,0098

	36
	176
	5,170483995
	0,074670871
	0,100536446
	0,0176

	48
	297
	5,693732139
	0,085017241
	0,145998876
	0,0297

	60
	395
	5,978885765
	0,096402555
	0,189587254
	0,0395

	72
	406
	6,00635316
	0,108870331
	0,230567379
	0,0406

	84
	423
	6,047372179
	0,122457216
	0,268765997
	0,0423

	96
	427
	6,056784013
	0,137191795
	0,304245733
	0,0427

	108
	431
	6,06610809
	0,153093455
	0,337166033
	0,0431

	120
	432
	6,068425588
	0,170171342
	0,367720376
	0,0432

	
	284,1818182
	5,219062246
	
	
	

	
	172,0469809
	1,278515468
	
	
	


Tablo ile ilgili iki noktayı açıklamamız lazım.

· x=0 için lognormal fonksiyonu tanımsız olduğundan logn(0;...) yerine logn(0.01;...) değeri alınmış ve tabloda bu koyu rakamlarla belirtilmiştir. O ölçümü biyoloğumuz 0,01*12=0,12 nci saat yani 0,12*60(7 nci dakikada almış!
· Ölçeklendirme açısından kolaylık olması için yaprak uzunluğu grafiklerde [m] cinsinden gösterilmiş ve bu amaçla tablonun sonuna bu değerler de eklenmiştir.

Şimdi grafiğimizi çizelim.
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Tablodan ve grafikten görüyoruz ki lognormal dağılım daha başarılı bir yaklaşım sağlamakta.
Tabii bu hayali örnek bilimsel değil. Aslında çok sayıda gerçek ölçüm alındıktan sonra bunların ortalama değerlerini kullanarak yukarıdaki analizin tekrarlanması gerekiyor.
Şimdi biyoloğumuzun bulduğu bu değerleri kullanarak 
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değerlerini buluruz. Bu sonuçların neden başlangıç ( ve ( değerlerinden bu kadar farklı olduğunu daha önce irdelemiştik.

5. Yukarıdaki dört örnekte gerçek hayatta karşılaştığımız durumu taklit ettik. Diğer sözlerle bir takım sayıları sanki deney ya da gözlem sonuçları imiş gibi kabul ettik ve bunların dağılımını aynı İstatistik Ortalama ve Standart Sapma değerlerine sahip Normal ya da Lognormal Dağılımlarla karşılaştırdık.

Aslında İstatistikçilerin sürekli olarak yaptığı da bundan ibaret. Şu farkla ki bizim kullandığımız data çok çok küçük. Ayrıca hiçbir istatistikçi Normal ya da Lognormal Dağılımla sınırlı değil. Elindeki dataya göre sürekli ya da süreksiz başka dağılımları da aynı teste tabi tutabilir. Hatta iyi bir istatistikçi ise bunları kombine edebilir veya tamamen kendine has yeni bir Dağılım Modeli kurabilir.

Bu problemde yukarıdaki dört örnekte hatalı sonuçlar veren m, s, (, ( hesaplamalarındaki temel hatalardan birini kaldırarak bunlarla ilgili formülleri yeniden uygulayacağız. Bu amaçla Lognormal Dağılımı açıklarken en başta kullandığımız Normal Dağılım değerlerinden başlayacağız. Diğer sözlerle gerçek hayatta hemen hiç karşılaşmayacağımız bir durumu yani Normal Dağılıma verilen noktalarda tam uyum sağlayan datayı sanki deney ya da gözlem sonucuymuş gibi kabul edeceğiz.
İlk örneğimizde  ( =4, ( = 0,6  değerlerinden yola çıkmış  ve  m = 1,38,  s = 0,15  değerlerini bulmuştuk. Şimdi bu m ve s değerlerinden (  ve (  değerlerine dönüş yapalım.
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	x
	f(x;4,0.6)
	lognf(x;1,38,0,15)

	2
	0,002570465
	3,72197E-05

	2,2
	0,007386414
	0,000507337

	2,4
	0,01899331
	0,003871962

	2,6
	0,043703148
	0,018656437

	2,8
	0,089984944
	0,062064347

	3
	0,165795231
	0,152595424

	3,2
	0,273350124
	0,292310815

	3,4
	0,403284541
	0,454775173

	3,6
	0,532413343
	0,594019239

	3,8
	0,628972046
	0,669102858

	4
	0,664903801
	0,664318662

	4,2
	0,628972046
	0,591950613

	4,4
	0,532413343
	0,480545281

	4,6
	0,403284541
	0,359899966

	4,8
	0,273350124
	0,251324221

	5
	0,165795231
	0,165121576

	5,2
	0,089984944
	0,10285648

	5,4
	0,043703148
	0,061148692

	5,6
	0,01899331
	0,034893647

	5,8
	0,007386414
	0,019206819

	6
	0,002570465
	0,010241944

	
	0,237990997
	0,237592796

	
	0,240972461
	0,2442829


Kolaylık için tablomuzu yukarıya çıkardık; yalnız bu defa ( ve ( ile m ve s değerlerini tablodaki datayı kullanarak hesapladık. 
Normal Dağılım için ( =4, ( = 0,6 verilmişti halbu ki biz tablodan ( = 0,237990997, ve  ( = 0,240972461 değerlerini bulduk. Normal Dağılım için bulduğumuz bu hatanın en önemli nedeni sonsuz adet nokta yerine sadece tablodaki 20 adet noktayı lullanmamızdır. 

Lognormal Dağılım için hesapladığımız değerler m = 1,38 ve s = 0,15 idi. Buna karşılık tablodan bulduğumuz değerler m = 0,237592796  ve s = 0,2442829 oldu. Tabii bu değerlerde yukardakine ek olarak bizim yaptığımız yuvarlatmanın da etkisi var.

Bu problemle özellikle vurgulamak istediğimiz ve daha önce de belirttiğimiz nokta şu: Pratikte hiçbir dağılım bize ‘( ve (  veya m ve s değerleri belirli olarak verilmez. Elimizde bulunabilecek şey yukarıdaki örneklerde görüldüğü gibi sadece ölçüm ya da gözlem değerlerinin oluşturduğu sayılardır. Data büyüdükçe hatamızın azalacağını düşünürüz.

6. Bir ürünün imalathaneyi terk ettiği andaki ağırlığı, çeşitli nedenlerden dolayı, üstünde yazılı olan değerden farklıdır. Şimdi, bu ürünün imalathaneyi terk etiği andaki ağırlığının Lognormal Dağılıma uygun dağıldığnı varsayarak inceleyelim.

a) ( = 100, ( = 10 olsun. P[x ≤ 90]  olasılığını hesaplayınız.

Öncelikle m ve s değerlerini hesaplamalıyız.
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 EMBED Equation.3  [image: image156.wmf](
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bu değerleri kullanarak:
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İlginç bir sonuca ulaştık. Bu problemi Normal Dağılım kabul ederek çözdüğümüzde de aynı sonucu bulmuştuk! Sorunu anlayabilmek için f(x;100,10) ve lnf(x;4,6,0,1) eğrilerinin grafiklerini üst üste çizelim.

	x
	f(x;100,10)
	lnf(x,4,6,0,1)

	60
	1,3383E-05
	1,86456E-07

	65
	8,72683E-05
	7,15249E-06

	70
	0,000443185
	0,00011826

	75
	0,00175283
	0,000983405

	80
	0,005399097
	0,004635554

	85
	0,01295176
	0,013610196

	90
	0,024197072
	0,026834465

	95
	0,035206533
	0,037756509

	100
	0,039894228
	0,039840943

	105
	0,035206533
	0,032846839

	110
	0,024197072
	0,021891672

	115
	0,01295176
	0,012136332

	120
	0,005399097
	0,005733077
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Gerek grafik ve gerekse tablodan hemen görüyoruz ki sonucumuz – yaklaşım sınırlarımız içinde – doğru. Her iki dağılım eğrisi, tesadüfen, neredeyse çakışıyor.

7. Yeni bir örnek seçelim. Ülkemizde kişi başına gayri safi milli hasılanın 10000$ ( 20000TL olduğunu varsayalım. Bir ekonomist bu rakamın gelir dağılımı ile ilgili İstatistik Ortalamaya eşit yani ( = 20000, Standart Sapmanın ( = 10000 ve dağılımın Normal olduğunu iddia ediyor. Bir diğer istatistikçi ( ve ( değerlerini aynı almakla beraber dağılımın Lognormal olduğunu ileri sürüyor.

a) Bu iki istatistikçinin düşündüğü gelir dağılımı grafiklerini 2000 ( x ( 40000 aralığında çiziniz.
Verilen bilgi ile Doğal Dağılımı doğrudan çizebiliriz. Lognormal Dağılımı çizebilmek için gerekli parametreleri aşağıdaki gibi hesaplayalım.
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	x
	f(x;20000,10000)
	lnf(x;9,8,0,47)

	2000
	7,89502E-06
	7,48013E-09

	4000
	1,10921E-05
	1,25139E-06

	6000
	1,49727E-05
	9,12362E-06

	8000
	1,94186E-05
	2,37846E-05

	10000
	2,41971E-05
	3,86385E-05

	12000
	2,89692E-05
	4,85876E-05

	14000
	3,33225E-05
	5,24408E-05

	16000
	3,6827E-05
	5,13592E-05

	18000
	3,91043E-05
	4,71559E-05

	20000
	3,98942E-05
	4,14242E-05

	22000
	3,91043E-05
	3,5281E-05

	24000
	3,6827E-05
	2,93969E-05

	26000
	3,33225E-05
	2,41138E-05

	28000
	2,89692E-05
	1,95604E-05

	30000
	2,41971E-05
	1,5742E-05

	32000
	1,94186E-05
	1,25996E-05

	34000
	1,49727E-05
	1,00476E-05

	36000
	1,10921E-05
	7,99407E-06

	38000
	7,89502E-06
	6,35232E-06

	40000
	5,3991E-06
	5,04553E-06
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b) Her iki durumda bir bireyin gelirinin 20000TL den az olma olasılığını hesaplayınız.

Normal Dağılım halinde z değerini şöyle buluyorduk.
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Lognormal Dağılım için z değerini bulalım.
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c) Her iki durumda bir bireyin gelirinin 30000TL den fazla olma olasılığını bulunuz.

Tamamen aynı yoldan gideceğiz.
Normal Dağılım halinde:
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Lognormal Dağılım halinde:


[image: image165.wmf]08

,

1

47

,

0

8

,

9

)

30000

ln(

s

m

x

ln

z

=

-

=

-

=

( P[x(30000] = 0,8599

( P[x(30000] = 1 - 0,8599 = 0,14
d) Her iki durumda medyan ve mod değerlerini hesaplayınız.
Normal Dağılım için yanıt kolay 
Mod = Medyan = İstatistik Ortalama = 20000TL

Lognormal Dağılım için:

Mod: 
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Medyan: e = exp(m) = exp(9,8) ( 18033,7TL

8. Bir öğretim üyesi yaptığı bir sınavda öğrencilerinin aldığı notların m = 3,5 ve s = 0,65 değerlerini taşıyan bir lognormal dağılım olduğunu düşünmektedir.
a) Bu sınavda başarı notu 60 olduğuna göre bir öğrencinin başarısız olma şansını hesaplayınız.

 Geçer not 60 olduğuna göre x ( 59 olma olasılığını  yani P[x(59] değerini arıyoruz. İlgili z değerini hesaplayalım.
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b) Lognormal Dağılım parametreleri verilen bu sınav notları dağılımı için ilişik Normal Dağılım parametreleri bulunuz.
m ve s verilmiş. ( ve ( değerlerini bulmamız isteniyor.
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c) Sınavın not dağılımı Lognormal değil de Normal Dağılım olsaydı (a) şıkkının cevabı ne olurdu?
Bu şıkta Normal Dağılım için z değerini bulacağız.
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d) Lognormal dağılım için mod ve medyan değerlerini bulun.
Mod: 
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Medyan: e = exp(m) = exp(3,5) ( 33

9. Yukarıdaki çalışmamızda gerek Normal ve gerekse Lognormal Dağılımın toplanabilir olduğunu bulmuştuk. Ancak orada söylenen birden fazla normal dağılımın birbirleri ile ya da birden fazla Lognormal Dağılımın birbirleri ile toplanacağı biçiminde idi.
Bir istatistikçi bir Normal Dağılımı kendisinden türeyen bir Lognormal Dağılımla toplayarak yeni bir dağılım elde edeceğini düşünüyor. İşin daha önemli olan kuramsal yanına başlamazdan önce 8. problemdeki Normal ve Lognormal Dağılımları 10 ( x ( 100 aralığında toplayarak ve toplamı ikiye bölerek (Olasılıklar toplamı = 1) elde edeceği sonuç grafiği görmek istiyor. Şimdi bu işlemi yapalım. 

	x
	f(x;41,30)
	lnf(x,3,5,0,65)
	(f+lnf)/2

	10
	0,007797
	0,011248
	0,009523

	20
	0,010408
	0,022713
	0,016561

	30
	0,012434
	0,020224
	0,016329

	40
	0,013291
	0,01471
	0,014

	50
	0,012713
	0,010041
	0,011377

	60
	0,010881
	0,006734
	0,008808

	70
	0,008334
	0,004518
	0,006426

	80
	0,005712
	0,003055
	0,004384

	90
	0,003503
	0,002089
	0,002796

	100
	0,001923
	0,001446
	0,001684
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10. Önceki problemde yaptığımız toplama işlemine kuramsal açıdan kısaca değinelim. Bir normal Dağılımı kendisinden türettiğimiz Lognormal Dağılımla topluyoruz. Buna göre yukarıdaki işlemin azıcık genelleştirilmiş tanımı:
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biçiminde yapılabilir. Bu iki terim toplama halinde olduklarına göre, örneğin, İstatistik Ortalamayı bulmak istediğimizde:
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biçiminde bir ifadeyle karşılaşacağız. Bu iki terimin birbirlerine etkisi olmadığı açıkça görüldüğüne göre bunları ayrı ayrı integrasyonları ya da türetilmeleri toplamı aradığımız sonuç olacaktır.  

Buna göre Normal Dağılım ve ilişik Lognormal Dağılımın toplanması ile bulunan dağılımın
İstatistik Ortalaması: n = (a( + bm)/(a+b)

Standart Sapması: t = (a( + bs)/(a+b)

z değeri: z = (azN + bzLn )/(a+b)

olacaktır.

Buna göre 8. soruya yeni bir cevap vermek istersek:

z = (0,6 + 0,89)/2 ( 0,75 P[x(59] = 0,77

9. soruda bulduğumuz dağılım için ise:

İstatistik Ortalama = (41 + 3,5)/2 = 22,25
Standart Sapma = (30 + 0,65)/2 = 15,325

Mod = (41 + 21,7)/2 = 31,35

Medyan = (41 + 33)/2 = 37
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Sheet1

		

		NORMAL DAĞILIM Mu = 100,  Sigma = 10

		x		f(x)		F(x)

		5		1.00779353943E-21		1.04945150753625E-21

		10		1.02797735716689E-19		1.12858840595383E-19

		15		8.16623563166955E-18		9.47953482220325E-18

		20		5.05227108353689E-16		6.22096057427174E-16

		25		0		0

		30		0		0

		35		0		0

		40		0.0000000006		0.000000001

		45		0.0000000108		0.000000019

		50		0.0000001487		0.0000002867

		55		0.0000015984		0.0000033977

		60		0.000013383		0.0000316712

		65		0.0000872683		0.0002326291

		70		0.0004431848		0.001349898

		75		0.00175283		0.0062096653

		80		0.0053990967		0.0227501319

		85		0.0129517596		0.0668072013

		90		0.0241970725		0.1586552539

		95		0.0352065327		0.3085375387

		100		0.039894228		0.5

		105		0.0352065327		0.6914624613

		110		0.0241970725		0.8413447461

		115		0.0129517596		0.9331927987

		120		0.0053990967		0.9772498681

		125		0.00175283		0.9937903347

		130		0.0004431848		0.998650102

		135		0.0000872683		0.9997673709

		140		0.000013383		0.9999683288

		145		0.0000015984		0.9999966023

		150		0.0000001487		0.9999997133

		155		0.0000000108		0.999999981

		160		0.0000000006		0.999999999

		165		0		1

		170		0		1

		175		0		1

		180		5.05227108353689E-16		1

		185		8.16623563166955E-18		1

		190		1.02797735716689E-19		1

		195		1.00779353943E-21		1

		200		7.69459862670642E-24		1

		NORMAL DAĞILIM Mu = 100,  Sigma = 10				0, Sigma=1  /  Mu=0, Sigma=3  /  Mu=3, Sigma=1

		x

		-5		0.0000014867		0.0331590463		0

		-4		0.0001338302		0.0546700249		0

		-3		0.0044318484		0.0806569082		0.0000000061

		-2		0.0539909665		0.1064826685		0.0000014867

		-1		0.2419707245		0.1257944092		0.0001338302

		0		0.3989422804		0.1329807601		0.0044318484

		1		0.2419707245		0.1257944092		0.0539909665

		2		0.0539909665		0.1064826685		0.2419707245

		3		0.0044318484		0.0806569082		0.3989422804

		4		0.0001338302		0.0546700249		0.2419707245

		5		0.0000014867		0.0331590463		0.0539909665

		40		0.0002215924		0.001349898

		42		0.0002976266		0.0018658133

		44		0.0003957726		0.0025551303

		45		0.0004546781		0.0029797632

		48		0.0006791485		0.004661188

		50		0.000876415		0.0062096653

		52		0.0011197265		0.0081975359

		54		0.0014163519		0.01072411

		56		0.0017737296		0.0139034475

		58		0.0021991798		0.0178644206

		60		0.0026995483		0.0227501319

		62		0.0032807907		0.0287165598

		64		0.0039475079		0.0359303191

		66		0.0047024539		0.0445654628

		68		0.0055460417		0.0547992917

		70		0.0064758798		0.0668072013

		72		0.0074863733		0.0807566592

		74		0.0085684296		0.0968004846

		76		0.0097093027		0.1150696702

		78		0.0108926089		0.1356660609

		80		0.0120985362		0.1586552539

		82		0.0133042625		0.1840601253

		84		0.0144845776		0.2118553986

		86		0.0156126967		0.2419636522

		88		0.0166612301		0.2742531178

		90		0.0176032663		0.3085375387

		92		0.018413507		0.3445782584

		94		0.0190693908		0.3820885778

		96		0.0195521347		0.4207402906

		98		0.0198476274		0.4601721627

		100		0.019947114		0.5

		102		0.0198476274		0.5398278373

		104		0.0195521347		0.5792597094

		106		0.0190693908		0.6179114222

		108		0.018413507		0.6554217416

		110		0.0176032663		0.6914624613

		112		0.0166612301		0.7257468822
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