İKİ RASGELE DEĞİŞKEN:
LİNEER BAĞIMLILIK, KONVERJANS, KORRELASYON, REGRESYON:
Bu bölümde iki rasgele değişkenin birbiri ile ilişkisini inceleyeceğiz.

Rasgele değişkenlerimizin birini X,  diğerini Y ile göstereceğiz. Bazı hallerde bu X, Y rasgele değişkenlerine Z ile göstereceğimiz bir üçüncü rasgele değişkeni ekleyeceğiz. Bazen de çok sayıda rasgele değişkeni X1 , X2 , X3 , ... biçiminde, büyük harflerle, göstererek ele alacağız.
Çalışmamızın daha büyük kısmında bütün rasgele değişkenimizin aynı serbest değişkene bağlı olduğunu kabul edeceğiz ve bu serbest değişkeni, önceki bölümlerde olduğu gibi s- ile göstereceğiz.

Yani aşağıdaki çalışmalarımızda rasgele değişkenlerimiz X=X(s),Y=Y(s),Z=Z(s)... biçiminde tek serbest değişkenli fonksiyonlar olarak tanımlanacaklar.
Ancak bu X ve Y rasgele değişkenlerimizi  s- serbest değişkeninin tanımlandığı küme içinden seçeceğimiz ve x-, y- ile göstereceğimiz iki serbest değişkenli bir düzlemde, yani 
    X = X(x)  ve Y = Y(y) 
biçiminde tanımlayarak genel bağıntılarımızı oluşturacağız. Doğal olarak bu x- ve y- nin tanım bölgeleri s- rasgele değişkeninin bazı altkümelerini oluşturacaktır.
Çalışmamızım önemli bir bölümünde bu X(x) ve Y(y) rasgele değişkenlerini bir f(x,y) BİRLEŞİK OLASILIK FONKSİYONU nu oluşturan rasgele değişkenler olarak göreceğiz.
Önceki bölümlere göre daha genel bir yaklaşımı hedeflediğimiz açık. Bu durumda önceden incelediğimiz kavramları bu yeni ve daha genel biçime uygun olarak tanımlamak zorundayız.
Bu bölümde kesikli olasılık problemlerine, sürekli olasılık problemlerine göre çok daha geniş yer vereceğiz. Bunun üç sebebi var:
· Kesikli Olasılık problemlerinin daha kolay anlaşılır olması

· Kesikli Olasılık problemlerinin pratik problemlere kolaylıkla uygulanabilir olması ve çok sayıda gerçek olasılık problemi inceleme olanağı sağlaması
· Sürekli Olasılık problemlerinin – çok defa ve makul yaklaşıklıkta – Kesikli Olasılık problemi olarak incelenebilmesi
Kesikli ve Sürekli Olasılık problemlerinin uygulamada karşılaştığımız Olasılık problemleri açısından mukayesesine ileride yer yer devam edeceğiz. 
Şimdi temel kavramlardan başlayalım.
Rasgele Fonksiyonlar:
Aşağıda yapacağımız çalışmada yalnızca iki rasgele değişken varmış gibi hareket edeceğiz. Ancak hemen görülebilir ki söyleyeceklerimizin pek çoğu ikiden fazla rasgele değişken halinde de geçerli olacaktır. Bu noktaya yer yer temas edeceğiz.

Varsayalım ki bir X(x) rasgele değişkenimiz var. Yine varsayalım ki bir başka Y(y) rasgele değişkenimiz daha var. Bu iki rasgele değişken birbirine bağımlı veya birbirinden bağımsız olabilir.

Örnekler verelim.

Şöyle bir örnek seçebiliriz.

· X(x): Yıllara göre birim alana düşen yağış olsun.

· Y(y): Yıllara göre tarımdan elde edilen gelir olsun.

Bir diğer örnek de şöyle olabilir.

· X(x): Birinci ligteki bir futbol takımının haftalara göre sakat oyuncu sayısı olsun.

· Y(y): Aynı futbol takımının haftalara göre seyirci sayısı olsun.

Bir örnek daha verelim.

· X(x): Bir ülkenin yıllara göre nüfusu olsun,

· Y(y): Aynı ülkeyi ziyaret eden yabancı devlet başkanlarının yıllara göre sayısı olsun.

Bu basit örneklerden de hemen görüleceği gibi X(x) ile Y(y) arasındaki ilişki bazen açıkça belli iken bazen görülmesi çok zor olabilir bazen de X(x) ile Y(y) arasında herhangi bir ilişki hiç olmayabilir.

İşte bu bölümde X(x) ve Y(y) arasında, varsa. bir ilişki kurmanın matematik kurallarını araştıracağız. Ancak hemen belirtelim ki çalışmamız problemin en basit fakat en temel kuralları ile ilgili ve çok sınırlı bir ‘başlangıç’ çalışmasından ibaret olacaktır.

Madem ki X(x) ile Y(y) arsında bir ilişki kurmaya çalışacağız. İlk adımımız bunların ortak bir kümeden gelip gelmediklerini kontrol etmek olmalıdır. Bunun ne anlama geldiğini aşağıdaki örneklerle açıklayalım.

1. Bir sınıftaki öğrencilerin boyları X(x) ile ağırlıkları Y(y) arasındaki ilişki, aylara göre yapılan ölçümler yardımı ile, araştırılmaktadır. Hemen görüleceği gibi buradaki x- ve y- değerleri yalnızca aynı gruptaki öğrencileri birbirinden ayırmak amacı ile kullanılmaktadır. Dolayısı ile x- ve y- yerine tek bir serbest değişken, örneğin, s- kullanabiliriz. Bu durumda X=X(s) ve Y=Y(s) olacaktır.

2. Bir hastaneye yıllara göre başvuran kişilerin yaşları X(x) olsun. Aynı hastanede yıllara göre, örneğin, allerji tedavisi gören kişilerin sayısı Y(y) olsun. Burada da kişileri belirleyen bir tek değişken, örneğin, s- kullanabiliriz ve X=X(s), Y=Y(s) olur.

3. Bu örnekte sistem kelimesini en geniş anlamında kullanacağız. Yani bir otomobile mekanik sistem adını verebileceğimiz gibi bir bilgisayarın programlarının tümüne yazılım sistemi diyeceğiz ya da bir okuldaki mezun olma kurallarının tümünü eğitim sistemi olarak adlandırabileceğiz. Bu anlamı esas alarak bir sistemin, yıllara göre, işlemediği süreler X(x) olsun. Bir başka sistemin ise yıllara göre genişlemesi Y(y) olsun. Açıkça görüyoruz ki burada da X=X(s), Y=Y(s) yazabiliriz.

Şu halde şimdi, genellikten çok fazla bir şey kaybetmeden şunu kabul edebiliriz. X(x) ve Y(y) diye tanımladığımız rasgele değişkenler yerine X=X(s), Y=Y(s) rasgele değişkenlerini kullanabiliriz. Ya da aşağıda bu biçimde ifade edilebilen rasgele değişkenleri inceleyeceğiz.

X=X(s), Y=Y(s) arasında ilişki araştırma işlemini iki türlü yapabiliriz.

a) Doğrudan X(s) ( Y(s) ilişkisini araştırabiliriz.

b) F(s) = F[X(s),Y(s)] ile tanımlanmış bir F(s) büyüklüğünü ve F[X,Y] ya da f(x,y) fonksiyonunu araştırabiliriz.

Öncelikle daha basit olan X(s) ( Y(s) ilişkisi üzerinde duracağız.

Şimdi çok basit ve –kısa olsun diye- küçük bir Örneklem Uzayı alalım.

Örneğin 5 öğrenciden oluşan bir grup düşünelim. Bu öğrencileri, hangi öğrenciler olduğu farketmeksizin s0=0 öğrenci, s1=1 öğrenci, s2=2 öğrenci, s3=3 öğrenci, s4=4 öğrenci, s5= 5 öğrenci olarak ‘etiketlediğimizi’ kabul edelim.

Varsayalım ki şöyle bir Olasılık Problemimiz var.

Son üç aylık gözlemlere göre bu beş öğrenciden ortalama herhangi biri hergün top oynamaktadır. Yarın top oynayacak öğrencilerin sayısının 0, 1, 3,... olma olasılıklarını hesaplayınız.

Sorulan şey çok açık  f(s1), f(s2), f(s3),... değerleri.

Bu probleme en uygun Olasılık Dağılımının POİSSON Dağılımı olduğunu hemen görüyoruz. 

Her gün ortalama bir öğrenci (üç aylık gözleme sonucu) top oynadığına göre m = 1 alacağız. Buna göre f(s) fonksiyonumuz şöyle olacaktır.
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Burada k değerleri si değerlerine karşı gelmektedir. Örneğin k = 3, s3 olayının gerçekleşme olasılığını belirleyecektir; yani yarın 3 öğrenciden oluşan bir grubun top oynama olasılığı:
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olacaktır. Poisson Dağılımı olarak kabul ettiğimiz f(s),

 si=3 değerini P(X=s3 )=0,0613

değerine dönüştürmüştür.

Şimdi problemimizi azıcık değiştırelim ve varsayalım ki bu top oynayan öğrencilerin iki katı kadar seyirci vardır. Yani hergün si öğrenci top oynuyorsa aynı gün 2si kadar da seyirci olacaktır. Seyirci sayısını Y(s) ile gösterirsek Y(s) = 2X(s) olacaktır.

Burada çok önemli bir noktaya dikkat etmemiz lazım.

· Top oynayanların sayısı si =0, 1, 2, ... biçiminde değişirken,

· Seyredenlerin sayısı 2si =0, 2, 4, ... biçiminde değişecektir.

Bu noktada ilk ele aldığımız s0=0 öğrenci, s1=1 öğrenci, ... s5= 5 öğrenci kümesinin yeterli olmayacağı açıktır. Ancak biz bu kümenin ihtiyaçlarımıza yeterli olacak şekilde genişletildiğini varsayarak yolumuza devam edeceğiz.

Yeni sorumuz şudur. Seyirci sayısını yani Y(s) değerini kullanarak yukarıda hesapladığımız P(X=si) değerini hesaplayabilir miyiz?

Kuşkusuz evet! Ama önemli bir kabul daha yapmalıyız. s ile Y(s) değerlerini birbirine bağlayan ve g(s) Dağılım Fonksiyonunun da POİSSON Dağılımına uyduğunu kabul etmeliyiz.

Eğer bu kabul de geçerli ise sonucu şöylece elde edebiliriz.
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Tabii yukarıda sorduğumuz sorunun cevabı da aşağıdaki gibi yeniden elde edilecektir.
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Bütün bu bir sayfalık işlemi –yalnızca formül üzerinde(!)- sadece

Y = 2X ( y = 2x ( x = y/2 

olduğuna göre POİSSON Dağılımı ifadesinde x = y/2 koyarak sonuca gittik biçiminde özetleyebiliriz. Ama bu kadar basit bir problemde dahi yapılması gereken temel kabulleri açıkça gösterebilmek için bu derece basitleştirilmiş adımlarla işlemi yürüttük.

Aslında bütün bu matematik işlemlerin sonunda ne bulduğumuzu, yani yukarıdaki
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sonucunun anlamını açıklamalıyız. Bunu şöyle yapabiliriz: ‘Eğer her top oynayan çocuk için iki seyirci bulunması (y = 2x) kuralı kesin –yani deterministik- ise 6 seyirci bulunması olasılığı P(y=6) = P(x=y/2=3) = 0,0613 olacaktır.’

Diğer sözlerle ifade edersek Olasılık Problemimizi x- kümesinden y- kümesine taşımış; ya da x- yerine y- cinsinden hesaplamış olduk. Ancak bunu yaparken, hiç de olasılıksal olmayan, y = 2x kuralını kullandık.
Şimdi bu örnekte yaptığımız işlemi genel matematik ifadelerle özetleyelim.

Varsayalım ki Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu f(x) olan Kesikli bir X(x) rasgele değişkeni tanımlanmıştır ve si(x) yardımı ile belirlenmiş bir A ayrık noktalar kümesi içindeki her altkümeye bir ve yalnız bir f(x)>0 değeri tekabül ettirilmiştir.

Öte yandan bir Kesikli bir Y(y) rasgele değişkeni düşünelim ve buna ait Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu da g(y) olsun.

f(x) ve g(y) fonksiyonlarının tanım bölgeleri aynı kümede yer alsın ve f(x) ve g(y) fonksiyonları aynı biçimde Olasılık Dağılım fonksiyonları olsun.

Eğer y = u(x) gibi bir fonksiyon verilmişse ve x = v(y) fonksiyonu x (  y birebir tekabülünü sağlayacak biçimde tayin edilebiliyorsa aşağıdaki ifade geçerlidir.
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Burada önemli bir noktaya dikkat etmeliyiz. Her ne kadar f(x) ve g(y) yonksiyonları olasılık fonksiyonları ise de bunları birbiri ile ilişkilendiren y = u(x) ve tersi x = v(y) fonksiyonları  deterministik yani olasılıksal olmayan, kesinlikle belirleyen fonksiyonlar olarak kabul edilmektedir.

Şimdi aynı öğrenci problemini alalım ve X=X(s) dağılımına dokunmadan Y=Y(s) dağılımını aşağıdaki gibi değiştirelim.

Varsayalım ki si öğrencinin top oynadığı geniş alandaki oyun sahasının büyüklüğü top oynayan öğrencilerin sayısının karesi ile aşağıdaki gibi değişmektedir.

Y(s) = [X(s)]2
Bu durumda: 

· Top oynayanların sayısı x = si = 0, 1, 2, ... biçiminde değişirken,

· Oyun alanının büyüklüğü y = si2 = 0, 1, 4, 9, ... biçiminde değişecektir.

Yukarıda yaptığımız bütün kabullerin aynen geçerli olduğunu varsayarak dönüşüm işlemini uygulayalım.

Y = X2 (  y = x2  (  x = ( y
İşlemlerimize devam edebilmemiz için   x (  y birebir tekabülünü garanti etmemiz lazım. Bunu y( 0 seçerek kolayca halledebiliriz. Zaten yukarıda y değerini y = si2 olacak şekilde belirlemiştik.

Buna göre artık sonucu yazabiliriz.


[image: image7.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

!

×

=

=

=

=

=

=

=

-

y

e

m

y

x

X

P

y

Y

P

k

s

g

m

y

i


x = 3 değerine karşılık gelen y = 9 değerini kullanarak bu formülü sayısal hale getirelim.
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Bir örnek daha yapalım.
Bu defa X(x) ve Y(y) fonksiyonları arasındaki deterministik ilişkiyi y = u(x) = 2x + 5 olarak seçelim. Buna göre x = v(y) = (y – 5)/2 olacaktır. Her iki bağıntı içinde x ( y bağıntısının birebir olduğu açıktır.

Varsayalım ki bir İkişıklı Olasılık probleminde n = 4 ve p = 0,2 olarak verilmiştir.
İkişıklı Olasılık formülünü anımsayalım.
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Yukarıdaki çalışmamızın notasyonunu ve sayısal değerleri kullanarak bunu tekrar yazalım.
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,   x = 0, 1, 2, 3, 4
Bu X =X(x) probleminden yararlanarak bulmak istediğimiz Y=Y(y) problemi 

Y = 2X + 5 (  y = 2x + 5 (  x = (y - 5)/2 , y =5, 7, 9, 11, 13
olarak verilmiştir. 

Yukarıda yaptığımız kabullerin tamamı geçerli olmak kaydı ile sonucu hemen yazabiliriz.


[image: image11.wmf](

)

(

)

[

]

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

=

=

=

=

=

2

5

4

2

5

1

2

5

4

2

5

y

y

i

p

p

y

y

x

X

P

y

Y

P

k

s

g


Yukarıda yaptıklarımızı tablolar halinde özetleyelim.
Verilen X(x) =f(x) tablosu şöyleydi:

	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	X(x)=f(x)
	0,367879
	0,367879
	0,18394
	0,061313
	0,015328
	0,003066


Buna karşılık bizim bulduğumuz Y = 2X(x) ( y = 2x tablosu:

	y=2x
	0
	2
	4
	6
	8
	10

	Y(y)=f(y)
	0,367879
	0,367879
	0,18394
	0,061313
	0,015328
	0,003066


biçiminde ve Y = 4X2  (  y = 4x2 tablosu ise;
	y=x2
	0
	1
	4
	9
	16
	25

	Y(y)=f(y)
	0,367879
	0,367879
	0,18394
	0,061313
	0,015328
	0,003066


biçimini alacaktır. 
Bu tablolardan hemen şunu açıkça görüyoruz. Tablonun alt satırında yer alan f(x) veya f(y) ile gösterdiğimiz Olasılık değerleri değişmemektedir; fakat bunların bağlı olduğu (ya da tekabül ettirildiği) y- değerleri, verilen y = u(x) fonksiyonuna göre, değişmektedir.

Diğer sözlerle buradaki koordinat dönüşümü rasgele değişken adını verdiğimiz Olasılık Fonksiynunu değil ve fakat bunun argümanını x- den y- ye dönüştürmektedir.

Yukarıdaki örneklerde X(x) rasgele değişkenini belli bir Özel Olasılık Dağılım Fonksiyonu olarak kabul ettik. Kuşkusuz bu gerekli değil. Örneğin X(x) tamamen ‘rasgele’ şu değerleri almış olsun.
	x
	0
	1/3
	1

	X(x)
	0,2
	0,5
	0,3


Eğer X(x) ile Y(y) arasındaki deterministik ilişki, örneğin, Y(y) = 2X(x) + 1 ise:

Y(y) = 2X(x) + 1 ( y = 2x + 1 

olacak ve dolayısı ile yukarıdaki tablo y- için şu biçimi alacaktır.

	y
	1
	5/3
	3

	Y(y)
	0,2
	0,5
	0,3


X(x) ile Y(y) arasındaki bu tekabülde dikkat etmemiz gereken bir nokta daha var. Bunu açıklamak için bu örnekteki deterministik Y(y) ( X(x) ilişkisini biraz değişik bir şekilde yeniden tanımlayalım ve Y(y) = Sin(k( x), k = 1 ya da 2 olsun.
Y(y) = Sin(k( x) ( y = Sin(k( x)

Açıkça görülüyor ki x ( y tekabülü artık birebir değildir ve tablomuz y- için şu biçimi almıştır.

	y
	0
	y=0,002

           y=-0,002
	0,052

	Y(y)
	0,2
	0,5
	0,3


Görüldüğü gibi tabloda, y = 0 ve y = 0,52 değerlerine tekabül eden Y(0) = 0,2 ve Y(0,52) = 0,3  değerleri için bir sorun yoktur. Buna karşılık y = 0,002 ve y = - 0,002 değerlerine karşılık bir tek Y(y) = 0,5 değeri tekebül etmektedir. Olasılıkların toplamı 1 e eşit olması gerektiğine göre bunu ancak şöyle yorumlayabiliriz:

Y(0,002) + Y(-0,002) = 0,5
Yani y = 0,002 ve y = - 0,002 değerlerine karşılık gelen olasılıkları ayrı ayrı bulamıyoruz; fakat bu iki  olasılığın toplamının 0,5 olduğunu görebiliyoruz.
Bu son problemde karşılaştığımız durumu açıklamak için bir örnek daha yapalım. Varsayalım ki şöyle bir X(x) tablomuz var.

	x
	-2
	-1
	0
	1
	2

	X(x)
	0,15
	0,20
	0,30
	0,15
	0,20


X(x) ( Y(y) ilişkisi de şöyle verilmiş olsun.
Y(y) = X(x)2  (  y = x2
Bunu tablomuzda yerine koyalım:

	y(x2)
	4
	1
	0
	1
	4

	Y(y)
	0,15
	0,20
	0,30
	0,15
	0,20


Görüldüğü gibi bu durumda karşımıza y = 4 (x = ( 2) ve y = 1 (x = (1) için ikişer tane olasılık çıktı. Yukarıdaki düşüncemizi buraya uygularsak bunu ancak:

Y(y = 4) = 0,15 + 0,20

Y(y = 1) = 0,20 + 0,15

biçiminde yorumlayabiliriz ve bu durumda dönüştürülmüş tablomuz şu biçimi alır.

	y(=x2)
	4
	1
	0

	Y(y)
	0,35
	0,30
	0,35


Buraya kadar yaptıklarımız Kesikli Olasılık Dağılımı ile ilgili idi. Şimdi aynı problemi Sürekli Olasılık Dağılımı problemleri için ele alalım.

Bu amaçla yine basit bir örnek problem seçelim.

Varsayalım ki bir sistemin zaman içinde arızalanma olasılığını incelemek istiyoruz. Bu amaçla Üstel Dağılım Fonksiyonundan yararlanabileceğimizi biliyoruz. Formüllerimizi anımsayalım.
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Bu formüller bizim X=X(x) problemimizi oluşturmaktadır. Burada (, makinamızın kendi fiziksel özelliklerini yansıtan bir sabitten ibarettir ve x- zamanı göstermektedir. Bir anlamda x- büyüdükçe makinamız eskimekte ve F(x,() yani arıza olasılığı 1 e doğru yaklaşmaktadır.

Şimdi varsayalım ki, bir nedenden ötürü, makinamız iki misli hızlı eskimektedir. Bu durumda yeni bir olasılık problemi ile karşı karşıyayız demektir. Bunu matematik olarak ifade edelim.

Y(y) = X(x)/2 (  y = x/2 (  x = 2y (  dx = 2dy

Daha ileri gitmeden önce Kesikli ve Sürekli Olasılık Dağılımları arasındaki temel farkı hatırlayalım. Kesikli değişkenler halinde f(x) Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu f(x) sadece sayılabilir sayıdaki noktalar üzerinde sıfırdan farklı değerler alabiliyordu ve bir noktadaki değeri o noktadaki Olasılık Değerine doğrudan eşitti. Buna karşılık Sürekli değişkenler halinde f(x) değeri bir noktadaki Olasılık Değerini hiçbir zaman göstermez. Aslında herhangi bir noktadaki Olasılık Değerinin –Sürekli değişkenler halinde, tanım gereği- sıfır olduğunu biliyoruz. Çünkü Sürekli değişkenler halinde Olasılık değeri ancak birbirinden sonlu uzaklıkta bulunan iki nokta arasında f(x) fonksiyonunun integrali olarak tanımlanmıştır.

İşte bu önemli tanım farklılığı bizi yukarıdaki çok basit koordinat dönüşümünü gerçekleştirirken çok dikkatli olmaya zorluyor. Artık Kesikli Olasılık problemlerinde olduğu gibi bir x- noktasını bir y- noktasına dönüştürmüyoruz  fakat örneğin

bir a( x( b aralığını bu y = y(x) ile belirlenmiş bir c( y( d aralığına bir birebir x ( y ilişkisi altında

dönüştürüyoruz.
Bu da bizi bir uzunlukların ölçeklendirilmesi problemine getiriyor.

Temel matematikten biliyoruz ki X(x) uzayındaki bir uzunluğun Y(y) uzayındaki bir uzunluğa birebir dönüşmesi için şu bağıntının gerçekleşmesi gerekmektedir.

g(y)dy =f(x)dx   (     g(y) = f[x(y)](dx/dy),      dy/dx ≠ 0   (  dx/dy ≠ 0
Buradaki dy/dx ifadesine az ileride bu dönüşümü genelleştirdiğimizde dönüşümün JAKOBİYEN i adını vereceğiz.

Yukarıda verdiğimiz dönüşüm işleminin önemle üstünde durulması gereken bir özelliği var g(y) değerini, g(y) = f[x(y)](dx/dy) bağıntısı ile hesapladığımız için:

· g(y) nin  değeri (Kesikli Olasılık Fonksiyonlardakinin aksine)  f(x) ten farklıdır.
· dx/dy nin değeri bazı noktalarda negatif olabilir ve bu g(y) nin negatif değerler almasına sebep olur. Negatif Olasılık Değeri tanıma aykırı olduğu için dy/dx yerine (dy/dx( yani mutlak değerini kullanacağız.

Yukarıdaki dönüşüm ifadesini buna göre düzelterek son biçimini verelim.

g(y)dy =f(x)dx   (     g(y) = f{x(y)} (dx/dy (,      dy/dx ≠ 0   (  dx/dy ≠ 0
Buna göre artık sonucu yazabiliriz. y = x/2 (  x = 2y (  dx = 2dy olduğuna göre

g(y) =  f{x(y)} (dx/dy( = ( e-2( y(2) = 2( e-2( y

Karşılaştırma amacı ile f(x) ve g(y) fonksiyonlarını(( = 1 için) tablo ve grafik halinde gösterelim.

	x
	0
	0,5
	1
	1,5
	2

	f(x)
	1
	0,606531
	0,367879
	0,22313
	0,135335

	y
	0
	0,25
	0,5
	0,75
	1

	g(y)
	2
	1,213061
	0,735759
	0,44626
	0,270671
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Bu durumda, yine yukarıdaki kabullerimiz geçerli olmak koşulu ile, yeni problemimiz Y(y) cinsinden şu biçimi alacaktır.
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Şimdi G(y) yi hesaplayalım.
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Başlangıç x = y = 0 noktası ile herhangi bir x = 2y noktası arasındaki Olasılık değerini hesaplayalım.
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Aslında bu çözümü, x = 2y koordinat dönüşümü basit bir ölçek değişiminden ibaret olduğu için, f(x,() ve F(x,() ifadelerinde doğrudan x = 2y yazarak da elde edebilirdik. Ancak daha karmaşık dönüşümlerde izlenecek yolu gösterebilmek amacı ile yukarıdaki gibi hareket ettik.

Bir problem daha çözelim. Ancak bu defa, özellikle, çok basit bir Sürekli Dağılım Fonksiyonu vu yine çok basit bir x ( y dönüşümü seçelim ve yukarıda yaptıklarımızı hızjla tekrarlayalım.

Varsayalım ki

f(x) = 2x,  0 ≤ x ≤ 1 ve Y = X2 ( y = x2 ( x = ((y = ( y1/2
olarak verilmiş olsun. Buna göre:
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Bu son ifadede g(y) < 0 olamayacağından  sonuç şöylece elde edilir.

g(y) = 1 ve 0 ≤ y ≤ 1
İlginç bir sonuç bulduk. Bunu anlamak için olasılıkları da yazalım.

Önce 0 ≤ x ≤ 1 olasılığını bulalım.
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Sonra 0 ≤ y ≤ 1 olasılığını hesaplayalım.
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Açıkça görülüyor ki (y = x2 olduğu için) aynı olasılık değerleri elde edilmektedir.

Bir başka basit örnek daha seçelim.

f(x) = (x + 2)/4 ,  -1 ≤ x ≤ 1 ve  Y = X + 3 ( y = x + 3  (  x = y – 3
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Bir örnek daha yapalım.
f(x) = e-x, 0 ≤ x ve Y = (X ( y =(x ( x = y2
Buna göre:
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Bu bağıntılar yardımı ile P[X≤1 (  x≤1]  olasılığını hesaplayalım.
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Son integralde t = y2,   dt = 2ydy ,   dy = dt/2y koyarsak (yani yukarıdaki işlemin tersini yaparsak):
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Aynı sonucu elde ettik.
Dönüşümün etkisini görebilmek için bu son problemdeki f(x) ve g(y) fonksiyonlarının, örneğin. 0 ≤ x ≤ 5 için tablo ve grafiklerini hazırlayalım.

	x
	f(x)
	y
	g(y)

	0
	1
	0
	0

	0,5
	0,606531
	0,707107
	0,857764

	1
	0,367879
	1
	0,735759

	1,5
	0,22313
	1,224745
	0,546555

	2
	0,135335
	1,414214
	0,382786

	2,5
	0,082085
	1,581139
	0,259576

	3
	0,049787
	1,732051
	0,172467

	3,5
	0,030197
	1,870829
	0,112988

	4
	0,018316
	2
	0,073263

	4,5
	0,011109
	2,12132
	0,047131

	5
	0,006738
	2,236068
	0,030133
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Yukarıda hesapladığımız:
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sonucuna göre grafikte görünen f(x) ve g(y) eğrilerinin altında ve x = 1 doğrusunun solunda kalan alanlar birbirine eşittir.

Lineer Bağımlı İki Rasgele Değişken:
İki rasgele değişken verildiğinde bunlar arasında var olabilecek ilişkilerin en basiti ya da en kolay anlaşılabilir olanı Lineer Bağımlılıktır. Bu nedenle tamamen keyfi olarak bize verilmiş olan X(x) ve Y(y) rasgele değişkenlerini incelerken ilk iş olarak bunların lineer bağımlı olup olmadığına bakarız. Çok defa bu iki rasgele değişken arasında tam (ekzakt) bir lineer bağımlılık bulamasak bile ‘yaklaşık’ bir lineer bağıklılık bulmayı yeterli görebiliriz. 
Şu halde bu paragrafta lineer bağımlı iki rasgele değişkenin ne gibi özelliklere sahip olduğunu araştıracağız. Diğer sözlerle
Y(s) = AX(s) + B      (A ve B herhangi sabit sayılar)
ilişkisini inceleyeceğiz.
Kolayca görüldüğü gibi bu problem yukarıdaki top oynayan çocuklar ve seyircileri örneğinin genelleştirilmiş halidir. Böyle bir problemde bakmamız gereken en önemli şey X(x) ve Y(y) rastgele değişkenlerinin x- ve y- serbest değişkenlerinin ikisini de  temsil eden s- serbest değişkeninin gerçekten de bu serbest değişkenleri temsil edebilecek biçimde tanımlanmış olmasıdır. Bu problem için x- ve y- gerçel sayılar ise s- in de bir gerçel sayı olması ve eriminin hem x- hem de y- nin aralıklarını kapsaması yeterlidir.

Bu durumda y = Ax + B bağıntısı verildiğine göre Y(y) = Y(y=Ax+B) yazmamız yeterlidir. 
Şimdi bu bilginin ışığında önceki bölümde tanımladığımız bazı büyüklüklerin nasıl değiştiğini inceleyelim.

İstatistik Ortalama (Beklenen Değer): y = Ax + B ,  Y(y) = Y(y=Ax+B)
Tanımları uygulayarak hemen şu sonuçlara ulaşabiliriz.

µx = ∑xX(x)  ve µy = ∑yY(y)
A = 0, B ≠ 0  ( Y(y) = B ( µy = B 
A ≠ 0, B = 0 (  Y(y) = AX(x) (  µy = ∑AxX(x) = A∑xX(x) = Aµx  (  µy = Aµx
A ≠ 0, B ≠ 0 (  Y(y) = AX(x) + B ( µy = ∑AxX(x) + B = Aµx + B ( µy =  Aµx + B
Açıkça görülüyor ki bu bağıntılar Sürekli Olasılık Fonksiyonları halinde de aynen geçerlidir.

Değişkenlik (Varyans):  y = Ax + B ,  Y(y) = Y(y=Ax+B)
Yine tamamen tanımlardan yararlanarak:
Bu defa Sürekli Olasılık Fonksiyonlarını ele alalım ve işlemleri biraz daha ayrıntılandırarak yürütelim.
V(X) = (x x2X(x)dx  ve   V(Y) = (y y2Y(y)dy

A = 0, B ≠ 0  ( Y(y) = B ( V(Y) = 0
A ≠ 0, B = 0 (  Y(y) = AX(x) 

V(Y) = V(AX) = E(AX)2 – [E(AX)]2 = A2E(X)2 – A2[E(X)]2 = A2{E(X)2 – [E(X)]2}
(  V(Y) = A2V(X)
A ≠ 0, B ≠ 0 (  V(Y) = A2V(X)
Moment Doğuran Fonksiyon:
Moment Doğuran Fonksiyonun tanımının, Kesikli ve Sürekli Olasılık Fonksiyonları için, nasıl yapıldığını hatırlayalım.
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Şimdi şu soruyu soralım X(x) rasgele değişkeninin Moment Doğuran Fonksiyonu Mx(t) ile Y(y) = AX(x) + B biçimindeki Y(y) rasgele değişkeninin Moment Doğuran Fonksiyonu My(t) arasındaki ilişki nedir?
Bu sorunun cevabı, tanımı kullanarak, hemen şöylece elde edilir. (ea yerine exp(a) kullanacağız. 

My(t) = E[exp(Yt)] = E{exp[ (AX+B)t]} = E{exp[ (AX)t].exp[Bt]}
Son terimdeki exp[Bt], ne x- e ne de y- ye bağlıdır. O halde 
My(t) = exp[Bt] E{exp[ (AX)t]}  (   My = eBtMx(At)
Bu ifadelerin de hem Kesikli hem de Sürekli Olasılık Fonksiyonları için geçerli olduğu açıktır.
Bazı örnek problemler çözelim.
1. X(x) = x2/3,  0 ≤ x ≤ 1 verildiğine göre Y(y) = 2(x2/3) + 5 için yukarıdaki özellikleri uygulayınız.
Bu x2/3  Sürekli fonksiyonunun bir Olasılık Fonksiyonu olup olmadığını kontrol edelim.
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Buna göre işlemlerimizi yürütelim.

Öncelikle X(x) in İstatistik Ortalamasını hesaplayalım.
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E[X(x)]


Y(y) = 2(x2/3) + 5 yerine şunu yazabiliriz: Y(y) = 2X(x) + 5 (  y = 2x + 5
O halde, yukarıda bulduğumuz sonucu da kullanarak:
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elde ederiz ki  µy =  Aµx + B  formülünden de aynı sonucun elde edileceği açıktır.

Şimdi V[X(x)] değerini bulalım. Bunun için

V(Y) = V(AX+B) = E(AX+B)2 – [E(AX+B)]2 
ifadesini kullanacağız. İkinci terimi önce hesaplayalım:
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Şimdi V[X(x)] değerini hesaplayalım.
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Artık E[Y(y)] değerini bulabiliriz.
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Açıkça görülüyor ki bu da V(Y) = A2V(X) ifadesinden elde edilecek değerdir.
İki Rasgele Değişkenin Yeni Bir Rasgele Değişken Oluşturması:
Yukarıdaki problemlerde iki rasgele değişken arasındaki X(x) ( Y(y) biçiminde dönüşümleri kısaca inceledik. Şimdi daha ilginç bir problemi ele alalım ve bu X(x) , Y(y) gibi rasgele değişkenlerden oluşturulmuş bir rasgele değişken olan Z(z) ile bunlar arasındaki ilişkiyi araştırmaya çalışalım.
Şu halde şimdiki çalışmamızda Z(z) ( F[X(x),Y(y)] bağıntısını inceleyeceğiz.

Tabii ilk kabulümüz buradaki x-, y-, x- büyüklüklerinin aynı s- kümesinde yer aldıklarını varsaymak olacaktır. Bu da inceleyeceğimiz bağıntıyı şöyle yazabileceğimizi gösterir.

Z(s) ( F[X(s),Y(s)]
Bir örnek problem seçerek yolumuza devam edelim.

Varsayalım ki bir caddeden geçen otomobil ve kamyonları gözlemliyoruz. Uzun gözlemlerden sonra, çok fazla trafik olmayan, bu caddeden bir saatte ortalama 8 otomobil ve 2 kamyon geçtiğini belirliyoruz.

İlk problemimiz şöyle olsun. ‘Önümüzdeki bir saat içinde bu caddeden geçecek Oto+Kamyon sayısının s = 0, 1, 2, ... olması olasılıklarını nedir?’

Basit bir Kesikli Olasılık Dağılımı problemi. İstersek doğrudan 8 + 2 = 10 yazarak ortalaması 10 olan bir olasılık problemi olarak ele alabilir ve sonucu hemen elde edebiliriz. İstersek de iki problemi ayrı ayrı çözümleyerek sonuçların toplamını almayı deneyebiliriz. Aşağıda iki yolu da kullanacağız.

Açıkça görülüyor ki bu bir POİSSON Dağılımı problemidir. Önce toplam ortalama araç sayısı olan 10 u alarak problemimizi kuralım.

[image: image38.wmf](

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

¹

=

=

=

=

=

=

-

,....

2

,

1

,

0

,

0

,....

2

,

1

,

0

,

!

1

10

k

k

k

e

k

s

f

k

X

P

k

i


Bunu nasıl hesaplayacağımızı iyi biliyoruz; sonucu grafik halinde verelim.
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Şimdi bu problemi otomobil ve kamyon sayılarını ayırarak çözmeye çalışalım. Bu halde aynı anda ortalamaları m1 = 8 ve m2 =2 olan iki POISSON Problemi çözeceğiz. O halde k1 otomobil ve k2 kamyon sayılarını göstermek üzere problemin matematik ifadesini şöyle yazabiliriz.
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Ancak yukarıdaki bu iki terimli ifade sorunlu. Çünkü biliyoruz ki bu iki terimden her ikisinin de  0 → ( arasındaki toplamı 1 e eşit; o halde bulduğumuz olasılıkların toplamı 2 ye eşit çıkacak! Kuşkusuz bu olamaz.
Bunu önlemek için şöyle yapabiliriz.
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Aslında daha iyi bir düzeltme şöyle yapılabilir.
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Böylece, örneğin, ayın ya da haftanın bazı özel günlerinde  kamyon/otomobil dengesinin değiştiği biliniyorsa n2/n1 oranı buna göre değiştirilerek daha iyi yaklaşımlar elde edilebilir. Bu eğrilere ait grafikleri çizelim.
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Bu grafikte gösterilen  iki eğriden her birinin her noktası, diğer eğrinin her noktası ile toplanacaktır. Örneğin yolumuzdan örneğin, 0 kamyona karşılık  0, 1, 2, 3,... otomobil ya  da 3 otomobile karşılık 0, 1, 2, 3,...  kamyon geçme olasılıklarını hesaplamamız istenebilir.

Bu işlemi en iyi  nasıl gösterebileceğimizi açıklamak amacı ile diyagramımızın küçük bir bölümünü aşağıdaki gibi tablolandırabiliriz.

	OTO\KAMYON
(X\Y)
	0
	1
	2

	0
	0,130/2
	0,260/2
	0,260/2

	1
	0,131/2
	0,261/2
	0,261/2

	2
	0,132/2
	0,262/2
	0,262/2


Tablodaki değerler  grafikten okunabildiği ölçüde yaklaşıktır.  Doğal olarak bu tablodaki bütün değerler yerine yazılarak toplam alındığında sonuç 1 e eşit çıkmalıdır. Ancak yukarıdaki tablo eksik olduğu için tablodaki olasılıkların toplamı birden küçüktür.

Bundan sonraki paragraflarda Tamamen Z ( Z[X(x),Y(y)] biçiminde yazılabilecek bu bağıntı ile uğraşacağız ve bu bağıntıyı genellikle yukarıdaki gibi tablolarla belirleyeceğiz.

Ancak, ilginç ve önemli bir nokta, Z[X(x), Y(y)] değeri bizi hemen hemen HİÇ ilgilendirmeyecek; dikkatimizi tamamen Z[X(x), Y(y)] içinde yer alan X(x) ve Y(y) rasgele değişkenlerinin birbirine nasıl bağlı olduğunu araştırmaya yönlendireceğiz. Özellikle de ‘Bu X(x) ve Y(y) arasında bir ve Y(y) = AX(x) + B biçiminde bir lineer ilişki kurulabilir mi?’ sorusuna cevap arayacağız. 
Kesikli BİRLEŞİK Olasılık Dağılımları:
İki Serbest Değişkenli Kesikli Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu:
Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu için önceden yaptığımız tanım ana hatları ile değişmeyecek ve aşağıdaki biçimi alacaktır.
Buna göre şimdi biçimsel olarak Kesikli ve Sürekli Olasılık Değeri tanımlarımızı yapabiliriz.

x, y ( (  olmak üzere her (xi , yj )  için

1. 0 ( f(x,y) ( 1 olacak biçimde bir ve bir tek
OLASILIK KÜTLE YOĞUNLUĞU FONKSİYONU veya kısaca OLASILIK YOĞUNLUK FONKSİYONU (OYF) f(x y) 
tanımlanmıştır.

Bu f(x y) fonksiyonunu, aynı zamanda, Birleşik Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu olarak adlandıracağız.
2. 
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3. Bu iki şart altında F Olaylar Kümesinden seçilen her O( F olayı için Olasılık Değeri P(O) şöyle tanımlanır. 
Burada O, a,b,c,d gerçel sayılar olmak üzere, x için a ( xi ( b ve y için c ( yj ( d olacak biçimde belirtilmiş bir bölgedir.
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Bu F(x,y) fonksiyonuna 
BİRİKİMLİ OLASILIK FONKSİYONU veya OLASILIK KÜTLE FONKSİYONU (OKF) F(x,y) 
adını vereceğiz. 
Tanım gereği sayılabilir sayıda, örneğin nxm tane, olay bulunduğuna göre bu fonksiyonu aşağıdaki biçimde kullanacağız.
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Kuşkusuz nxm sayısı Mümkün olan bütün olayların tümünü belirliyorsa bu toplam 1 e eşit olacaktır.

Bir kaç örnek yapalım.
1. Birbiri ile özdeş olmayan  –örneğin biri 1 lira diğeri 50 kuruş olan- iki dürüst paranın aynı anda atıldığı bir Yazı/Tura [0/1] oyununu örnek alalım. X(x): Yazı ya da Tura gelmesini ve Y(y): Birinci veya İkinci parayı simgelesin. Tek bir atış yapıldığını varsayalım.
Değişkenlerimizi daha açık tanımlayalım:

X(x):  x = 0 Yazı,  x = 1 Tura 

Y(y):  y = 1 Birinci para, y = 2 İkinci para
Mümkün olan bütün olasılıkları listeleyelim ve bir tablo yapalım.
YY (0,1), YT (1,1), TY (0,2), TT (1,2)

	Y \ X
	x=0
	x=1

	y=1
	f(0,1)=1/4
	f(1,1)=1/4

	y=2
	f(0,2)=1/4
	f(1,2)=1/4


Birleşik Olasılık Yoğunluk Fonksiyonunun tanımını yazalım.
 -( < x < (  ,  -( < y < (  aralığında

 x = 0, 1 ve y = 1, 2 için  f(x,y) = 1/4

                                         x ( 0, 1 ve y ( 1, 2 için  f(x,y) = 0

Açıkça görülüyor ki   
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Gelişigüzel bir O olayı tanımlayalım: 
O: x = 0 gelmesi olsun. Bu O olayının nasıl gerçekleşebileceğini tablodan hemen görebiliyoruz. Formülümüzü uygulayalım ve O olayının Olasılığını hesaplayalım.
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Doğal olarak kolayca tahmin edebileceğimiz bir sonuca ulaştık: ‘P(O) olayının yani Yazı (0) gelme olasılığının 1/2 olduğunu’ bulduk. 
Şimdi şu soruyu soralım. Her iki paranın da Yazı (0) gelme olasılığı nedir? Hemen görüyoruz ki ikinci parayı birinciden bağımsız değerlendiremeyiz. Diğer sözlerle yalnızca birinci paranın Yazı (0) gelmesi halıinde ikinci para geçerlilik kazanacaktır. Bu durumda O olayı: ‘1.nci paranın Yazı(0) gelmesi halinde ikinci paranın da Yazı (0) gelmesi’ olarak tanımlanmıştır. Yukarıdaki notasyonu kullanarak cevabı yazalım.
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2. Bu defa X(x=0, 1) bir Yazı/Tura oyununu, Y(y=1, 2,…, 6) bir zar atma oyununu temsil etsin. Aslında bu problemi ‘6 defa atılan para’ problemi olarak da düşünebiliriz.
Birleşik Olasılık Fonksiyonunu, olasılıklar tablosunu oluşturarak, tanımlayalım.

	X\Y
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	0
	1/12
	1/12
	1/12
	1/12
	1/12
	1/12

	1
	1/12
	1/12
	1/12
	1/12
	1/12
	1/12


Tanımı yazalım. -( < x < (  ,  -( < y < (  aralığında

x = 0, 1 ve y = 1, 2,...6  için f(x,y) = 1/12

 x ( 0, 1 ve y ( 1,2,...6  için f(x,y) = 0

Açıkça görülüyor ki   
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O olayı şöyle tanımlansın. Y(0) veya T(1) gelmesi halinde 3 veya 5 gelmesi:
Önceki örnekte uyguladığımız düşünce tarzı ile hemen sonucu yazabiliriz. 
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O olayını bir de şöyle tanımlayalım: Tura (1) gelmesi halinde 4 gelmemesi:
Bütün olasılıkların toplamının 1 olması gerektiğini biliyoruz. O halde bütün Tura(1) gelme olasılıkları toplamından 4 gelmesi olasılığını çıkartarak sonucu hemen bulabiliriz. Tura gelen bütün olasılıkların toplamının 1/2 = 6/12 olduğu açıktır. Dolayısı ile bu olasılıklar içindeki 4 gelme olasılığını bu rakamdan çıkartacağız.

Yapalım:
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3. Yeni bir örnek seçelim. Varsayalım ki toplam öğrenci sayısı 100 olan 4 sınıflı bir okulun sınıflara göre öğrenci dağılımına bağlı olarak olasılık dağılımı şöyledir.
	Y(y)\X(x)
	1
	2
	3
	4
	Toplam

	Kız=0
	12/100
	10/100
	16/100
	10/100
	48/100

	Erkek=1
	13/100
	13/100
	14/100
	12/100
	52/100

	Toplam
	25/100
	23/100
	30/100
	22/100
	1


Bu tabloya göre dağılım fonksiyonunu tanımlayalım.
X=X(xi=1,2,3,4)  1.nci, 2.nci, 3.ncü, 4.ncü sınıflar;   Y = Y(yj =0.1) 0: Kız, 1: Erkek   
Temel formülümüzü hatırlayalım.
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Bu formülü elimizdeki okul problemine uyarlayalım.
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Şimdi bazı olasılıkları hesaplayalım.
Birinci sınıftan bir öğrenci: 
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Birinci sınıftan bir kız öğrenci: 
[image: image57.wmf](

)

(

)

[

]

100

/

12

0

,

1

=

=

=

=

=

y

Y

x

X

P


Birinci veya üçüncü sınıftan bir öğrenci:
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Birinci veya üçüncü sınıftan bir erkek öğrenci:
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Herhangi bir kız öğrenci:
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4. Bu defa değişik bir örnek seçelim ve önce Birleşik Dağılım Fonksiyonunu tanımlayalım.

x = 1, 2, 3 ;  y = 1, 2 için f(x,y) = (x+y)/21 

x ( 1, 2, 3 ;  y ( 1, 2 için f(x,y) = 0

Öncekilerden oldukça farklı bir Birleşik Dağılım Fonksiyonu! 

Bölmek için kullandığımız 21 sayısının nereden çıktığını olasılıklar tablosundan göreceğiz. Tabloyu yapalım.

	Y\X
	1
	2
	3

	1
	2/21
	3/21
	4/21

	2
	3/21
	4/21
	5/21
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Bazı olasılıkları hesaplayacağız; yalnız daha önce bu matematik ifadeye bir anlam uyduralım(!). Varsayalim ki bir işyerinde bir gurup usta ve bir gurup acemi işçi çalışmaktadır ve acemi işçilerin hata olasılığı ustaların iki katıdır; bunu Y(y=1,2) ile gösterelim. İşyerinde üç vardiya çalışılmaktadır ve vardiyaların hatayı etkileme oranları 1/2/3 olarak belirlenmiştir; bunu da X(x=1,2,3) ile gösterelim. Uzun süreli tecrübeler (bu hayali bir problemdir!) hata olasılığının f(x,y) = x + y ile orantılı olduğunu göstermiştir.
Buna göre usta ve acemi işçilerin eşit hata yaptıkları hallerde hata olasılığı:

P(X=x=2, Y=y=1) = P(X=x=1, Y=y=2) = f(2,1) = f(1,2) = 3/21

P(X=x=3, Y=y=1) = P(X=x=2, Y=y=2) = f(3,1) = f(2,2) = 4/21

En az ve en çok hata yapılması olasılığı:

P(X=x=1, Y=y=1) = f(1,1) = 2/21,   P(X=x=3, Y=y=2) = f(3,2) = 5/21
5. Bir fabrikada belli bir işi yapmak için işe alınan mevsimlik işçilere sırası ile X (x=1, 2, 3, 4) saatlik eğitim veriliyor. Bu işçilerin belirlenen işi yapmadaki ilk gün performansları dakika olarak Y(y=1,2,3) biçiminde ölçülüyor. Sonuçta ortaya aşağıdaki olasılık tablosu çıkıyor.
	Y\X
	x=1
	x=2
	x=3
	x=4

	y=1
	0,01
	0,10
	0,14
	0,10

	y=2
	0,06
	0,12
	0,08
	0,09

	y=3
	0,04
	0,09
	0,09
	0,08


Önce olasılık  tablomuzun  geçerliliğini kontrol edelim.


[image: image62.wmf](

)

(

)

00

,

1

08

,

0

09

,

0

09

,

0

04

,

0

09

,

0

08

,

0

12

,

0

06

,

0

10

,

0

14

,

0

10

,

0

01

,

0

,

,

4

1

3

1

0

0

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

=

å

å

å

å

=

=

¥

=

¥

=

i

j

j

i

i

j

j

i

y

x

f

y

x

f


Hiçbir olasılık değeri negatif değil ve bütün olasılıkların yoplamı 1 e eşit; o halde bu bir olasılık dağılımı kabul edilebilir.

Şimdi bazı olasılıkları hesaplayalım. İşe yeni alınan bir işçinin:
· Bir saatlik eğitimle işi tam 3 dakikada  yapma olasılığı:
 x = 1, y = 3
P(X(x=1), Y(y=3)) = 0,04

· Bir saatlik eğitimle işi 3 dakika veya daha kısa zamanda yapma olasılığı:       
x = 1, y ≤ 3
P(X(x=1), Y(y≤3)) = 0,04 + 0,06 + 0,01 = 0,11

· Bir saatlik eğitimle işi 2 dakika veya daha uzun zamanda yapma olasılığı:    
x = 1, y ≥ 2
P(X(x=1), Y(y≥2)) = 0,06 + 0,04 =0,10 

Marjinal Olasılık Dağılımı:
Tanımını yazmazdan önce bu kavramı bir örnekle açıklayalım. 
Varsayalım ki bir Kesikli Birleşik Olasılık Dağılımı şöyle tanımlanmak istenilmektedir.

x = 0, 1, 2, 3 ve y = 0, 2, 4 için f(xi , yj ) = (2xi + yj )/A

x ( 0, 1, 2, 3 ve y ( 0, 2, 4 için f(xi , yj ) = 0

Tablomuzu yapalım ve A değerini bulalım.

	y\x
	0
	1
	2
	3

	0
	0
	2/60
	4/60
	6/60

	2
	2/60
	4/60
	6/60
	8/60

	4
	4/60
	6/60
	8/60
	10/60


Tablodan elde edilen toplam A = 60 tır. Bu değer tabloda yerine konulmuştur; tanımımızı da buna göre düzeltelim.
x = 0, 1, 2, 3 ve y = 0, 2, 4 için f(xi , yj ) = (2xi + yj )/60

x ( 0, 1, 2, 3 ve y ( 0, 2, 4 için f(xi , yj ) = 0

Böylece bir Kesikli Birleşik Olasılık Dağılımı elde ettik. 

Şimdi bu tablodaki satır veya sütunları tek tek ele aldığımızı düşünelim.

Örneğin: f(x = 0, 1, 2, 3; y = 2) = f(xi , y = y2 = 2) ={ 2/60 , 4/60  , 6/60  , 8/60 }

Bu satırdaki bütün f(xi , y = y2 = 2) değerlerinin toplamı yani:
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değeri bize bütün f(xi , yj ) ler içinde P(y=2) olasılığını sağlayacak olanların tümünü veriyor. Ancak unutmayalım ki bütün f(xi , yj ) ler içinde P(y=0) ve P(y=4) lerde yer almaktadır.
Öyleyse f(xi , y = y2 = 2) aslında f(xi , yj ) lerin ayrılmış bir parçasını yani bir ‘marj’ını belirlemektedir.

Benzer biçimde

Örneğin: f(x = 3; y = 0, 2, 4) = f(x =x3 =3  , yj = 0, 2, 4) ={ 6/60  , 8/60 , 10/60 }
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değeri bize bütün f(xi , yj ) ler içinde P(x=3) olasılığını sağlayacak olanların tümünü veriyor. Ancak unutmayalım ki bütün f(xi , yj ) ler içinde P(x=0), P(x=1)  ve P(x=2) lerde yer almaktadır.

Öyleyse f(x = 3; y = 0, 2, 4) aslında f(xi , yj ) lerin ayrılmış bir parçasını yani bir ‘marj’ını belirlemektedir.

Artık Marjinal Olasılık Fonksiyonu nun tanımını yapabiliriz.

X ve Y  olaylarının sınırlarını, bir an için şöyle belirleyelim.

a < X < b  ve  -( < Y < ( 

Buna göre  bu yeni Kesikli Olasılık fonksiyonumuzu tanımlayalım.
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Yukarıdaki örneklerde de gördüğümüz gibi buradaki 
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Fonksiyonu artık y- den bağımsızdır ve yalnızca x- in fonksiyonudur. O halde bu fonksiyonları  fx(x)  olarak simgeleyebiliriz.
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Böylece ilginç bir işlem yaptık ve yalnızca X(x) ile ilgili Olasılık Dağılımını belirleyen bir bir fx(x) fonksiyonu tanımladık. İşte bu fonksiyona X(x) in f(x,y) Birleşik Olasılık Dağılımı içindeki Marjinal Olasılık Dağılımı adını veriyoruz.
Marjinal Olasılık Dağılımı yardımı ile a < X < b olayını yeniden yazalım.
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Yukarıdaki  fx  fonksiyonu tanımlamak için şu cümle ile işe başlamıştık:

‘X ve Y  olaylarının sınırlarını, bir an için şöyle belirleyelim a < X < b  ve  -( < Y < (’

Kuşkusuz bu cümleyi şöyle değiştirerek benzer işlemleri tekrarlayabiliriz.

X ve Y  olaylarının sınırlarını, bir an için şöyle belirleyelim.

-( < X < (  ve  c < Y < d
Bu kabul altında ve tamamen yukarıdakine benzer biçimde hareket ederek yeni bir fy(y) fonksiyonuna ulaşırız.
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Böylece belirlediğimiz fy(y) fonksiyonunun da yalnızca Y(y) ile ilgili Olasılık Dağılımını belirleyeceği açıktır. Dolayısı ile bu fonksiyona Y(y) nin Birleşik Olasılık Dağılımı içindeki Marjinal Olasılık Dağılımı diyoruz.
Marjinal Olasılık Dağılımı yardımı ile c < Y < d olayını yeniden yazarak, bu yeni Kesikli Sürekli Olasılık Dağılımını da şöyle ifade edebiliriz.
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Yukarıda kullandığımız a < b, c < d harfleri tamamen keyfi gerçel sayılardır.
Şimdi örneğimizdeki Marjinal Dağılım fonksiyonlarını hesaplayarak tablomuzu tamamlayalım.

	y\x
	0
	1
	2
	3
	fy

	0
	0
	2/60
	4/60
	6/60
	12/60

	2
	2/60
	4/60
	6/60
	8/60
	20/60

	4
	4/60
	6/60
	8/60
	10/60
	28/60

	fx
	6/60
	12/60
	18/60
	24/60
	(x=(y=1


Marjinal Olasılık Dağılım Fonksiyonlarının sağladığı fayda açıktır. Birleşik Olasılık fonksiyonumuz f(x,y) nin üzerinde tanımlandığı B bölgesini x- doğrultusunda fx(x) ve y- doğrultusunda fy(y) Marjinal Dağılım fonksiyonları yardımı ile taramış oluyoruz. Diğer sözlerle B bölgesi içinde bir çeşit fx(x)-,  fy(y)- kartezyen eksen takımı oluşturuyoruz.
Örnek yapalım. Aşağıdaki fonksiyonlar için Marjinal Dağılım Fonksiyonlarını bulunuz.

1. Bir Kesikli Birleşik Olasılık Dağılımının tablosu aşağıda verilmiştir. Marjinal Dağılım Fonksiyonlarını bulunuz.
 (Marjinal Dağılımlar tabloda koyu karakterlerle gösterilmiştir.)
	y\x
	0
	1
	2
	3
	fy

	1
	0,2
	0
	0,1
	0
	0,3

	2
	0,1
	0,4
	0
	0,2
	0,7

	fx
	0,3
	0,4
	0,1
	0,2
	(x=(y =1
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2. Bir Kesikli Birleşik Olasılık Dağılımı aşağıdaki tabloda verilmiştir.

	y\x
	1
	2
	3
	4
	Toplam= fy

	Kız=0
	0,12
	0,1
	0,16
	0,1
	0,48

	Erkek=1
	0,13
	0,13
	0,14
	0,12
	0,52

	Toplam= fx
	0,25
	0,23
	0,3
	0,22
	(x=(y =1


Dikkat edilirse bu, başlarda ele aldığımız 100 öğrencili okul örneğinin yeniden düzenlenmiş biçimidir. Dağılım fonksiyonunun tanımını hatırlayalım.

X=X(xi=1,2,3,4)  1.nci, 2.nci, 3.ncü, 4.ncü sınıflar;   Y = Y(yj =0.1) 0: Kız, 1: Erkek   

Şimdi Marjinal Dağılım Fonksiyonlarını bulalım ve bunları anlamlandıralım.
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Tabloda bu değerler koyu rakamlarla belirtilmiştir.

Kolayca görüldüğü gibi fx(x=xi) değerleri seçilmek istenen bir öğrencinin hangi  sınıftan olacağını belirleyen olasılıkları, buna karşılık fy(y=yj) değerleri, seçilmek istenen bir öğrencinin kız/erkek olma olasılığını göstermektedir. 
3. Bir süpermarket en çok sattığı üç gıda maddesinin aylık satış dağılımını incelemek istiyor. Bu amaçla son ay içinde seçtiği beş ayrı günde bu üç maddenin satış miktarlarını aşağıdaki tabloya yansıtıyor.
X = X(x=1,2,3,4,5; ayın seçilen günleri), Y = Y(1,2,3; incelenen gıda maddeleri)

	y\x
	1
	2
	3
	4
	5
	Toplam

	1
	42
	19
	65
	34
	21
	181

	2
	54
	70
	63
	45
	36
	268

	3
	16
	21
	18
	22
	10
	87

	Toplam
	112
	110
	146
	101
	67
	536


Henüz yeni faaliyete geçmiş olan bu süpermarketin yöneticisi ilerideki aylarda gelecek olan yeni datalarla bu tabloyu daha geniş ve daha güvenilir hale getirmek üzere gelecek ayda da benzer bir satış tablosu oluşacağını düşünüyor ve bu tablodaki gerçek satış değerlerini gelecek ayın satış tahminleri yani olasılıklarına dönüştürüyor.
Bunun için önceki bir örnekte A ile gösterdiğimiz ‘gerçekleşmiş tüm olay’ sayısını ‘mümkün olan tüm olay’ sayısı kabul ederek A = 536 alıyor ve tablodaki bütün sayıları bu değerle bölüyor.
Böylece aşağıdaki tabloyu elde etmiş oluyor.

	y\x
	1
	2
	3
	4
	5
	Toplam=fy

	1
	0,08
	0,04
	0.12
	0,06
	0,04
	0,34

	2
	0,1
	0,13
	0,12
	0,08
	0,07
	0,50

	3
	0,03
	0,04
	0,03
	0,04
	0,02
	0,16

	Toplam=fx
	0,21
	0,21
	0,27
	0,18
	0,13
	(x=(y =1


Bu tablodan yararlanarak marjinal dağılım fonksiyonlarını bulalım.
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Tabloda bu değerler koyu rakamlarla belirtilmiştir.
4. Bir seçimde A (=1), B (=2) ve C (=3) partilerinin oy oranları yıllara göre aşağıdaki tabloda verilmiştir.

	X\Y
	61
	64
	66
	69
	71
	74
	(x

	1
	0,17
	0,21
	0,32
	0,25
	0,20
	0,24
	1,39

	2
	0,31
	0,24
	0,27
	0,25
	0,34
	0,28
	1,69

	3
	0,26
	0,36
	0,26
	0,27
	0,40
	0,42
	1,97

	(y
	0,74
	0,81
	0,85
	0,77
	0,94
	0,94
	5,05


Görüldüğü gibi tablomuzun nihai toplamı 1 değildir ve bu hali ile bir olasılıklar tablosu olarak kullanılamaz. Bunu bir olasılıklar tablosu haline getirebilmek için  toplam değer olan 5,05 ile tablodaki bütün rakamları bölelim ve Marjinal Olasılık değerlerini koyu yazarak belirleyelim.

Bu yapacağımız işlemin sosyolojik veya politik açıdan doğruluğu kuşkuludur. Ancak ileride inceleyeceğimiz ‘Ortalamaya Yığılma’ kavramı bu yöntemi en azından ‘tartışılabilir’ kılmaktadır.

Bölme işleminden dolayı tablodaki değerler 0,001 mertebedinde hatalıdır.

	X\Y
	61
	64
	66
	69
	71
	74
	fy

	1
	0,034
	0,042
	0,063
	0,05
	0,04
	0,047
	0,275

	2
	0,061
	0,048
	0,053
	0,05
	0,07
	0,055
	0,335

	3
	0,051
	0,071
	0,051
	0,053
	0,08
	0,083
	0,390

	fx
	0,146
	0,161
	0,168
	0,153
	0,19
	0,186
	1,000


Birleşik Dağılımlar içinde Koşullu Olasılık Dağılımı:
Önce Koşullu Olasılık kavramını kısaca hatırlayalım. Bu amaçla kitabımızın ikinci bölümünde yer alan Koşullu Olasılıkla ilgili açıklamaların bir bölümünü yeniden yazalım.
Şimdi VENN Diyagramını kullanarak önce P(B/A) yı sonra da P(A/B) yi hesaplayalım.
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P(B/A) yı hesaplarken şöyle düşüneceğiz. A nın gerçekleşmesi şartı altında B nin gerçekleşmesini beklediğimize göre ve A gerçekleşmedikçe B nin gerçekleşip gerçekleşmemesinin önemi olmadığına göre artık Bütün Mümkün Olaylar kümemiz A dan ibarettir.  Beklenen olaylar ise diyagramda yeşille gösterilen ve ‘A nın içinde gerçekleşen’ B olayları yani A ve B alanıdır. Benzer mantık zincirini P(A/B) için de kullanabiliriz.  O halde istediğimiz ifadeler şöyle yazılabilir.

A koşulu altında B nin gerçekleşme olasılığı ( P(B/A) = P(A(B)/P(A), P(A) ( 0

B koşulu altında A nın gerçekleşme olasılığı ( P(A/B) = P(A(B)/P(B), P(B) ( 0

Şimdi bu kavramı Birleşik Olasılık Fonksiyonu kavramını yani f(x,y) fonksiyonunu kullanarak yeniden ele alalım.

Bu tanımdaki A olayını X ile ve B olayını Y ile gösterelim ve 

 P(A/B) = P(A(B)/P(B) (  P(X/Y) = P(X(Y)/P(Y)
P(B/A) = P(A(B)/P(A) (  P(Y/X) = P(X(Y)/P(X)
İfadesini yukarıdaki Birleşik ve Marjinal Dağılım Fonksiyonları cinsinden ifade etmeye çalışalım.

İlk adımımız çok basit: paydada yer alan P(Y), Y le ilişkili bütün olasılıkları gösterdiğine göre P(Y) yerine fy (y) kullanabiliriz. Bu noktada şunu hatırlamamız lazım. Yukarıda fy(y) n.n  f(x,y) fonksiyonunun bütün y- değerlerini taradığını biliyoruz.
İkinci adımımız P(X(Y) nin değeri ile ilgili. P(X(Y) bize f(x.y) içinde ‘Y olayı ile birlikte gerçekleşen bütün X olayları’ nı anlatmaktaydı. O halde P(X(Y)   yerine f(x, y) nin verilmiş bir Y = y değerini taşıyan değerlerini koyabiliriz. 
Artık bu açıklamanın ışığı altında Koşullu Olasılık tanımımızı aşağıdaki gibi yapabiliriz.
Belirli bir Y = y değeri için X olayının Y olayı ile birlikte gerçekleşme olasılığı veya diğer sözlerle f(x,y) içinde Y = y için Y ile birlikte gerçekleşebilecek X olaylarının bütün Y olaylarına oranı yani X in Y koşulu altında gerçekleşme olasılığı    
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Benzer biçimde belirli bir X = x değeri için Y olayının X olayı ile birlikte gerçekleşme olasılığı veya diğer sözlerle f(x,y) içinde X = x için X ile birlikte gerçekleşebilecek Y olaylarının bütün X olaylarına oranı yani Y nin X koşulu altında gerçekleşme olasılığı    
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Bu fy(x/y) ve fx(y/x) fonksiyonlarını şöyle adlandıracağız.

fy(x/y):  f(x,y) içinde verilen bir Y = y için X in Y altında KOŞULLU OLASILIĞI

fx(y/x):  f(x,y) içinde verilen bir X = x için Y nin X altında KOŞULLU OLASILIĞI
Bu şekilde tanımladığımız fy(x/y) ve fx(y/x) fonksiyonları Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu özelliklerine sahiptir. Gerçekten de
· fy(x/y) ( 0
· 
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Bazı örnek problemler çözelim.

1. Şimdi yukarıda incelediğimiz dört sınıflı okul örneğini yeniden ele alalım ve bu paragrafta verdiğimiz kavramları uygulamaya çalışalım.
	y\x
	1
	2
	3
	4
	Toplam=fy(y)

	Kız=0
	0,12
	0,1
	0,16
	0,1
	0,48

	Erkek=1
	0,13
	0,13
	0,14
	0,12
	0,52

	Toplam= fx(x)
	0,25
	0,23
	0,3
	0,22
	(x=(y =1


Tabloda fx(x) ve fy(y) değerleri verilmişti.
Şimdi bir soru soralım. Birinci sınıftan bir öğrenci seçsek bunun kız olma olasılığı nedir?

Açıkça görülüyor ki önce bir şart koşuyoruz yani seçtiğimiz öğrenci birinci sınıftan olmalı diyoruz. Bu problemi kurarken yaptığımız tanımı hatırlayalım.

X=X(xi=1,2,3,4)  1.nci, 2.nci, 3.ncü, 4.ncü sınıflar;   Y = Y(yj =0.1) 0: Kız, 1: Erkek   

Şu halde X=X(x=1) alacağız. Tablodan görüyoruz ki x=1 için, tüm öğrencileri içinde 1.nci sınıf öğrencilerinin payını (olasılığını) gösteren fx(x=1) = 0,25 değeri verilmiştir.

Sorunun ikinci kısmında 1.nci sınıftan seçtiğimiz bu öğrencinin kız olması olasılığı soruluyor. Bu ise problemin kurulum tanımına göre Y=Y(y=0) almamız demektir. Yine tabloya bakıyoruz ve f(x=1, y=0) = 0,12 değerini okuyoruz.
Artık sorumuzun cevabını verebiliriz: Birinci sınıftan bir kız öğrenci seçme olasılığı:

X=X(x=1), Y=Y(y=0) ( 
[image: image102.wmf](
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Benzer şekilde birinci sınıftan bir erkek öğrenci seçmek isteseydik cevap şöyle olacaktı.

X=X(x=1), Y=Y(y=1) ( 
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Beklediğimiz gibi ( y  fy(y/x=2) = 1 dir.

Eğer kızlar arasından bir üçüncü sınıf öğrencisi seçmek istersek fx yerine fy yi kullanmamız gerekecek. Çünkü kız ya da erkek öğrencilerin tüm öğrenciler içindeki payları (olasılıkları) fy ile belirlenmiş durumda,

Bu durumda Y=Y(y=0) alacağız ve tüm öğrenciler içinde kız öğrencilerin payını (olasılığını)  fy(y=0) = 0,48 olarak bulduktan sonra ikinci koşul olan üçüncü sınıf öğrencisi koşulu içınde X=X(x=3) alarak şu sonuca ulaşırız.
X=X(x=3), Y=Y(y=0) ( 
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)

(

)

(

)

33

,

0

48

,

0

16

,

0

0

0

,

3

0

/

3

=

=

=

=

=

=

y

f

f

y

x

f

y


Birer kız öğrenci seçme olasılıklarını diğer sınıflar için de hesaplayalım:

X=X(x=1), Y=Y(y=0) ( 
[image: image105.wmf](
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X=X(x=2), Y=Y(y=0) ( 
[image: image106.wmf](
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X=X(x=4), Y=Y(y=0) ( 
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Beklediğimiz gibi ( x  fy(x/y=0) = 1 dir.

Erkek öğrenciler arasından bir 3.ncü sınıf öğrencisi seçme olasılığı ise:

X=X(x=3), Y=Y(y=1) ( 
[image: image108.wmf](
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2. Bir Kesikli Birleşik Olasılık Dağılım tablosu aşağıdaki gibi verilmiştir.

	y\x
	1
	2
	3
	fy(y)

	1
	0,15
	0,1
	0,05
	0,3

	2
	0,2
	0,05
	0
	0,25

	3
	0,1
	0,05
	0,05
	0,2

	4
	0,05
	0,05
	0,15
	0,25

	fx(x)
	0,5
	0,25
	0,25
	(x= (y = 1


Y = 2 için f(x/y=2) değerini hesaplayınız.

Y = 2 için fy (y=2) = 0,25 değerini tablodan hemen okuyabiliyoruz.

X için bir değer belirtilmemiş. O halde X = 1, 2, 3 değerleri için formülümüzü uygulayacağız.

X = 1 için  f(1,2) = 0,2   (   
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X = 2 için  f(2,2) = 0,05 (   
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X = 3 için  f(3,2) = 0     (   
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)

(

)

(

)

0

25

,

0

0

2

,

/

=

=

=

=

y

f

y

x

f

y

x

f

y


Beklediğimiz gibi ( x  fy(x/y=2) = 1 dir.

3. Bir başka Kesikli Olasılık Dağılımı alalım.
	y\x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	fy(y)

	1
	0,2
	0,1
	0
	0,1
	0,1
	0,1
	0,6

	2
	0
	0
	0,1
	0,3
	0
	0
	0,4

	fx(x)
	0,2
	0,1
	0,1
	0,4
	0,1
	0,1
	1


X = 4 için f(y/x=4) değerlerini hesaplayınız.

X = 4 için fx (x=4) = 0,4 değerini tablodan hemen okuyabiliyoruz.

Y için bir değer belirtilmemiş. O halde Y = 1, 2 değerleri için formülümüzü uygulayacağız.

Y = 1 için  f(4,1) = 0,1   (   
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Y = 2 için  f(4,2) = 0,3   (   
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)

(

)

(

)

75

,

0

4

,

0

3

,

0

,

4

/

2

=

=

=

=

=

x

f

y

x

f

x

y

f

x


Beklediğimiz gibi ( y  fy(y/x=4) = 1 dir.
4. Önceden incelediğimiz problemlerden birini, örneğin işçi eğitim süresi ile iş tamamlama süresi arasındaki bağıntıyı gösteren problemi, yeniden ele alalım.

	Y\X
	x=1
	x=2
	x=3
	x=4
	fy(y)

	y=1
	0,01
	0,10
	0,14
	0,10
	0,35

	y=2
	0,06
	0,12
	0,08
	0,09
	0,35

	y=3
	0,04
	0,09
	0,09
	0,08
	0,30

	fx(x)
	0,11
	0,31
	0,31
	0,27
	1,00


Bu problemde doğrudan en sağdaki fy(y) sütunu ve en alttaki fx(x) satırını dikkate alarak çalışacağız.

Tablodan açıkça görüldüğü gibi  (fx = (fy = 1 dir.

fy(y) değerleri kaç saat eğitim alırsa alsın belirlenen işin 1/2/3 dakika içinde bitirilebilme olasılıklarını göstermektedir.

fx(x) değerleri ise kaç dakikada bitirilirse bitirilsin verilen işin 1/2/3/4 saatlik eğitimden sonra elde edilen başarıyı göstermektedir.

Kuşkusuz iyi bir işletmeci için bu tablonun önemi minimum eğitimle minimum iş süresine erişmek olacaktır.

Şimdi bu gözle bakarak bazı sorular soralım.

· Bir saatlik eğitim alan işçilerin verilen işi 2 dakikada tamamlama olasılığı nedir?
Sorunun cevabı tabloda açıkça görülüyor; Yazalım.

P[X(x=1),Y(y≤2)]=P[X(x=1),Y(y=1)]+P[X(x=1),Y(y=2)]=0,01+0,06 = 0,07 

· Bir saatlik eğitim alan işçilerin arasında verilen işi 2 dakikada tamamlayabileceklerin oranı nedir?
Bu soru yukarıdakinden farklı! Burada bir saatlik işçiler arasında bir karşılaştırma yapılması isteniyor. Yani bir Koşullu (Bir saat eğitim almış olma koşulu) Olasılık söz konusu. Buna göre çözümü yazalım.

Önce 1 saatlik işçiler arasında bu işin 1 dakikada yapılma olasılığını bulalım.
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Şimdi 1 saatlik işçiler arasında bu işin 2 dakikada tamamlanma olasılığını bulalım. 
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Bu iki oranın toplamı aradığımız sonuç olacaktır.
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· Bir de şunu soralım. Bir saatlik işçiler arasında bu işi ancak 3 dakikada yapabileceklerin oranını bulunuz.
Açıkça görülüyor ki iki yoldan bu soruyu yanıtlayabiliriz.

1. Bütün 1 saatlik işçilerden yukarıdaki soruda bulduğumuz bu işi 1 veya iki dakikada yapabilecek olanların oranını çıkarabiliriz.
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2. Ya da doğrudan tabloyu kullanarak:
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değerini elde edebiliriz.
Koşullu Beklenen Değer / Koşullu İstatistik Ortalama:
İyi bildiğimiz bir kavramı yukarıda incelediğimiz koşullu olasılık kavramı ile birlikte ele alacağız. Tanımı vermezden önce yukarıdaki örneklerden yararlanarak ne yapmak istediğimizi açıklamaya çalışalım.

Örneğin birinci problemde hesapladığımız gibi ‘kız öğrenciler arasından’ belli bir sınıftaki bir öğrenci seçme probleminin koşullu olasılıklarını yazalım. Bu amaçla tabloyu bir daha kopyalayalım.
	y\x
	1
	2
	3
	4
	Toplam=fy(y)

	Kız=0
	0,12
	0,1
	0,16
	0,1
	0,48

	Erkek=1
	0,13
	0,13
	0,14
	0,12
	0,52

	Toplam= fx(x)
	0,25
	0,23
	0,3
	0,22
	(x=(y =1


Kızlar arasından bir birinci sınıf öğrencisi seçme olasılığı:
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Kızlar arasından bir ikinci sınıf öğrencisi seçme olasılığı:
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Kızlar arasından bir üçüncü sınıf öğrencisi seçme olasılığı:
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Kızlar arasından bir dördüncü sınıf öğrencisi seçme olasılığı:
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Görüldüğü gibi elimizde f(x/y=st) biçiminde ifade edilmiş, yalnızca x-e bağlı ve -( <x<( aralığında tanımlanmış ve 
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 olduğunu bildiğimiz yeni bir fonksiyon var. Açıkça görülüyor ki bu fonksiyon Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu koşullarını sağiamaktadır. Şu halde bu fonksiyon için de bir Beklenen Değer/İstatistik Ortalama tanımlayabiliriz. Kuşkusuz bu biçimde elde ettiğimiz büyüklük  f(x/y=st) için tanımlanmış olacağından Belirli bir y=st. değeri için Koşullu Beklenen Değer / Koşullu İstatistik Ortalama adını alacaktır.

Artık tanımı hem kesikli ve hem de sürekli ‘Koşullu’ Olasılık Dağılımları için aşağıdaki gibi yapabiliriz.
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Nitekim ele aldığımız örnek için bu büyüklük şöylece hesaplanabilir.
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Bu bulduğumuz değer kız (Y=0) öğrenciler arasından dört sınıf için hesaplanmış beklenen değerdir. Erkek öğrenciler (Y=1) arasından dört sınıf için beklenen değer ise; 
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biçiminde elde edilecektir. 
Dikkat edilirse yukarıdaki çalışmamızda ‘tablo içinden belli bir satırı’ takip ettik. Kuşkusuz sütunlar için de aynı işlemi yapabilirdik. Diğer sözlerle ‘belli bir sınıftan’ bir kız (ya da arkek) öğrenci seçme problemini düşünebilirdik. Şimdi bunu da yapalım.

Üçüncü sınıftan (X=3) bir kız öğrenci seçme olasılığı:
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Üçüncü sınıftan (X=3) bir erkek öğrenci seçme olasılığı:


[image: image128.wmf](

)

(

)

(

)

0,47

30

,

0

14

,

0

3

1

,

3

3

/

1

@

=

=

=

=

=

x

f

f

x

y

f

x


Görüldüğü gibi burada da elimizde f(y/x=st) biçiminde ifade edilmiş, yalnızca y- ye bağlı ve -( <x<( aralığında tanımlanmış ve 
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 olduğunu bildiğimiz yeni bir fonksiyon var. Açıkça görülüyor ki bu fonksiyon Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu koşullarını sağiamaktadır. Şu halde bu fonksiyon için de bir Beklenen Değer/İstatistik Ortalama tanımlayabiliriz. Kuşkusuz bu biçimde elde ettiğimiz büyüklük  f(x/y=st) için tanımlanmış olacağından Belirli bir x=st. değeri için Koşullu Beklenen Değer / Koşullu İstatistik Ortalama adını alacaktır.

Artık tanımı  Kesikli ‘Koşullu’ Olasılık Dağılımları için aşağıdaki gibi yapabiliriz.
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Benzer şekilde üçüncü sınıflar için bulduklarımızı kullanarak bu büyüklüğü hesaplayalım.


[image: image131.wmf](

)

(

)

47

,

0

47

,

0

.

1

53

,

0

.

0

3

/

3

/

=

+

=

=

=

=

å

¥

-¥

=

j

j

j

x

y

f

y

X

Y

E


Açıkça görülüyor ki yukarıda verdiğimiz koşullu olasılık ya da koşullu beklenti değerleri yalnızca ‘tablonun içindeki’ bir satır (Y=st.) ya da sütun (X=st.) daki değerleri için’ tanımlanmaktadır.
Şimdi bir de şu büyüklüğe bakalım.
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Bu toplama işlemi tablonun ‘içinde’ değil en alt satırınındaki sayılardır ve bu sayıları üstünde kalan satırlardaki oranları toplayarak elde ettik. Diğer sözlerle en alt satırdaki bu fx(xi) oranları bütün bu f(x,y) tablosundaki X(x) dağılımını temsil etmektedir ve doğal olarak toplamları da bire eşit olacaktır. Şu halde aşağıdaki ifadeyi yazabiliriz.
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Tamamen benzer biçimde tablonun en sağındaki sütunda verilen oranlar da f(x,y) tablosundaki Y(y) dağılımını temsil etmektedir. O halde şunu da yazabiliriz.
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Böylece Birleşik Olasılık Dağılım Fonksiyonumuz olan f(x.y) içinde yalnızca X(x) ve yalnızca Y(y) Olasılık Dağılımları için ayrı birer Beklenen Değer tanımı elde etmiş olduk. Bu noktada her ne kadar ayrı beklenen değerlere yani (x ve  (y değerlerine sahip olsalar da X(x) ve Y(y) dağılımlarının birbirinden bağımsız olduklarını düşünmemeliyiz. Bir sonraki paragrafta bu noktayı inceleyeceğiz.

Bu E(X) ve E(Y) değerlerini hesaplayalım.
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Tekrar belirtelim yukarıda bulduğumuz (x ve  (y değerleri f(x,y) Birleşik Olasılık Dağılımı (Tablosu) içindeki tüm X(x) ve tüm Y(y) dağılımları için elde edilmiş Beklenen Değer ya da İstatistik Ortalama büyüklüklerini belirlemektedir.

Şimdi şu soru akla geliyor.

Acaba f(x,y) içinde verilmiş bu X(x) ve Y(y) dağılımları için ayrı ayrı Varyans (Değişkenlik) değerlerini de hesaplayabilir miyiz?

fx(xi) ve fy(yj) büyüklüklerinin birer Olasılık Dağılım Fonksiyonu olduğunu biliyoruz. O halde bu sorunun cevabı olumlu olmalıdır.

Varyans (Değişkenlik) tanımını hatırlayalım. 
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Bu formülü yukarıdaki örnek için uygulamaya çalışalım. Bu amaçla tablomuzu yeniden kopyalayalım.

	y\x
	1
	2
	3
	4
	Toplam=fy(y)

	Kız=0
	0,12
	0,1
	0,16
	0,1
	0,48

	Erkek=1
	0,13
	0,13
	0,14
	0,12
	0,52

	Toplam= fx(x)
	0,25
	0,23
	0,3
	0,22
	(x=(y =1


Yukarıdaki tanımları bu tabloya uygun biçime getirelim ve hesaplayalım.
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Birleşik Olasılık Dağılımlarına uyguladığımız bu Beklenen Değer (() ve Varyans (V) hesaplama işlemi X(x) ve Y(y) rasgele değişkenlerinin incelenmesinde önemli bir rol oynayacak. Bu nedenle birkaç örnek daha yapmalıyız.

1. Yukarıda incelediğimiz süpermarket problemini hatırlayalım.
	y\x
	1
	2
	3
	4
	5
	Toplam=fy

	1
	0,08
	0,04
	0.12
	0,06
	0,04
	0,34

	2
	0,1
	0,13
	0,12
	0,08
	0,07
	0,50

	3
	0,03
	0,04
	0,03
	0,04
	0,02
	0,16

	Toplam=fx
	0,21
	0,21
	0,27
	0,18
	0,13
	(x=(y =1


Önceden de belirtildiği gibi marjinal olasılıklar tablonun en sağ sütunu ve en alt satırında koyu rakamlarla yazılıdır.
Önce koşullu olasılık örnekleri yapalım. Örneğin,
3 no. lu günde 2 no.lu malın satılma olasılığı:
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2 no.lu malın 3 no.lu günde satılma olasılığı;
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1 no.lu malın 1 no.lu günde satılma olasılığı;
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1 no. lu günde 1 no.lu malın satılma olasılığı:
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Şimdi asıl görevimize dönelim ve yine tablodan yararlanarak X(x) in ve Y(y) nin bu f(x,y) Birleşik Olasılık Dağılımı içinde sahip olacakları E(X), E(Y) ve V(X), V(Y) değerlerini hesaplayalım.
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2. Basit bir örnek daha tasarlayalım. Varsayalım ki şöyle bir f(x,y) olasılıklar tablosu var.
	y\x
	1
	2
	3
	4
	Toplam=fy

	1
	0,25
	0,10
	0,05
	0,15
	0,55

	2
	0,05
	0,10
	0,20
	0,10
	0,45

	Toplam=fx
	0,30
	0,20
	0,25
	0,25
	(x=(y =1


Bu tablodan yararlanarak E(X), E(Y) ve V(X), V(Y) değerlerini hesaplayalım.
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3. Yukarıdaki ‘İşçi eğitim saati/Iş yapma dakikası’ ile ilgili örneği yeniden anımsayalım.
	Y\X
	x=1
	x=2
	x=3
	x=4
	fy(y)

	y=1
	0,01
	0,10
	0,14
	0,10
	0,35

	y=2
	0,06
	0,12
	0,08
	0,09
	0,35

	y=3
	0,04
	0,09
	0,09
	0,08
	0,30

	fx(x)
	0,11
	0,31
	0,31
	0,27
	1,00


Bu tablodan yararlanarak E(X), E(Y) ve V(X), V(Y) değerlerini hesaplayalım.
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)

0,4875

95

,

1

30

,

0

.

3

31

,

0

.

2

35

,

0

.

1

2

2

2

2

2

1

2

2

2

@

-

+

+

=

-

=

=

å

=

j

y

i

i

y

y

f

x

Y

V

m

s


4. Yine yukarıda incelediğimiz partiler va seçim sonuçlar örneğini alalım; fakat yıl belirleyen rakamları, gereksiz büyük rakamlarla uğraşmamak için, 1, 2, ... biçiminde değiştirelim.
	X\Y
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	fy

	1
	0,034
	0,042
	0,063
	0,05
	0,04
	0,047
	0,275

	2
	0,061
	0,048
	0,053
	0,05
	0,07
	0,055
	0,335

	3
	0,051
	0,071
	0,051
	0,053
	0,08
	0,083
	0,390

	fx
	0,146
	0,161
	0,168
	0,153
	0,19
	0,186
	1,000


Bu tablodan yararlanarak E(X), E(Y) ve V(X), V(Y) değerlerini hesaplayalım.
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Bağımsız Rasgele Değişkenler:
İkinci Bölümde İstatistik Bağımsızlık Koşulunu aşağıdaki biçimde vermiştık.

P(A(B) = P(B(A) = P(A)P(B)
Bu bağıntıyı Birleşik Olasılık Fonksiyonları için yeniden yazmaya çalışalım.

Varsayalım ki f(x,y) = X(x)Y(y) biçiminde yazılabilmektedir.

Burada X(x) A kümesi içinde, örneğin -( < x <( aralığında bir yerde, Y(y) B kümesi içinde, örneğin -( < y < ( aralığında bir yerde, tanımlanmıştır ve A(B = ( olarak verilmiştir. 
Bu durumda aşağıdaki sonuca kolayca ulaşabiliriz.
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Böylece f(x,y) = X(x)Y(y) koşulunun P(A(B) = P(A)P(B) olması için yeter şart olduğunu gösterdik. Aslında bu koşulun gerekli olduğu da gösterilebilir.

O halde P(A(B) = P(A)P(B) olması için yeter ve gerek şart f(x,y) = X(x)Y(y) olmasıdır.
Kovaryans (Eşdeğişkenlik):
Bağımsızlık kavramı doğal olarak şu soruyu doğuruyor. 

Bağımlı olan rasgele değişkenler nasıl bağlı? Bu bağımlılığın bir ölçüsü var mı? 

Şimdi bu sorulara cevap vermeye çalışacağız.

Önceki bölümlerde, bir tek rasgele X(s) değişken halinde tanımladığımız Varyans/Değişkenlik kavramını hatırlayalım.
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Şimdi bu tanımı X(s) ve Y(s) rasgele değişkenlerinin ikisini birden kullanarak genişletelim.
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Bu biçimde tanımladığımız bu büyüklüğe X ve Y rasgele değişkenlerinin Kovaryansı (Eşdeğişkenliği) adını veriyoruz. Dikkat edilirse burada yalnızca beklenen değer kavramını kullandık. Varyans (Değişkenlik) kavramını bir adım ileride kullanacağız.
Buradaki E(XY) büyüklüğünü açık olarak yazalım.
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Formülün nasıl kullanılacağını anlamak için hemen bir iki basit örnek verelim.

1. Varsayalım ki X(x) ve Y(y) aşağıdaki gibi verilmiştir.

	y\x
	1
	2
	fy

	1
	f11=1/6(0,167
	f12=2/6(0,333
	0,5

	2
	f21=1/6(0,167
	f22=2/6(0,333
	0,5

	fx
	0,333
	0,666
	1,0



Bu tabloya göre:
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Şimdi bu örneği sayısal değerleri kullanmadan ve toplama işaretlerini açık yazarak tekrarlayalım. Bu amaçla tablomuzu yeniden yazalım.
	y\x
	x1
	x2
	fy

	y1
	f11
	f12
	f11+f12

	y2
	f21
	f22
	f21+f22

	fx
	f11+f21
	f12+f22
	(f=1
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Bu ifadenin tamamını hesaplamak yerine hepsi birbirinin benzeri olan dört teriminden yalnız birine, örneğin ilkine, bakalım:
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Köşeli parantez içindeki terimlerin tamamı, olasılık fonksiyonunun tanımı gereğince 0 ≤  fij ≤ 1 olmak zorundadır. Şu halde x- ve/veya y- çok büyük olduğunda Cov(X,Y) büyüyecektir. Diğer sözlerle Cov(X,Y) için belirli bir sınır söylenemez.
2. Yeni bir örnek olarak eski bir örneği tekrar ele alalım.
	y\x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	fy(y)

	1
	0,2
	0,1
	0
	0,1
	0,1
	0,1
	0,6

	2
	0
	0
	0,1
	0,3
	0
	0
	0,4

	fx(x)
	0,2
	0,1
	0,1
	0,4
	0,1
	0,1
	1


Bu tabloya göre:
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Bu örneklerdeki sonuçları yorumlamazdan önce şu noktaya dikkat çekelim. Bağımlılık biçimini belirlemek için bir ölçü olarak kullanmak istediğimiz Cov(X,Y) büyüklüğünün değeri için görünür bir sınırı olmadığını yukarıda göstermiştik. Yani bu değer                  -( <Cov(X,Y) <(   aralığındaki her değeri alabilir. 

Ayrıca şunu da belirtelim. Bu kavramı biz yalnızca olasılıkları karşılaştırmak için kullanıyoruz; ama aslında bu düşünce tarzı herhangi iki (farklı birimlerle ölçülmüş) X(x) ve Y(y) büyüklüklerinin doğrudan karşılaştırılmasında da kulanılabilir ve kullanılmaktadır. Böyle bir durumda ise karşılaştırma katsayısının ‘birimsiz’ olmasını tercih ederiz.
İşte bu iki sebepten dolayı Cov(X,Y) katsayısından çok az farklı yeni bir karşılaştırma katsayısı tanımlayacağız.
Korrelasyon (Eşbağımlılık):
Korrelasyon (Eşbağımlılık) kavramını aşağıdaki gibi tanımlıyoruz.
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Açıkça görüldüğü gibi Korrelasyon (Eşbağımlılık), Kovaryans (Eşdeğişkenlik) katsayısı, karşılaştırılan X(x) ve Y(y) değişkenlerinin, Standart Sapmalarının çarpımı ile bölünerek hesaplanmaktadır.
Hemen görülüyor ki Korrelasyon katsayısı birimsiz bir büyüklüktür.

Yukarıdaki örneklerin Korrelasyon katsayılarını hesaplayalım.

1. İlk örnek için Cov(X,Y) =0 bulmuştuk. Tanım gereği Cor(X,Y) = 0 olacağı açıktır.
2. İkinci örneğin tablosunu yeniden yazalım.

	y\x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	fy(y)

	1
	0,2
	0,1
	0
	0,1
	0,1
	0,1
	0,6

	2
	0
	0
	0,1
	0,3
	0
	0
	0,4

	fx(x)
	0,2
	0,1
	0,1
	0,4
	0,1
	0,1
	1


Değişkenlikleri hesaplayalım.
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Sürekli BİRLEŞİK Olasılık Dağılımları: 

Bu paragrafta önceki paragrafta Kesikli Olasılık Dağılımları için yaptıklarımızı, aynı sırayı izleyerek Sürekli Olasılık Dağılımları için yeniden ele alacağız,
İki Serbest Değişkenli Sürekli Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu:
x( (  olmak üzere her x için

1. 0 (  f(x,y) ( 1 olacak biçimde bir ve bir tek 
OLASILIK KÜTLE YOĞUNLUĞU FONKSİYONU f(x,y) veya kısaca OLASILIK YOĞUNLUĞU FONKSİYONU (OYF)
tanımlanmıştır. 

Bu fonksiyonu Birleşik Olasılık Fonksiyonu olarak da adlandıracağız.
Burada tanımladığımız f(x,y) fonksiyonu için, sürekli bir kümede çalışmamızdan ötürü ayrıca şu kabulü yapacağız.

f(x,y) fonksiyonu aynı kümede hem x- hem de y- doğrultusunda integre edilebilen bir fonksiyondur. Bu şekilde elde edilen F(x,y) fonksiyonuna BİRİKİMLİ OLASILIK KÜTLE FONKSİYONU adını vereceğiz. Bu fonksiyonu kısaca OLASILIK KÜTLE FONKSİYONU (OKF) F(x,y) olarak da adlandıracağız.
2. 
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3. F(x,y) fonksiyonunun bir (x,y) noktasındaki değeri ile Rasgele Değişkenimiz X,Y nin herhangi bir noktadaki Olasılık Değeri şu bağıntı ile belirlenmiştir.

P( X( x,Y( y) = F(x,y)

4. F(x,y) fonksiyonu aşağıdaki limit değerleri sağlayan sürekli ve türetilebilir bir fonksiyondur.

· 
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Yani 0( F(x,y) ( 1
Yine örnek verelim.

1. Bir şekil çizerek Birleşik Olasılık Fonksiyonumuzu tanımlayalım.


[image: image184]
Önce yukarıdaki şekilden yararlanarak bölgemizi belirleyelim. Şekildeki üçgenin uzun kenarını oluşturan doğrunun denklemi  y = - x + a olarak verilmiştir. Şu halde bölgemiz şöyle belirlenebilir.

B:  0 ( x ( a , 0 ( y ( a -x ,   [y ( (a-x)]
Şimdi varsayalım ki  B de f(x,y) = s, B dışında f(x,y) = 0 olarak verilmiştir.

Sağlanması gereken bir koşulumuz var.
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Bu integrasyon işlemini verilen bölge içinde gerçekleştirmeliyiz. Yapalım.


[image: image186.wmf](

)

[

]

[

]

(

)

[

]

1

2

2

2

,

2

2

2

0

0

0

0

2

=

=

-

=

-

=

-

=

=

ò

ò

ò

-

a

s

a

a

s

x

ax

s

dx

x

a

s

sdy

dx

y

x

F

a

x

a

a

a


Hemen görülüyor ki a = (2, s =1 alınabilir. Buna göre f(x,y) yi şöylece tanımlayabiliriz: 

B:  0 ( x ( a , 0 ( y ( a=(2 ,  y ( (a-x) bölgesinde f(x,y) = 1
B:  0 ( x ( a , 0 ( y ( a=(2 ,  y ( (a-x) bölgesinin dışında f(x,y) = 0

(Aslında, integralin değeri sa2/2 olduğuna göre, s seçildikten sonra f(x,y) = s değeri için  a  =((2/s) değeri  F(x,y) =1 koşulunu sağlamaya yeter. Örneğin, s = 4, a =(2/2 değeri de alınabilir.)
2. Yine bir şekil çizelim ve yeni bir örnek oluşturalım.


[image: image187]
B: 2 ( x ( 5 ,   3 ( y (  5,  f(x,y) = s
Yukarıda izlediğimiz yolu burada da aynen takip edeceğiz.
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Koşulunun sağlanması için:
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( s =1/6
olmalıdır.Şu halde f(x,y) fonksiyonunu şöyle tanımlayabiliriz.

B:  2 ( x ( 5 , 3 ( y ( 5  bölgesinde f(x,y) = 1/6
B:  2 ( x ( 5 , 3 ( y ( 5  bölgesinin dışında f(x,y) = 0
3. Bir Birleşik Sürekli Olasılık Dağılımı  
B: 0 ≤ x ≤1    0 ≤ y ≤ 1  bölgesinde  f(x,y) = sxy 
olarak tanımlanmıştır. Aynı problemi çözünüz.
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Buna göre   
B: 0 ≤ x ≤1    0 ≤ y ≤ 1  bölgesinde  f(x,y) = 4xy , B dışında f(x,y) = 0
olarak belirlenmiştir.
4. Başka bir örnek seçelim.

[image: image192]
B bölgesi şekilden de görüleceği gibi şöylece tanımlanmıştır.

B: 0 ( x ( 1 ,   0 ( y (  x2,  f(x,y) = s, B dışında f(x,y) = 0
Bu bölge üzerinde
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şartını sağlamamız lazım. Yapalım.
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( s = 3
Buna göre f(x.y) fonksiyonunu şöyle tanımlamamız gerekli:

B:  0 ( x ( 1 , 0 ( y ( x2  bölgesinde f(x,y) = 3

B:  0 ( x ( 1 , 0 ( y ( x2  bölgesinin dışında f(x,y) = 0
5. Biraz değişik bir biçimde yeni bir problem alalım. B bölgesi 0 ( x( a,  0 ( y ( b ve f(x,y) = x+ y  biçiminde tanımlanmış olsun. Bizden istenilen f(x,y) nin bir olasılık yoğunluk fonksiyonu olmasını sağlayacak şekilde a ve b yi hesaplamaktır. Bu durumda f(x,y) = x + y nin bir olasılık yoğunluk fonksiyonu olabilmesi için 0 (  x+y ( 1 ve
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koşullarını sağlaması lazım. Daima pozitıf kalma şartı tanımda sağlanıyor. Diğer iki şart için integrasyonu yapmamız lazım.
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 EMBED Equation.3  [image: image197.wmf]
Görüldüğü gibi a ve b den birini seçebiliriz ve diğerini bu bağıntıyı kullanarak hesaplayabiliriz. En basit çözüm olan a =1 ( b = 1 değerlerini seçelimve buna göre Sürekli Olasılık Fonksiyonumuzun tanımını yapalım.

B: 0 ≤ x ≤ 1 ve 0 ≤ y ≤ 1 bölgesinde  f(x,y) = x + y
B: 0 ≤ x ≤ 1 ve 0 ≤ y ≤ 1 bölgesinin dışında  f(x,y) = 0

6. Bu defa, verilen fonksiyon,  f(x,y) = x – y olsun. Yukarıdaki örnekteki gibi önce bunun hangi sınırlar içinde bir olasılık dağılımını temsil edebileceğini bulmalıyız. Varsayalım ki 0 ( x ( a,  0 ( y ( b ve a,b pozitıf sayılardır. Buna göre:
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şartı sağlanmalıdır.

Hemen görülüyor ki sınırsız sayıdaki çözümlerden bir çözüm b = 2 ve a = 1 konularak elde edilebilmektedir. O halde Olasılık Dağılım fonksiyonumuz:
B: 0 ≤ x ≤ 1 ve 0 ≤ y ≤ 2 bölgesinde  f(x,y) = x - y
B: 0 ≤ x ≤ 1 ve 0 ≤ y ≤ 2 bölgesinin dışında  f(x,y) = 0

biçiminde tanımlanabilir.
Marjinal Olasılık Dağılımı:
Şimdi Kesikli Olasılık Dağılımları için yaptığımız Marjinal Olasılık Dağılımı tanımını anımsayalım.
a < X < b  ve  -( < Y < (  olmak üzere
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veya
-( < X < (  ve  c < Y < d  olmak üzere
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Bunlara benzeterek Sürekli Olasılık Fonksiyonları için Marjinal Olasılık kavramını, önce y- doğrultusunda (toplama işlemini sürekli fonksiyonlar için uygulayalım; yani) integrasyon işlemi ile tanımlayalım.
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Aşağıdaki örneklerde de göreceğimiz gibi buradaki fx(x) fonksiyonu da artık y- den bağımsızdır ve yalnızca x- in fonksiyonudur.  
Önceki paragrafta olduğu gibi bu fonksiyona X(x) in f(x,y) Birleşik Olasılık Dağılımı içindeki Marjinal Olasılık Dağılımı adını veriyoruz.

Benzer şekilde x- doğrultusunda tanımlayacağımız bir fy(y) fonksiyonunun da yalnızca Y(y) ile ilgili Olasılık Dağılımını belirleyeceği açıktır. Bunun ifadesini de yazalım.
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Dolayısı ile bu fonksiyona Y(y) nin Birleşik Olasılık Dağılımı içindeki Marjinal Olasılık Dağılımı diyoruz.
Görüldüğü gibi Kesikli Olasılık Dağılımlarına benzer biçimde hareket ediyoruz. Yani ya x- ya da y- doğrultusunda hareket ederek olasılık değerlerini topluyoruz. Ancak burada, Sürekli Olasılıklarla uğraştığımız için, sonlu sayıda noktada nokta nokta toplama yapmak yerine, sınırsız sayıda nokta içeren bir x- ya da y- boyunca İNTEGRASYON yapıyoruz.  

Marjinal Olasılık Dağılımı Fonksiyonları  yardımı ile f(x,y) Birleşik Olasılık Dağılımı Fonksiyonumuzu şöyle ifade edebiliriz. 
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Yukarıda kullandığımız a < b ve c < d harfleri tamamen keyfi gerçel sayılardır.

Kesikli Olasılık dağılımı halinde belirttiğimiz bir noktayı tekrarlayalım.

Marjinal Olasılık Dağılım Fonksiyonlarının sağladığı fayda açıktır. Birleşik Olasılık fonksiyonumuz f(x,y) nin üzerinde tanımlandığı B bölgesini y- doğrultusunda fx(x) ve x- doğrultusunda fy(y) Marjinal Dağılım fonksiyonları yardımı ile taramış oluyoruz. Diğer sözlerle B bölgesi içinde bir çeşit fx(x)-,  fy(y)- kartezyen eksen takımı oluşturuyoruz.

Örnek yapalım. Aşağıdaki fonksiyonların Olasılık Fonksiyonu olma şartlarını belirledikten sonra  Marjinal Dağılım Fonksiyonlarını bulunuz.

7. Bir Sürekli Birleşik Olasılık Dağılım Fonksiyonu şekilde gösterilen B bölgesinde f(x,y) = s değerini ve B dışındaki her yerde f(x,y)=0 değerini almaktadır. s değerini bulunuz.  fx  ve fy  fonksiyonlarını hesaplayınız.


[image: image209]
Önce s değerini bulalım.
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olmalıdır. Şimdi Marjinal Dağılım Fonksiyonlarını yazalım.
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8. Yukarıdaki problemi 0 ( x ( 2,  0 ( y ( 3 biçiminde verilen B bölgesi için çözünüz.
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Marjinal dağılım fonksiyonları:
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9. Bir Birleşik Sürekli Olasılık Dağılımı  
B: 0 ≤ x ≤1    0 ≤ y ≤ 1  bölgesinde  f(x,y) = s(x + y) 
olarak tanımlanmıştır. Aynı problemi çözünüz.
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Buna göre   f(x,y) = x + y olarak belirlenmiştir.

Marjinal Olasılık Fonksiyonlarını hesaplayalım.
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10. Yukarıdaki 3. problemde

B: 0 ≤ x ≤1    0 ≤ y ≤ 1  bölgesinde  f(x,y) = 4xy , B dışında f(x,y) = 0
olarak tanımladığımız fonksiyonun Marjinal Olasılık Dağılımlarını bulunuz.
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Bu problemi aşağıda farklı bir B bölgesi içinde yeniden ele alacağız.

KOŞULLU OLASILIK DAĞILIMI;
Önceki paragrafta incelediğmiz Koşullu Olasılık kavramını Sürekli Birleşik Olasılık Dağılımları için de tanımlayalım.
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Önceden de belirttiğimiz gibi buradaki f(x,y), fx/x) ve fy(y) fonksiyonlarının integre edilebilir olduğunu kabul ediyoruz.
Bu biçimde tanımladığımız fy(x/y) veya fx(y/x) fonksiyonlarının da birer Sürekli Olasılık Dağılımını temsil ettiğini, kesikli olasılıklar için söylemiştik; burada da gösterelim.
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Örnek yapalım.
1. Yukarıda çözdüğümüz f(x,y) = x + y , B: 0 ≤ x ≤1    0 ≤ y ≤ 1 problemini tekrar ele alalım ve Marjinal Olasılık Fonksiyonlarını yazalım.
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Koşullu Olasılık Değerlerini de hesaplayalım.
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Yukarıda kesikli olasılık halinde yaptığımız gibi bu sonuçları irdeleyelim.

Öncelikle şunu hatırlayalım. Sürekli Olasılık Dağılımı ile uğraştığımıza göre burada olasılık değerleri için ‘=’ işareti yerine ‘( ’ kullanmak zorundayız.

Buna göre, örneğin, fy(x,y) fonksiyonuna bakalım.
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Formülün solundan da gördüğümüz gibi bu ifadede y = st. kalmalıdır; o halde yalnızca x- e bağlı bir ifademiz var. Sabit kalması gereken y- nin tanımdan dolayı 0 ( y ( 1 aralığındaki değerleri alabileceğini düşünerek, örneğin,  y = ½ seçelim ve yerine koyalım.
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Bulduğumuz bu matematik ifadenin olasılık olarak anlamını yazalım. İlk olarak bunun bir olasılık yoğunluk fonksiyonu olabileceğini gösterelim.


[image: image234.wmf](

)

(

)

1

2

1

/

1

0

1

0

2

2

1

=

+

=

+

Þ

=

ò

ò

¥

¥

-

x

x

dx

x

dx

y

x

f

x


Örneğin x = 0,2 ya da x = 0,7 için bu ifade ne anlam taşır? Bunu anlamak için Sürekli Olasılık Dağılımları için önceden verdiğimiz bilgileri hatırlayalım ve yazalım.  
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Görüldüğü gibi bir olasılık değeri bulduk! Ama neyin olasılığı? 

Kesikli olasılık dağılımlarının aksine sürekli olasılık dağılımları için f(x.y) nin temsil edeceği bir fiziksel olay bulmak zordur ve bu yüzden hemen her zaman düzlem üzerindeki bir noktanın hangi bölgede bulunması olasılığı problemine başvurulur. Biz de öyle yapalım ve bir şekil çizelim.


[image: image237]
Bu şekle bakarak yukarıda bulduğumuz olasılık değerlerine ‘geometrik’ bir anlam kazandırabiliriz.

B; 0 ( x ( 1, 0 ( y ( 1  bölgesinde f(x,y) = x + y Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu kabul edildiğine göre ve her f(x,y) = x+y bu bölgedeki bir noktayı temsil ediyorsa.

Rasgele, fakat y( ½ olacak biçimde, seçilen bir f(x,y) = x+y noktasının:

B bölgesinin alt yarımında bulunma olasılığı: P[(X( x=1),(Y=y( 1/2)] = 1

B1 bölgesinde bulunma olasılığı: P[(X( x=0,2),(Y=y( 1/2)] = 0,12

B1+B2 bölgesinde bulunma olasılığı: P[(X( x=0,7),(Y=y( 1/2)] = 0,595
2. Bir Sürekli Birleşik Olasılık Dağılım Fonksiyonu şekilde gösterilen B bölgesinde f(x,y)=s(2x+3y) değerini ve B dışındaki her yerde f(x,y) = 0 değerini almaktadır. s değerini bulunuz.  fx  ve fy  fonksiyonlarını hesaplayınız.
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Buna göre f(x,y) =(2x + 3y)/7 olarak belirlenmiştir.

Marjinal Olasılık Fonksiyonlarını hesaplayalım.
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X ve Y için değer belirlemeyi biraz ileride yapmak üzere Koşullu Olasılık Dağılımlarını hesaplayalım.
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Şimdi yukarıda verilen şekle bakarak x ve y nin değişim aralıklarını hatırlayalım.

0 (  x ( 2,  0 (  y ( 1
Şimdi örneğin X için verilen aralık içinden keyfi bir değer seçelim; X (x = 1) olsun.

Bu değer yardımı ile fy(x/y) yi daha belirli hale getirebiliriz.
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Olasılık bağıntımızı yazalım.
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Benzer bir işlemi Y için de yapabiliriz. Varsayalım ki Y(y=1) noktası için olasılık değeri bulmak istiyoruz. Buna göre:
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Bu defa fx(y/x) fonksiyonu için farklı x-. y- değerleri kullanarak benzer işlemleri yapalım. Kolaylık açısından y =1/2 seçelim.
y = 1/2 için fx(y/x) şu biçimi alacaktır.
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Olasılık bağıntımızı yazalım.
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3. Bölgemizi değiştirmeden f(x,y) fonksiyonumuzu değiştirelim ve yeni bir problem oluşturalım. Aynı B bölgesinde f(x,y)=sxy değerini ve B dışındaki her yerde f(x,y) = 0 değerini almaktadır. s değerini bulunuz.  fx(y/x)  ve fy(x/y)  fonksiyonlarını hesaplayınız. (Bu f(x,y)=sxy fonksiyonunu yukarıda farklı bir B bölgesinde incelemiştik.)
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Buna göre f(x,y) = xy dir.

Şimdi Marjinal Olasılık Fonksiyonlarını hesaplayalım.
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Koşullu Olasılık Değerlerini hesaplayalım.
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Bulduğumuz sonuç ilginç: fx(x) = fy(x/y) ve fy(y) = fx(y/x) çıktı. Biraz aşağıda bu sonucun nedenini açıkça göreceğiz.

Bu örnekten yararlanarak yukarıda verdiğimiz şu bağıntıyı da uygulayalım.
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Koşullu Beklenen Değer / Koşullu İstatistik Ortalama: 

Kesikli Olasılık Problemlerinde olduğu  gibi burada da elimizde:  ‘f(x/y=st) biçiminde ifade edilmiş, yalnızca x-e bağlı ve -( <x<( aralığında tanımlanmış ve 
[image: image258.wmf](

)

ò

¥

¥

-

=

=

1

/

dx

st

y

x

f

 olduğunu bildiğimiz’ yeni bir fonksiyon var. Bu fonksiyon Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu koşullarını sağlamaktadır. Şu halde bu fonksiyon için de bir Beklenen Değer/İstatistik Ortalama tanımlayabiliriz.
Kuşkusuz bu biçimde elde ettiğimiz büyüklükler  fx(x/y=st) için tanımlanmış olacağından Belirli bir y=st. değeri için Koşullu Beklenen Değer / Koşullu İstatistik Ortalama adını alacaktır.
Benzer biçimde f(x/y=st) fonksiyonu için Koşullu Değişkenlik (Koşullu Varians) tanımını da yapabiliriz. Her zaman belirttiğimiz gibi f(x/y=st) fonksiyonunun integre edilebilir olduğunu kabul ediyoruz.
Artık bu tanımları Sürekli ‘Koşullu’ Olasılık Dağılımları için aşağıdaki gibi yazabiliriz.
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Benzer tanımları fy(y/x) için de yapabileceğimiz açıktır; bunları da yazalım.
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Yukarıda çözdüğümüz f(x,y) = x + y , B: 0 ≤ x ≤1    0 ≤ y ≤ 1 problemini tekrar ele alalım ve hesapladığımız Marjinal Olasılık Fonksiyonlarını ve Koşullu Olasılık Değerlerini yazalım.
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Şimdi bu f(x,y) = x + y , B: 0 ≤ x ≤1    0 ≤ y ≤ 1 fonksiyonu için İstatistik Ortalama ve Değişkenlik değerlerini hesaplayalım. Tanım ifadelerine göre x- ve y- yi bütün bölgeyi kapsayacak biçimde seçmek zorundayız. Dolayısı ile x = 2, y = 1 alarak devam edebiliriz. 
Buna göre:
y = 1     (      
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x = 2  (     
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Bu işlemleri, şimdi de, önceden ele aldığımız diğer örnek olan 
 f(x,y) = xy (0 ( x ( 2, 0 ( y ( 1) 
için tekrarlayalım.

Bu olasılık dağılımı için Marjinal Olasılık Fonksiyonlarını ve Koşullu Olasılık Değerlerini hesaplamıştık.
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Bu fonksiyon için Koşullu Beklenen Değer ve Koşullu Değişkenlik büyüklüklerini hesaplayalım.
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Bağımsız Rasgele Değişkenler:
Kesikli Olasılık Fonksiyonları için verdiğimiz kuralı anımsayalım.
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Sürekli Olasılık Fonksiyonları için benzer kuralı hemen yazabiliriz.
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Bir örnek yapalım.

1. 
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biçiminde yazılabileceği açıktır. O halde X(x) ve Y(y) olaylarının Olasılık değerleri birbirinden bağımsız olarak değişecektir.

Öncelikle marjinal olasılıkları hesaplayalım.
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Koşullu Olasılık Fonksiyonlarını bulalım.
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2. Yukarıda incelediğimiz bir problemi yeniden ele alalım.

B:  0 ( x ( a , 0 ( y ( a=(2 ,  y ( (a-x) bölgesinde f(x,y) = 1
B:  0 ( x ( a , 0 ( y ( a=(2 ,  y ( (a-x) bölgesinin dışında f(x,y) = 0

Marjinal ve Koşullu Olasılıkları hesaplayalım.
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X(x) ve Y(y) fonksiyonlarının birbirinden bağımsız olduğu zaten apaçık. Ancak bu sonuçlar da bunu onaylıyor.

Aşağıdaki paragrafta bu f(x,y) fonksiyonunun Kovaryansını hesaplayacağız ve bağımsızlığını bir defa daha göstereceğiz.

Kovaryans (Eşdeğişkenlik):
Aynen Kesikli Olasılık Fonksiyonlarında yaptığımız gibi Sürekli Olasılık Fonksiyonları için de bağımlılık biçimini sorgulayabiliriz. Doğal olarak aynı bağıntıları sürekli değişim için değiştirerek kullanacağız,

Temel bağıntılarımızı yazalım.
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Şimdi bu tanımı X(s) ve Y(s) rasgele değişkenlerinin ikisini birden kullanarak genişletelim.
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Bu ifadeyi sürekli olasılık problemleri için yazalım.
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Artık bazı örnek problemler yapabiliriz.

1. Yukarıdaki bir örnekten devam edelim.
B:  0 ( x ( a , 0 ( y ( a=(2 ,  y ( (a-x) bölgesinde f(x,y) = 1
B:  0 ( x ( a , 0 ( y ( a=(2 ,  y ( (a-x) bölgesinin dışında f(x,y) = 0

biçiminde tanımladığımız Birleşik Olasılık Fonksiyonu için Marjinal ve Koşullu Olasılık Fonksiyonlarını aşağıdaki gibi bulmuştuk.
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Şimdi İstatistik Ortalama Değerlerini hesaplayalım.
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Bu değerleri Eşdeğişkenlik (Kovaryans) ifadesinde yerine koyarak integrayonu yapalım.
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2. Yine yukarıdaki örneklerden birini alalım.

B:  2 ( x ( 5 , 3 ( y ( 5  bölgesinde f(x,y) = 1/6
B:  2 ( x ( 5 , 3 ( y ( 5  bölgesinin dışında f(x,y) = 0
Bu problem için Marjinal ve Koşullu Olasılık Fonksiyonlarını hesaplayalım.
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Şimdi İstatistik Ortalama ve Eşdeğişkenlik (Kovarians) Değerlerini hesaplayalım.
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İntegralimizi de hesaplayalım.
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Kovaryans ifadesinde bunları yerine koyalım.
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3. Yine önceki problemlerimizden birini yeniden ele alalım.
Bir Birleşik Sürekli Olasılık Dağılımı  
B: 0 ≤ x ≤1    0 ≤ y ≤ 1  bölgesinde  f(x,y) = x + y 
olarak tanımlanmıştır. Aynı problemi çözünüz.

Marjinal Olasılık Fonksiyonlarını hesaplayalım.
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Koşullu Olasılık Fonksiyonlarını tanımlayalım.
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Açıkça görülüyor ki bu f(x,y) Birleşik Olasılık Fonksiyonu için Cov(X,Y) değeri hem x- ve hem de y- ye bağlı. Dolayısı ile X(x) ve Y(y) nin birbirinden bağımsız olduğu söylenemez. Bu bağımlılığın biçimi için ne yapabileceğimizi biraz aşağıda göreceğiz. 
Korrelasyon (Eşbağımlılık):
Önceki paragraflarda yaptığımız gibi Kesikli Olsılık Dağılımları için bulduğumuz temel bağıntıyı şimdi Sürekli Olasılık Dağılımları için tekrar yazalım.
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Bu formüldeki büyüklüklerin tamamını Sürekli Olasılık Dağılımları için tanımlamıştık. O halde burada yalnızca örnek vermekle yetinebiliriz.

1. Yukarıdaki bir örnekten devam edelim.

B:  0 ( x ( a , 0 ( y ( a=(2 ,  y ( (a-x) bölgesinde f(x,y) = 1
B:  0 ( x ( a , 0 ( y ( a=(2 ,  y ( (a-x) bölgesinin dışında f(x,y) = 0
Bu örnekle ilgili olarak
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değerlerini hesaplamıştık. Şimdi V(X/Y) ve V(Y/X) değerlerini bulalım.
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Bulduklarımızı Korrelasyon ifadesinde yerine koyalım.
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2. Bu işlemleri, şimdi de, önceden ele aldığımız diğer örnek olan 
 f(x,y) = xy (0 ( x ( 2, 0 ( y ( 1) 
için tekrarlayalım.

Bu fonksiyon için Koşullu Beklenen Değer ve Koşullu Değişkenlik büyüklüklerini hesaplamıştık.
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Şimdi önce Cov(X,Y) ve sonra Cor(X,Y) değerlerini bulacağız. Bu amaçla önce µxy integralini hesaplayalım.
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Aslında bu noktada sonuç belli olduysa da sırf formüllerimizi uygulamak açısından işlemimize devam edelim.
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3. Biraz farklı bir örnek yapalım.
B bölgesini şöyle seçelim. 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2x (Şekildeki üçgen) 

Olasılık fonksiyonumuzu da şöyle seçelim 
B: bölgesinde f(x,y) = 1,  B: bölgesi dışında  f(x,y) = 0
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Önce Marjinal Olasılık Fonksiyonlarını sonra da Koşullu Olasılık Fonksiyonlarını bulalım.
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Şimdi Koşullu Beklenen Değerleri ve Varians değerlerini hesaplayalım.
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Oldukça karmaşık bir ifade bulduk. Bunu işlemleri yaparak kısaltma yoluna gitmeyeceğiz ve bu problemdeki f(x,y) Birleşik Olasılık Fonksiyonu içinde yer alan X(x) ve Y(y) fonksiyonlarının bağımsız olmadıklarını söylemekle yetineceğiz.
Artık Cor(X,Y) değerini hesapşamamızın bir anlamı yok; ancak örnek oluşturması açısından Varyans ifadelerini de bulalım.
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.
KOVARYANS(EŞDEĞİŞKENLİK ve KORRELASYON(EŞBAĞIMLILIK) YORUMU:
Yukarıda gerk kesikli gerekse sürekli olasılık fonksiyonları için çeşitli Cov(X,Y) ve Cor(x,Y) değerleri hesapladık fakat bunlarla ilgili herhangi bir yorum yapmadık. Şimdi bu konuda bir kaç şey söyleyeceğiz.

Bölüm sonundaki ekte çok basit bir Regresyon Analizi özeti verilmiştir. Orada Korelasyon Katsayısının nasıl bulunduğu ve anlamı açıklanmaktadır. Kuşkusuz Korelasyon katsayısının hangi değerleri aldığı zaman ne anlam taşıdığı bu açıklamalardan kolayca anlaşılabilir. Burada o sonuçların, pratikteki kullanımı açısından, kısa bir özet sunulacaktır.
Ancak daha önce çok önemli bir noktaya dikkat çekmemiz gerekiyor.

· Regresyon Eki’ndeki Korelasyon Katsayısı doğrudan X(x) ve Y(y) değerlerinin kendileri kullanılarak hesaplanmaktadır.

· Buna karşılık yukarıdaki Kesikli ve Sürekli Olasılık Fonksiyonları için yapılan Regresyon hesaplamalarında X(x) ve Y(y) fonksiyonları bir takım olaylarla ilgili Olasılık Dağılımlarını temsil etmektedir. Yani buradaki Regresyon Analizi Olasılıkların Mukayesesi biçiminde algılanmalıdır.

Şimdi Cor(X,Y) nin değerlerinin nasıl yorumlanacağı ile ilgili kısa bir özet verebiliriz.

· Cor(X,Y) = 1 halinde verilen X ve Y değerleri arasında tam lineer regression vardır. Yani uygun (0 ve (1 değerleri hesaplanarak X ve Y değerlerinin yer aldığı Y = (0 + (1X doğrusu bulunabilir. Ayrıca bu doğruyu bulmaksızın da X değerleri artarken Y değerlerinin arttığını ya da X değerleri azalırken y değerlerinin de azaldığını hemen söyleyebiliriz.

· Cor(X,Y) ( 1 halinde yaklaşık lineer regression vardır ve verilen X, Y noktalarına yakın bir Y = (0 + (1X doğrusu bulunabilir. X ve Y değerlerinin birlikte artıp azalacağı söylenebilir.

· Cor(X,Y) = 0 halinde verilen X ve Y değerleri arasında lineer bir regression yoktur. Yani bu X ve Y değerleri ya birbirlerinden bağımsızdırlar ya da lineer olmayan bir bağımlılıkları vardır.

· Cor(X,Y) ( 0 halinde r = 0 hali için söylediklerimiz yaklaşık olarak geçerlidir.

· Cor(X,Y)  = -1 halinde y = (0 + (1x doğrusu bu x,y noktalarını taşıyacak şekilde bulunabilir fakat X ve Y değerlerinin değişim yönleri zıttır. Yani biri artarken diğeri azalır.

· Cor(X,Y)  ( -1 halinde yaklaşık lineer regression vardır; X ve Y nin değişimleri zıt yönlüdür.
EK: REGRESYON ve EN KÜÇÜK KARELER YÖNTEMİ:
Bu bölümde Regresyon analizinden ve bu analizin en yaygın yöntemi olan En Küçük Kareler Yönteminden söz edeceğiz.

Regresyon sözünün günlük hayatta kullanılan sözlük anlamı ‘Mevcut halden –genelde bir veya bir kaç bakımdan daha kötü ya da basit olan – bir diğer hale dönmek’ biçimindedir. Ancak bu kelime değişik bilim dallarında değişik ve somut başka anlamlar kazanmıştır. İstatistiğin de aralarında yer aldığı matematiksel bilimlerde bu kelime şu anlamı taşımaktadır:

Bir (Oxy) düzleminde verilmiş sonlu sayıda (xi, yi) noktalarının dağılım karakterini belirleyecek bir eğriyi en az hata ile belirlemek.
Hemen görülebildiği gibi Regresyon Problemi bir ‘Eğri Uydurma’ problemidir.

Eğri Uydurma problemi ile ilgili olarak genel matematik bilgimizi kısaca özetleyerek başlayalım.

Önce şunu belirtelim. Bir deney ya da gözlem sonucu n adet (xi,yi) noktası elde ettiğimizi düşünelim. Örneğin n çocuğun boylarını (xi) ve ağırlıklarını (yi) ya da n değişik yükseklikten (xi) attığımız bir cismin yere düşme süresini (yi) ölçtüğümüzü düşünebiliriz. Aradığımız, bu ikili (xi,yi) ölçümlerimizi (Oxy) düzleminde temsil edecek en iyi eğriyi bulmaktır. 
Düzlemde herhangi iki nokta [yani örneğin (x1,y1) ve (x2,y2)] verildiğinde bu iki noktayı her zaman bir doğru ile birleştirebileceğimizi biliyoruz ve bunu ‘İki nokta bir doğru belirler’ biçiminde ifade ediyoruz.
Düzlemde herhangi üç nokta verildiğinde bu noktalardan geçecek eğrinin ikinci mertebeden bir polinom olduğunu ve bu polinomun katsayılarının kolaylıkla hesaplanabileceğini de biliyoruz.
Yine biliyoruz ki n adet nokta verildiğinde (n–1) nci mertebeden bir polinomla bu noktaları temsil edebiliriz. Tabii bu defa (n-1) nci mertebeden bir polinomun katsayılarını belirlememiz gerekiyor ki ne yazık ki n ≥ 3 olduğunda bu, pek o kadar kolay bir işlem değildir. Üstelik bazı problemlerde bu polinomlara ulaşmak da mümkün olmayabilir.
Deney ya da gözlemlerimizin sonucu doğal olarak hemen daima onlarca hattâ yüzlerce (xi,yj) noktası bulmayı bekleriz ve artık aradığımız şey bu noktaların hepsinden geçen değil hepsine en yakın olabilecek eğriyi bulmaktır. Bu işleme Regresslon Analizi diyoruz.
İşte GAUSS, LEGENDRE ve LAPLACE gibi büyük matematikçilerin adıyla ilişkilendirilen EN KÜÇÜK KARELER YÖNTEMİ yaklaşık 200 yıldan beri bu amaçla kullanılmaktadır.

EN KÜÇÜK KARELER YÖNTEMİ:
Aşağıda bu yöntemi en basit biçimi ile ele alacağız ve

 verilen n adet (xi,yj) noktalarına en yakın doğruyu 

belirlemeye çalışacağız.

Bu amaçla bir Oxy eksen takımı çizelim verilen n adet noktadan herhangi ikisini, örneğin N1 ve N2 noktalarını, aradığımız y = (0 + (1x  doğrusu ile birlikte gösterelim.

[image: image347]
N1(x1,y1) noktasından x- eksenine indirdiğimiz dikmenin y = (0 + (1x doğrusunu kestiği noktayı N1’(x1,y1’) olarak ve N2(x1,y2) noktasından x- eksenine indirdiğimiz dikmenin yine y = (0 + (1x doğrusunu kestiği noktayı N2’(x1,y2’) olarak adlandıralım.
Şimdi problemimizi net bir şekilde açıklayabiliriz. y = (0 + (1x doğrusunu öyle bir biçimde yerleştirelim ki, yani (1 ve (2 yi öyle belirleyelim ki,  y1 – y1’ , y2 – y2’ , y3 – y3’ , ..., yn – yn’ uzaklıkları minimum olsun.
Şekilden açıkça görülüyor ki bu yi – yi’ uzunluklarının kimisi pozitif kimisi negatif; öyleyse bu büyüklükler yerine daima pozitif kalacak (yi – yi’)2 değerlerini kullanmamız daha mantıklı olacaktır.

Dikkat etmemiz gereken diğer bir nokta bu yi ve  yi’ aynı xi apsis değerine sahip olması ve dolayısı ile 
yi’ = (0 - (1xi  ( yi - yi’ = yi – ((0 - (1xi) 

yazılabileceğidir. 
Artık aşağıdaki ifadeyi yazabiliriz.
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Burada R2 bizim minimum yapmak istediğimiz ‘yi–yi’ uzunluklarının kareleri toplamını’ temsil etmektedir ve xi , yi bilindiğine göre yalnızca (0 ile (1 parametrelerine bağlı iki serbest değişkenli bir fonksiyondur.
Şu halde R2 büyüklüğünün minimum değerini, bu fonksiyonun (0 ile (1 değişkenlerine göre alınmış kısmi türevlerini sıfıra eşitleyerek ve bu koşullar altında (0 ile (1 değerlerini bularak elde edebiliriz.

Türev alma işlemini yapalım.
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Bu ifadeleri daha basit yazalım.
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Toplama işlemlerini basitleştirelim ve elimizdeki bu iki denklemi (0 ile (1 bilinmeyenleri için iki denklemli bir sistem oluşturacak şekilde yeniden yazalım.
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Bu probleme başlarken bize n adet noktanın (xi , yi) değerlerinin verildiğini kabul etmiştik; o halde bu denklemlerde köşeli parantez içinde gördüğümüz büyüklükler ve n  bilinmektedir ve hemen hesaplanabilen sabit sayılardır.
Bu iki bilinmeyenli, iki lineer cebirsel denklemden oluşan sistemi matris formunda yazalım.
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Bu sistemin çözümünü, CRAMER Yöntemini kullanarak, hemen yazabiliriz.

Önce Katsayılar Determinantının ( değerini hesaplayalım.
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Açıkça görülüyor ki bütün xi değerleri sıfır olmadıkça ( ≠ 0 geçerlidir ve bu denklemlerin çözümü vardır.
Şimdi (0 ve (1 değerlerini yazalım.
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Bu formülleri, iyi bildiğimiz ortalama değer yani  
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 ifadelerini kullanarak biraz daha basitleştirebiliriz ve son biçimini verebiliriz.
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Böylece y = (0 + (1x doğrusunun denklemini yazmakta kullanabileceğimiz (0 ve (1 değerlerini elde ettik. Biliyoruz ki  (0  bu doğrunun y- eksenini kestiği noktadır ve bizim açımızdan daha az önemlidir; buna karşılık (1 bu eğrinin, x- eksenine göre, eğimini belirlemektedir ve bir az daha yakından incelemeyi gerektirmektedir,

Çünkü y = (0 + (1x denklemi yardımıyla bulunan yi değerleri, verilen xi değerleri ile

· (1 > 0 ise birlikte,
· (1 = 0 ise bağımsız,

· (1 < 0 ise ters yönde

hareket edecektir.

Diğer sözlerle y = (0 + (1x doğrusunun verilen (xi , yi ) noktalarını ne kadar iyi temsil edebileceğinin ölçüsü (1 değeridir.
Şimdi bir kaç örnek problem yardımı ile konuyu daha iyi anlamaya çalışalım.

1. İlk örnek olarak örneğin y = 2 + 3x doğrusu üzerinde bulunduğunu bildiğimiz şu noktaları seçelim.

	x
	0
	1
	3
	4
	7

	y
	2
	5
	11
	14
	23


Şimdi varsayalım ki bu (x.y) çiftleri bir dizi deney sonucunda elde edilmiştir ve biz bu x-, y- serilerinin en iyi hangi y = (0 + (1x doğrusu ile temsil edilebileceğini araştırmaktayız.

Kuşkusuz ilk yapacağımız işlem ( x  ve ( y değerlerini hesaplamak olacaktır.
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Şimdi (0 ve (1 değerlerini hesaplamamız lazım. İkisinin de paydaları aynı olduğuna göre bunu ve iki ifade de yer alan (xiyi değerini bulalım.
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(0 değerini bulalım.
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(1 değerini bulalım.
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Böylece zaten bildiğimiz y = 2 + 3x doğrusunu elde etmiş olduk.
2. Şimdi aynı problemi biraz değiştirerek yeniden çözelim. Bu defa aynı doğrunun üzerindeki bu noktaları rasgele değiştirelim.

	x
	0
	1
	3
	4
	7

	y
	3
	5
	13
	12
	21


Aynı problemi çözeceğiz; yani bu x-, y- serilerinin en iyi hangi y = (0 + (1x doğrusu ile temsil edilebileceğini araştırmaktayız.

Kuşkusuz yine ilk yapacağımız işlem ( x  ve ( y değerlerini hesaplamak olacaktır.


[image: image366.wmf][

]

[

]

10,8

21

12

13

5

3

5

1

1

3

7

4

3

1

0

5

1

1

1

1

=

+

+

+

+

=

=

=

+

+

+

+

=

=

å

å

n

i

n

i

y

n

y

x

n

x


Yukarıdaki gibi devam edelim.
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(0 değerini bulalım.
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(1 değerini bulalım.
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Böylece y = 3,1 + 2,566x biçimindeki regression doğrusunun denklemini elde ettik. Bu denlemden yararlanarak yeni y- değerlerimizi bulalım ve verilen (x,y) değerlerimizle birlikte tabloladıktan sonra bir grafikte gösterelim.
	x
	y(verilen)
	y(regres)

	0
	3
	0

	1
	5
	5,666

	3
	13
	10,798

	4
	12
	13,364

	7
	21
	21,062
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(Tabloda penbe renkle gösterilen regression doğrusu, nokta-nokta çizildiği ve y(regression) değerleri hesaplanırken 77/30 ( 2,566 yaklaşık değeri kullanıldığı için kırık çizgi biçiminde görünmektedir.)
Yukarıdaki çalışmamızda REGRESSİON Doğrusu’nun eğimini göstermek için kullandığımız (1 herhangi bir gerçel sayı olabilir yani sınırsız büyüyebilir. Bu nedenle (1 yerine onunla aynı biçimde değişen fakat sınırlı büyüklükte kalan bir katsayı tanımlamaya çalışacağız.
Bu amaçla şimdi önceden de yaptığımız gibi şu ifadeyi inceleyelim. 
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Benzer işlemi y- doğrultusunda da yapabiliriz.
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Bunlara bakarak şunu deneyelim.
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Hemen görüyoruz ki 
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dir. Ancak bunun yerine bu büyüklüğü (x/(y ile çarparak bulduğumuz 
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büyüklüğü, gösterilebilir ki, bizim için daha önemli bir ölçek oluşturur. Bu nedenle bu r2 değerine KORRELASYON KATSAYISI  adını veririz.
Korrelasyon Katsayısının iki önemli özelliği var. Bunları kısaca açıklayalım.

11. Biraz uzunca bir matemetiksel işlem yardımıyla gösterilebilir ki r2 sınırlı bir büyüklüktür ve -1≤  r ≤ 1 aralığında değişmektedir.

12. r nin bu aralıkta aldığı değerlere göre aşağıdaki sonuçları, aynı yukarıda (1 için söylediğimiz gibi, hemen yazabiliriz.

· r = 1 halinde verilen x ve y değerleri arasında tam lineer regression vardır. Yani uygun (0 ve (1 değerleri hesaplanarak x ve y değerlerinin yer aldığı y = (0 + (1x doğrusu bulunabilir. Ayrıca bu doğruyu bulmaksızın da x değerleri artarken y değerlerinin arttığını ya da x değerleri azalırken y değerlerinin de azaldığını hemen söyleyebiliriz.
· r  (  1 halinde yaklaşık lineer regression vardır ve verilen x, y noktalarına yakın bir y = (0 + (1x doğrusu bulunabilir. x ve y değerlerinin birlikte artıp azalacağı söylenebilir.

· r  =  0 halinde verilen x ve y değerleri arasında lineer bir regression yoktur. Yani bu x ve y değerleri ya birbirlerinden bağımsızdırlar ya da lineer olmayan bir bağımlılıkları vardır.

· r  (  0 halinde r = 0 hali için söylediklerimiz yaklaşık olarak geçerlidir.

· r  = -1 halinde y = (0 + (1x doğrusu bu x,y noktalarını taşıyacak şekilde bulunabilir fakat x ve y değerlerinin değişim yönleri zıttır. Yani biri artarken diğeri azalır.

· r  ( -1 halinde yaklaşık lineer regression vardır; x ve y nin değişimleri zıt yönlüdür.

Şimdi bir kaç örnek daha çözerek bu son açıklamalarımızı da irdeleyelim.

3. Aşağıdaki x ve y değerlerine regression analizini uygulayınız.

	x
	0
	0,2
	0,4
	0,6
	0,8
	1
	1,2
	1,4
	1,6
	1,8
	2

	y
	3
	2,408
	1,864
	1,416
	1,112
	1
	1,128
	1,544
	2,296
	3,432
	5


Hesaplar aşağıdaki tabloda özetlenmiştir,
	     x
	 y(verilen)
	x*x
	y*y
	x*y
	y(bulunan)

	0
	3
	0
	9
	0
	1,488

	0,2
	2,408
	0,04
	5,798464
	0,4816
	1,7304

	0,4
	1,864
	0,16
	3,474496
	0,7456
	1,9728

	0,6
	1,416
	0,36
	2,005056
	0,8496
	2,2152

	0,8
	1,112
	0,64
	1,236544
	0,8896
	2,4576

	1
	1
	1
	1
	1
	2,7

	1,2
	1,128
	1,44
	1,272384
	1,3536
	2,9424

	1,4
	1,544
	1,96
	2,383936
	2,1616
	3,1848

	1,6
	2,296
	2,56
	5,271616
	3,6736
	3,4272

	1,8
	3,432
	3,24
	11,77862
	6,1776
	3,6696

	2
	5
	4
	25
	10
	3,912

	11
	24,2
	15,4
	68,22112
	27,3328
	

	1
	2,2
	
	
	
	(n=11)


	Delta=c85-n*c86^2
	4,4
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	Beta0=(b86*c85-a86*e85)/Delta
	1,488

	Beta1=(e85-n*a86*b86)/Delta
	1,212
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Grafikten hemen görülebileceği gibi bulduğumuz

y = 1,488 + 1,212x 
doğrusu verilen y değerlerine hiç de iyi bir yaklaşım sağlamamaktadır. Çünkü verdiğimiz noktalar, özellikle, üçüncü mertebeden bir polinom denklemi, yani
y = x3 + 2x + 3
ifadesi kullanılarak elde edilmiştir. Dolayısı ile bir tek doğru ile bu problemi çözmeye kalkmamız gorünen hatayı doğurmuştur.

Böyle durumlarda başvurabileceğimiz iki ayrı yol var. Şimdi bunları kısaca özetleyelim.

I. Polinom/Üstel-Logaritmik Fonksiyon Regressionu:
Bu yöntemde en başta yazdığımız:
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ifadesini yaklaşım fonksiyonumuzu daha genel bir biçimde seçerek:

yhesaplanan =  f((0 , (1x , (2x2 , ...)
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biçiminde sonlu fakat istediğimiz sayıda ( kullanarak yeniden yazabilir ve bütün ( lar için ayrı ayrı türev alarak işlemleri yukarıdakine benzer biçimde sonuçlandırabiliriz.

II. Çoklu Doğrusal Regression:
Verilen problemin, mümkünse, grafiğine bakarak y(x) eğrisinin farklı parçalarına farklı doğrularla yaklaşmak denenebilir. Yukarıdakine nazaran daha kolay olan bu yöntemi elimizdeki probleme uygulayarak açıklayalım.
y = y(x) eğrisini 0 ≤ x ≤ 1 ,  1 ≤ x ≤ 2 aralıklarında verilmiş iki ayrı eğri gibi düşünelim ve her ikisi için yukarıda izlediğimiz yolu uygulayalım. 

Hesaplamalar aşağıdaki tablolardadır ve sonuçların grafikleri de çizilmiştir.
	     x
	 y(verilen)
	x*x
	y*y
	x*y
	y(bulunan)

	0
	3
	0
	9
	0
	2,824

	0,2
	2,408
	0,04
	5,798464
	0,4816
	2,4144

	0,4
	1,864
	0,16
	3,474496
	0,7456
	2,0048

	0,6
	1,416
	0,36
	2,005056
	0,8496
	1,5952

	0,8
	1,112
	0,64
	1,236544
	0,8896
	1,1856

	1
	1
	1
	1
	1
	0,776

	3
	10,8
	2,2
	22,51456
	3,9664
	

	0,5
	1,8
	
	
	
	


	
	Delta=c126-6*a127*a127
	
	
	0,7

	Beta0=(b127*c126-a127*e126)/l119
	2,824

	Beta1=(e126-6*a127*b127)/l119
	-2,048


	x
	y(verilen)
	x*x
	y*y
	x*y
	y(bulunan)

	1
	1
	1
	1
	1
	0,424

	1,2
	1,128
	1,44
	1,272384
	1,3536
	1,2144

	1,4
	1,544
	1,96
	2,383936
	2,1616
	2,0048

	1,6
	2,296
	2,56
	5,271616
	3,6736
	2,7952

	1,8
	3,432
	3,24
	11,77862
	6,1776
	3,5856

	2
	5
	4
	25
	10
	4,376

	9
	14,4
	14,2
	46,70656
	24,3664
	

	1,5
	2,4
	
	
	
	


	
	     Delta=c1366*a137*a137
	
	
	0,7

	Beta0=(b137*c136-a137*e136)/l132
	-3,528

	Beta1=(e136-6*a137*b137)/l132
	3,952
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Yaptığımız çalışmanın sonucunda y = x3 + 2x + 3 eğrisine:

0 ≤ x ≤ 1 aralığında y = 2,824 – 2,048x ,   

1 ≤ x ≤ 2 aralığında y =-3,528 + 3,952x

doğru parçaları ile önceklnden daha iyi bir yaklaşım eide ettiğimz açıktır.
Aslında bu örnek bize Regression Analizi’ nin en önemli özelliklerinden birini de göstermektedir. Bu özelliği şöylece özetleyebiliriz.

‘Regression Analizi verilen (x,y) noktaları için y- nin x- e göre değişiminin genel karakterini belirler; nokta nokta bilgi veren bir çalışma değildir.
Nitekim y = x3 + 2x + 3 eğrisi için bulduğumuz ilk yaklaşım bize, 0 ≤ x ≤ 2 aralığında   x- artınca y- nin de arttığını söylerken ikinci yaklaşımımız, x- artınca 0 ≤ x ≤ 1 aralığında y- nin azaldığını ve 1 ≤ x ≤ 2 aralığında y- nin arttığını söylemektedir.
Kuşkusuz her iki ifade de regression anlamında geçerlidir.

Regression Analizi, önemi dolayısı ile matematiğin son derece geliştirilmiş bir konusudur. Ancak yukarıda verdiğimiz bilgi, ve Doğru Uydurma anlamına gelen Lineer Regression Yöntemi, basitliği dolayısı ile, günümüzde de halâ en çok kullanılan yöntemdir.
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