6. ADİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN SAYISAL ÇÖZÜMÜ:

6.1. GİRİŞ:
Bu bölümde, önceki bölümlerde incelediğimiz yöntemleri geliştirerek Adi diferansiyel denklemlerin çözümlerinde kullanılabilecek bazı Sayısal Analiz Yöntemlerini ele alacağız. Kuşkusuz burada verilecek bilgiler, önceki ve bundan sonraki bölümlerde olduğu gibi, aslında çok geniş ve derin olan genel probleme ancak bir başlangıç niteliğinde olacaktır.
Öncelikle Adi Diferansiyel Denklem Kavramını, kısaca, hatırlayalım.

Tek değişkenli bir (veya birkaç) bilinmeyen fonksiyonun türevlerini içeren tek (ya da fonksiyon sayısı kadar) denkleme Adi Diferansiyel Denklem (ya da Sistemi) adını veriyoruz.
Tek denklem halinde en yüksek mertebeli türev denklemin mertebesini belirler; denklem sistemi halinde ise en yüksek mertebeli denklemin mertebesi sistemin mertebesi olarak kabul edilir.
Genel olarak ele alındığında yüksek mertebeden bir adi diferansiyel denklem (ya da sistem) yeni bağlı değişkenler eklenerek mertebesi (ya da mertebeler toplamı) sayısında birinci mertebeden denklemlerden oluşmuş bir denklemler sistemine indirgenebilir. Dolayısıyla bazen adi diferansiyel denklemlerin incelenmesinde yalnızca birinci mertebeden denklemlerin (ya da sistemlerin) ele alınması yeterli imiş gibi bir algılama ile karşılaşırız. Aslında birinci mertebeye indirgeme bazı hallerde gerçekten kolaylık sağlasa da her zaman bir avantaj oluşturmayabilir. Bu nedenle aşağıda önce birinci mertebeden sonra da yüksek mertebeden denklemleri ele alacağız. Matematik modellemerde en çok karşılaştığımız ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlere de özel bir ağılık vereceğiz.

Ele alacağımız bütün diferansiyel denklemlerin çözümünün var olduğunu ve bu çözümün tek olduğunu başlangıçtan kabul edeceğiz. Bu kabul dolayısıyla denklemlerimizin doğru ilk/sınır şartları ile bir bütün oluşturduklarını yani diferansiyel denklem kavramının uygun ilk/sınır şartlarını da içerdiğini varsayacağız.
6.2. BİRİNCİ MERTEBEDEN ADİ DİFERANSİYEL DENKLEMLER:
Bu başlık altında inceleyeceğimiz adi diferansiyel denklemlerin genel biçimini şöylece ifade edebiliriz.
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Burada f(x,y) nin entegre edilebilir bir fonksiyon olduğunu varsayıyoruz. Bu şekilde ortaya konulan problemin çözümünden beklenen
 ‘Belirli bir x0 ( x=a ( xn aralığında y = y(x) değerlerini verilen denklemi her noktada sağlayacak biçimde belirlemek’
biçiminde anlatılabilir. Kuşkusuz bunun yapılabilmesi için dy/dx e eşit olan f(x,y) fonksiyonunun entegre edilmesi gerekmektedir. Ancak önceki bölümde incelediğimiz bütün entegrasyon işlemleri ancak verilen en az iki x- değeri arasında bu işlemi gerçekleştirmektedir. Şu halde, x0 ( x=a ( xn aralığında x = a noktasını başlangıç kabul etsek bile –ki öyle yapacağız- entegrasyon işlemini yapabilmemiz için y = y(x) değerini bildiğimiz, en az, ikinci bir noktaya ihtiyacımız var. Şu halde diferansiyel denklem çözümünde iki ayrı işlem gerçekleştirmek zorundayız. Önce x=a noktasında bize verilmiş olan y(a) değeri ile birlikte, entegrasyon işleminde kullanılmak üzere, x=a civarındaki bir x=b noktasındaki y = y(b) değerini tahmin edeceğiz. Sonra bu [a,b] aralığında entegrasyon işlemini gerçekleştirirken y(b) değerini de yeniden belirleyeceğiz yani düzelteceğiz.
Hemen yukarıda belirttiğimiz gibi entegrasyon işlemi değeri bilinen en az iki nokta arasında önceki bölümde verilen formülleri kullanabilmektedir; daha doğrusu dört, beş, ve daha fazla değeri bilinen nokta kullanılmasını gerektirmektedir. Halbuki, yukarıda da belirttiğimiz gibi, Birinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklem Çözümüne başlarken elimizde yalnızca bir tek değeri bilinen nokta mevcuttur. Yani önceki bölümde verilen entegrasyon formüllerini doğrudan kullanmak mümkün değildir. Bu sebeple Birinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklem Çözümleri iki gruba ayrılır.
Başlangıç Yöntemleri: Yalnızca verilen bir tek noktayı kullanarak, yukarıda açıklandığı gibi, yeni çözüm noktalarını belirleyen ve bu noktalar için entegrasyon işlemini gerçekleştiren yöntemler. Doğal olarak bu yöntemler yavaş çalışmaktadır ve bazen de hata birikimine açık olmaktadır. Aşağıda inceleyeceğimiz EULER VE RUNGE-KUTTA Yöntemleri bunların en tanınmış örnekleridir.
Devam Yöntemleri: Başlangıç Yöntemleri yardımıyla yeteri kadar (dört, beş,...) çözüm noktası belirlendikten sonra artık önceki bölümde verilen entegrasyon yöntemlerini kullanma olanağı doğar. Tabii yine de bilinen noktalar yardımıyla yeni bir noktadaki çözümü tahmin etme ve sonra bunu düzeltme işlemi burada da aynen geçerli olacaktır. Bu yöntemler Başlangıç Yöntemlerine göre daha hızlıdır. Aşağıda inceleyeceğimiz MİLNE ve ADAMS-BASHFORD Yöntemleri de bu grubun en iyi bilinen örnekleridir.
Bu tasnifi yaptıktan sonra şu noktaya da işaret etmeliyiz. İstenirse yalnızca herhangi bir Başlangıç Yöntemi kullanılarak çözüm sonuna kadar götürülebilir. Ancak bir Başlangıç Yöntemi kullanmaksızın Devam Yöntemlerinden yararlanılamaz.  
Başlangıç yöntemi özelliği taşıyan ve en basit diferansiyel Denklemi Çözme Yöntemi olan EULER Yöntemini inceleyerek çalışmamıza başlayabiliriz.
EULER YÖNTEMİ:
EULER Yönteminin temel fikri şudur. Mademki x = a noktasında y = y(a) değeri ve yine bu noktada 
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değeri bellidir. O halde b = a + h noktasındaki y(b) değeri lineer ekstrapolasyon yapılarak
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bağıntısı yardımıyla kolayca hesaplanabilir. Bu işlemi tekrarlayarak x0 ( x=a ( xn aralığındaki bütün y(x) değerlerini hesaplayabiliriz. Burada ‘Adım Uzunluğu’ h değerini istediğimiz yaklaşım hassaslığını sağlayacak şekilde seçebiliriz.
Çok basit bir kaç örnekle yöntemi açıklayalım.
Örnek 1.:
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h = 0.5 ve h = 0.2 adım uzunluklarını seçerek EULER Yöntemini uygulayalım. 
	x (h=0.5)
	dy/dx
	yE(x)
	y=1+x2
	x (h=0.2)
	dy/dx
	yE(x)
	y=1+x2

	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	0,5
	1
	1
	1,25
	0,2
	0,4
	1
	1,04

	1
	2
	1,5
	2
	0,4
	0,8
	1,08
	1,16

	1,5
	3
	2,5
	3,25
	0,6
	1,2
	1,24
	1,36

	2
	4
	4
	5
	0,8
	1,6
	1,48
	1,64

	2,5
	5
	6
	7,25
	1
	2
	2
	2

	3
	6
	8,5
	10
	1,2
	2,4
	2,4
	2,44

	3,5
	7
	11,5
	13,25
	1,4
	2,8
	2,88
	2,96

	4
	8
	15
	17
	1,6
	3,2
	3,44
	3,56

	4,5
	9
	19
	21,25
	1,8
	3,6
	4,08
	4,24

	5
	10
	24
	26
	2
	4
	4,8
	5
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Tablo ve grafiklerde 0 ( x ( 5 aralığında dy/dx in değişimi ile birlikte EULER Yönteminin sağladığı yE(x) değerleri ve çok basit olan bu örneğin analitik entegrali yani y = 1 + x2 değerleri de yer almaktadır. Grafiklerden görüldüğü gibi h adım uzunluğunun küçülmesi gerçekten de hatayı bir ölçüde azaltmaktadır.
Hata hesabına girmezden önce bir diğer örnek problem çözelim.

Örnek 2.:
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Bu denklemin de analitik çözümünü kolayca elde edebiliriz.
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Şimdi yukarıdaki gibi h = 0.5 ve h = 0.2 alarak EULER Yöntemini uygulayalım.
	x
	y=y+h*dy/dx
	dy/dx=y/(1-x)
	y=-2/(1-x)
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	2
	2
	-2
	2
	
	
	
	

	2,5
	1
	-0,66667
	1,333333
	
	
	
	

	3
	0,666667
	-0,33333
	1
	
	
	
	

	3,5
	0,5
	-0,2
	0,8
	
	
	
	

	4
	0,4
	-0,13333
	0,666667
	
	
	
	

	4,5
	0,333333
	-0,09524
	0,571429
	
	
	
	

	5
	0,285714
	-0,07143
	0,5
	
	
	
	

	5,5
	0,25
	-0,05556
	0,444444
	
	
	
	

	6
	0,222222
	-0,04444
	0,4
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Bazı noktalarda izafi hataları hesaplayalım.

HI(x=3) = (1-0.666667)/1 = 0.333333 
HI(x=4) = (0.666667-0.4)/0.666667 = 0.4
HI(x=5) = (0.5-0.285714)/0.5 = 0.428572
Hatanın birikerek arttığı açıkça görülüyor.
	x
	y=y+h*dy/dx
	dy/dx=y/(1-x)
	y=-2/(1-x)
	
	
	
	
	
	

	2
	2
	-2
	2
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	2,2
	1,6
	-1,33333
	1,666667
	

	2,4
	1,333333
	-0,95238
	1,428571
	

	2,6
	1,142857
	-0,71429
	1,25
	

	2,8
	1
	-0,55556
	1,111111
	

	3
	0,888889
	-0,44444
	1
	

	3,2
	0,8
	-0,36364
	0,909091
	

	3,4
	0,727273
	-0,30303
	0,833333
	

	3,6
	0,666667
	-0,25641
	0,769231
	

	3,8
	0,615385
	-0,21978
	0,714286
	

	4
	0,571429
	-0,19048
	0,666667
	

	4,2
	0,533333
	-0,16667
	0,625
	

	4,4
	0,5
	-0,14706
	0,588235
	

	4,6
	0,470588
	-0,13072
	0,555556
	

	4,8
	0,444444
	-0,11696
	0,526316
	

	5
	0,421053
	-0,10526
	0,5
	

	5,2
	0,4
	-0,09524
	0,47619
	

	5,4
	0,380952
	-0,08658
	0,454545
	

	5,6
	0,363636
	-0,07905
	0,434783
	

	5,8
	0,347826
	-0,07246
	0,416667
	

	6
	0,333333
	-0,06667
	0,4
	


Yine yukarıdaki noktalarda izafi hataları hesaplayalım.

HI(x=3) = (1-0.888889)/1 = 0.111111

HI(x=4) = (0.666667-0.571429)/0.666667 = 0.142856
HI(x=5) = (0.5-0.421053)/0.5 = 0.157894
Farklı adım uzunluğu ile yapılan hesaplamalar gösteriyor ki h küçüldükçe hata azalmaktadır. Ancak h ne kadar küçük olursa olsun entegrasyon işlemi başlangıç noktasından uzaklaştıkça biriken hatalar izafi hatanın büyümesine neden olmaktadır.

EULER Yöntemi’nin Hata Analizi:
Aslında EULER Yöntemi için kullandığımız formül 
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y(x) fonksiyonunun x civarındaki TAYLOR Açınımının ‘kesilmiş biçimi’dir. Yani:
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ifadesinden elde edilmiştir. Şu halde kestiğimiz noktadan sonra gelen ilk terim Kesme Hatasının mertebesini,
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olarak belirlemektedir. Tabii bu bir adımdaki hatanın miktarıdır. Arka arkaya her adımda bu hata tekrar edildiğine göre n inci adımdaki birikmiş hata O(nh2) mertebesinde olacaktır. Diğer sözlerle bir adımdaki O(h2) büyüklüğündeki Kesme Hatamız attığımız adım sayısıyla orantılı (lineer) biçimde artmakta veya birikmektedir.
EULER Yöntemi bütün Adi Diferansiyel Denklem Sayısal Yöntemleri için başlangıç noktası olarak kabul edilebilir. Bu nedenle matematik literatüründe çok önemli bir yer tutar. Aşağıda bu yöntemin adım adım nasıl genelleştirildiğini inceleyeceğiz.
Genelleştirmeleri kolaylaştırmak için çok defa bu yöntemi şöyle yazarız.
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Bir adımdaki işlemleri de şöyle parçalara ayırırsak, aşağıdaki, genelleştirmelerde kolaylık sağlayacak bir ifade tarzı oluşturmuş olacağız.
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İyileştirilmiş EULER Yöntemi:
EULER Yöntemini şu temel denkleme dayandırdık.
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Şimdi küçük bir notasyon değişikliği yapalım ve bu denklemi şöyle yazalım.
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Bu, bizim x = a daki eğimi kullanarak bulduğumuz y(1)(b) değerimiz. Bu değeri x = b deki eğimi esas alarak bir defa daha hesaplayabiliriz. Bunu da şöyle yazalım.

 
[image: image15.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

[

]

b

y

b

hf

a

y

b

y

b

hf

a

y

dx

dy

h

a

y

h

a

y

a

1

2

,

,

+

=

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+


Böylece y(b) değeri için iki tahminimiz oldu. Bunların ikisinin ortalamasını nihai y(b) değeri olarak kullanabiliriz. Yani son y(b) değerimizi şöyle belirleyebiliriz.

[image: image16.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

h

a

y

h

a

y

h

a

y

+

+

+

=

+

2

1

2

1

 
Şimdi basit bir örnek seçerek EULER ve İyileştirilmiş EULER Yöntemleri ile çözelim.
Örnek 3.:
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Bu denklemin analitik çözümünün y = Sinx olduğunu iyi biliyoruz.
Adım uzunluğunu h = (/10 alarak çözümü tablo ve grafik halinde gösterelim.
	x
	Cosx
	y1
	y2
	y
	Sinx

	0
	1
	0
	0
	0
	0

	0,314159
	0,951057
	0,314159
	0,298783
	0,306471241
	0,309017

	0,628319
	0,809017
	0,605254
	0,560631
	0,582942941
	0,587785

	0,942478
	0,587785
	0,837103
	0,767601
	0,802352125
	0,809017

	1,256637
	0,309017
	0,98701
	0,899433
	0,943221493
	0,951057

	1,570796
	6,13E-17
	1,040302
	0,943221
	0,991761769
	1

	1,884956
	-0,30902
	0,991762
	0,894681
	0,943221493
	0,951057

	2,199115
	-0,58779
	0,846141
	0,758563
	0,802352125
	0,809017

	2,513274
	-0,80902
	0,617694
	0,548192
	0,582942941
	0,587785

	2,827433
	-0,95106
	0,328783
	0,28416
	0,306471241
	0,309017

	3,141593
	-1
	0,007688
	-0,00769
	-1,38778E-16
	1,23E-16
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Görüldüğü gibi oldukça iyi bir yaklaşım elde ettik. Aslında İyileştirilmiş EULER Yönteminin doğrudan kendisi değil fakat entegrasyon işlemini iyileştirmede açtığı yeni ufuk dolayısıyla bizim açımızdan daha önemlidir. Konuyu daha iyi anlayabilmek için bir şekil çizelim ve Basit EULER Yöntemi ile İyileştirilmiş EULER Yöntemini karşılaştırarak bundan sonra daha nasıl iyileştirmeler yapabiliriz bunu araştıralım.

Şimdi şekilden takip edelim.

Basit EULER Yönteminde x = a noktasındaki y(a) değerine, x=a noktasındaki eğimi kullanan, h.dy/dx(a) = h.f[a,y(a)] değerini ekliyoruz;  yani 
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formülünü uygulayarak y(b) değerini elde ediyoruz ve işlemimizi bu x=b ve y=y(b) değerleri ile tekrarlayarak yürütüyoruz.  

[image: image19]
Buna karşılık İyileştirilmiş EULER Yönteminde Basit EULER Yönteminin verdiği bu y(b) değerini y(1)(b) olarak adlandırıyoruz ve x = a noktasındaki y(a) değerine, bu defa da, x=b noktasındaki teğetin eğimini kullanan h.dy/dx(b) = h.f[b,y(b)] değerini ekleyerek yani
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formülünü uygulayarak y(2)(b) olarak adlandırdığımız yeni bir y(b) değeri elde ediyoruz. Böylece bulduğumuz bu iki y(1) ve y(2) değerlerinin ortalaması olan
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değerini ise nihai y(b) değeri olarak kabul ediyoruz. Bundan sonraki adımlarımızı da x=b ve bu nihai y=y(b) değerlerini kullanarak yürütüyoruz.
Bütün bunlar açıkça şekilde görülüyor. Ancak şekle biraz dikkatli bakınca şu da görülüyor: y(b) değerini bulmak için x=a ve x=b deki eğimleri ayrı ayrı kullanıp ortalama almak yerine doğrudan x=(a+b)2 noktasındaki eğimi kullanmak mümkün olmaz mı?

Şekilde kesik çizgilerle gösterdiğimiz bu yeni düşünce bizi yeni bir yönteme getirir.

Kapalı EULER Yöntemi:
Bu yöntemde, yukarıda açıklandığı gibi, x=a noktasındaki y(a) değerlerini kullanarak y(b) değerini hesaplamaya çalışacağız. Kullanacağımız formülü şöylece ifade edebiliriz.
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Birinci formülde hem 
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 değerini hesaplamak hem de bu değeri hesabımızda kullanmak istiyoruz. (Tabii istersek ikinci formülden yaralanarak bunu hemen gerçekleştirebiliriz ama bu, bizi İyileştirilmiş EULER Yöntemine geri götürür. Halbuki bizim amacımız yeni ve, bir umut, daha etkin bir yöntem geliştirmek.)
Şu halde 
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 değerini yalnızca birinci formül içinde kalarak bulmak üzere bir iterasyon yöntemi düşünelim.

1. 
[image: image26.wmf])
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değeri için 
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 değerini kabul edelim.
2. Bu değeri ilk formülde yerine koyarak 
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 değerini bulalım.
3. Yakınsama, (varsa), istediğimiz toleransı sağlayıncaya kadar
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        formülünü uygulayalım.
Bu iterasyon sonucu bulduğumuz 
[image: image30.wmf])

(

2

n

b

a

y

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

 değerini ikinci formülde kullanarak
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değerini elde edelim.
Yöntemin nasıl uygulandığını gösterebilmek amacı ile yukarıdaki ikinci problemin ilk adımını bu yöntemi kullanarak yeniden çözelim.
Örnek 4.:
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  x = 2, y = 2, 2 (  x ( 2.5, h = 0.5
İlk adım olarak y(b) = y(2.5) değerini Basit EULER Yöntemi ile bulacağız.
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Artık iterasyon işlemini başlatabiliriz.
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İterasyonu bu biçimde devam ettirebiliriz. Ancak bu hassaslığı yeterli kabul edelim ve yukarıdaki ikinci formülümüzü kullanarak y(b) değerini hesaplayalım.
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Yukarıda Örnek 2 deki aynı adım uzunluklu Basit EULER Yöntemi ile bu değeri y(2.5) = 1.0 olarak bulmuştuk. Analitik çözümün bu nokta için verdiği değer ise y(2.5) = 1.33333 idi. Görülüyor ki Kapalı EULER Yöntemi y(2.5) = 1.3296 değeri ile oldukça iyi bir yaklaşım sağlamaktadır.
Aslında İyileştirilmiş ve Kapalı EULER Yöntemleri aynı fikre dayanmaktadır. Bunu farklı bir yaklaşımla hemen gösterebiliriz. Üstelik bu yeni yaklaşım sayesinde hem hata hesabını yapma olanağımız olacak, hem de bu metodun nasıl daha da iyileştirilebileceğini görebileceğiz.
İlk adım olarak diferansiyel denklemimizi yazalım ve bunu kullanarak, hata hesaplarken sık sık yaptığımız gibi, aradığımız y(x) fonksiyonunu TAYLOR Serisine açalım.
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Buradaki altı çizili terimi hata hesabı için kullanacağız. Yani yn+1 değeri için kullanacağımız yaklaşım şöyle.
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Bunu da şu biçimde yazabiliriz.
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Bulduğumuz bu son ifadenin hem İyileştirilmiş hem de Kapalı EULER Yöntemlerinin temel ifadesi olduğu açıkça görülüyor. Dolayısıyla her iki yöntem için de hata tahminini, TAYLOR Açınımındaki altı çizili terimi kullanarak
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biçiminde hemen yazabiliriz.
Hatırlanacağı gibi Basit EULER Yöntemi için şöyle bir özet yapmıştık.
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Şimdi, İyileştirilmiş EULER Yöntemi için de benzer bir özet yapalım; birazdan göreceğiz ki özet adı altında verdiğimiz bu ifadeler daha ileri iyileştirmelerde bize çok yararlı olacak.
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Böylece Adi Diferansiyel Denklem Çözümlerinde temel oluşturan EULER Yöntemleri ile ilgili en önemli bilgileri vermiş olduk. Artık yeni bir yöntemi ele alabiliriz.
RUNGE-KUTTA YÖNTEMLERİ:
Bunlar da bir aile oluşturur. Ana fikir yukarıda da kullandığımız 
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TAYLOR Serisi açınımını istenilen mertebeye kadar sürdürüp kalan terimlerden ilkini hata terimi olarak kabul etmekten ibarettir.

Yukarıda İyileştirilmiş EULER Yöntemi için bu seri açınımının ilk üç terimini kullanmıştık; şimdi ilk dört terimi kullanarak hesaba devam edelim.
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Buradaki beşinci terimi artık O(h4) olarak göreceğiz. Yukarıda yaptığımız gibi:
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Son formülde k1 ve k2 büyüklükleri hemen görülüyor. Altı çizili terimler için ise aşağıdaki gibi bir k3 seçiminin mümkün olduğu gösterilebilir. Böylece üçüncü mertebeden RUNGE-KUTTA Yöntemine erişmiş olduk.
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Uygulamada en çok kullanılan biçimi ile 4. Mertebeden RUNGE-KUTTA Yöntemi, Yani yukarıdaki seride h4 katsayılı terim de kullanılarak elde edilen yöntem aşağıdaki gibi özetlenebilir. xn noktasındaki bilinen yn değerini kullanarak xn+1 noktasındaki yn+1 değerini bulmak için uygulanacak işlemler şöylece özetlenebilir.
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Görüldüğü gibi Basit EULER Yönteminin bir tek ilk sıradaki k1 değerini kullanarak bir adımda yaptığını 4. Mertebeden RUNGE-KUTTA Yöntemi dört adımda yapmaktadır. Buna karşılık bu metodun hatası, TAYLOR Serisinde kullanmadığımız ilk terim olan beşinci mertebeden türev içeren terim yardımıyla şöyle belirlenebilir.
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RUNGE-KUTTA Yöntemi ile hemen yukarıda EULER Yöntemleri için verdiğimiz özet bilgilerden açıkça görülüyor ki RUNGE-KUTTA Yöntemi EULER Yönteminin istenildiği kadar iyileştirilebilecek biçimde geliştirilmiş halidir. Bu açıdan bakınca Basit EULER Yöntemini !. Mertebeden, ve İyileştirilmiş EULER Yöntemini 2. Mertebeden RUNGE-KUTTA Yöntemleri olarak düşünmek mümkündür. Tabii ki farklı hata düzeyleri için başka RUNGE-KUTTA Yöntemleri de, aynen yukarıda açıklanan yol izlenerek, bulunabilir. Biz burada, yukarıdaki, uygulamada en çok kullanılan biçim yani 4. Mertebeden RUNGE-KUTTA Yöntemi ile yetineceğiz.
Örnek 5.:

Analitik çözümünü kolayca yapabileceğimiz basit bir örnek seçelim ve ilk adımı açık olarak hesapladıktan sonra bütün sonuçları tablo ve grafik haline getirelim.


[image: image53.wmf](

)

(

)

2

.

0

,

3

1

,

1

)

(

1

1

1

,

=

£

£

=

Þ

=

=

-

=

h

x

x

x

y

y

x

x

y

dx

dy

analitik

 
Şimdi ilk adımı hesaplayalım.
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Böylece ilk adımımızı tamamlamış olduk. Şimdi 1( x( 3 için çözümü tablo haline getirebiliriz.

	x
	y=y(RK)
	k1
	k2
	k3
	k4
	
	y=1/x

	1
	1
	-0,2
	-0,16364
	-0,16694
	-0,13884
	
	1

	1,2
	0,833333
	-0,13889
	-0,11752
	-0,11917
	-0,10202
	
	0,833333

	1,4
	0,714286
	-0,10204
	-0,08844
	-0,08934
	-0,07812
	
	0,714286

	1,6
	0,625
	-0,07813
	-0,06893
	-0,06947
	-0,06173
	
	0,625

	1,8
	0,555556
	-0,06173
	-0,05523
	-0,05557
	-0,05
	
	0,555556

	2
	0,5
	-0,05
	-0,04524
	-0,04546
	-0,04132
	
	0,5

	2,2
	0,454545
	-0,04132
	-0,03773
	-0,03789
	-0,03472
	
	0,454545

	2,4
	0,416667
	-0,03472
	-0,03194
	-0,03206
	-0,02959
	
	0,416667

	2,6
	0,384615
	-0,02959
	-0,02739
	-0,02748
	-0,02551
	
	0,384615

	2,8
	0,357143
	-0,02551
	-0,02375
	-0,02381
	-0,02222
	
	0,357143

	3
	0,333333
	
	
	
	
	
	0,333333


Tabloda y=y(RK) ile gösterilen ve RUNGE-KUTTA Yöntemi ile elde edilen değerleri en sağdaki sütunda verilen analitik çözümden hesaplanan değerler ile karşılaştırdığımızda, bu basit problem için, hatanın bütün çözüm bölgesinde 10 -7 den az olduğunu görüyoruz. Bu, tabii ki, istisnai bir durumdur. Yöntem her problemde bu kadar mükemmel sonuç vermeyebilir. Unutulmamalıdır ki bu yöntemin kesme hatası O(h5) = O(0,00032) kadardır; yani aslında 10 -4 mertebesinde hatalarla karşılaşmayı her zaman bekleyebiliriz.

Karma Örnek:
Çok basit bir problem seçelim ve yukarıda öğrendiğimiz yöntemleri bu örneğe uygulayalım.

y’ = y, y(0)=1, xi – xi-1 = h
Bu basit problemin çözümünün y=ex=eih=1+ih/1+(ih)2/2!+(ih)3/3!+...  olduğunu iyi biliyoruz.

EULER Yöntemi ile Çözüm:
x0 = 0,   y0 = 1
x1 = h,   y1 = y0 + hy0     (  y1 = 1+h
x2 = 2h, y2 = y1 + hy1     (  y2 = (1+h) + h(1+h) = (1+h)2
Çok başarılı bir sonuç elde edemediğimiz açık.

İyileştirilmiş EULER Yöntemi ile Çözüm:

x0 = 0,    y0 = 1

x1 = h,    y1(1) = y0 + hy0     (  y1(1) = 1+h

               y1(2) = y0 + hy1(1)  (  y1(2) = 1+h(1+h) = 1+h+h2
               y1 = (1+h+1+h+h2)/2 = 1 + h + h2/2
x2 = 2h   y2(1) = y1 + hy1      (  y2(1) = 1+h+h2/2+ h(1+h+h2/2) = (1+h)(1+h+h2/2)
               y2(2)= y1 + hy2(1)  (  y2(2) = 1+h+h2/2 + h(1+h)(1+h+h2/2) = (1+h+h2)( 1+h+h2/2)
               y2 = [(1+h)(1+h+h2/2) + (1+h+h2)( 1+h+h2/2)]/2
               y2 = [(2+2h+h2)( 1+h+h2/2)]/2 = 1 + 2h + 2h2 + h3 + h4/4
Sonucun tam doğru olmadığı, fakat önceki yönteme göre iyileştiği açık.
RUNGE-KUTTA Yöntemi ile Çözüm:

x0 = 0,    y0 = 1

x1 = h,    k1 = hy0   (   k1 = h
               k2 = h[y0+k1/2] ( k2 = h[1+h/2] = h + h2/2


k3 = h[y0+k2/2] ( k3 = h[1+h/2+h2/4] = h + h2/2 + h3/4


k4 = h[1+ h + h2/2 + h3/4] = h + h2 + h3/2 + h4/4

y1 = y0 + [h + 2(h + h2/2) + 2(h + h2/2 + h3/4) + h + h2 + h3/2 + h4/4]/6
y1 = 1 + h + 5h2/12 + h3/6 + h4/24
Bu sonuç da, kuşkusuz, tam doğru değil. Ancak önceki iki sonuçtan daha iyi bir yaklaşım.
Her üç yöntemden bulduğumuz sonuçları, analitik çözüm y = ex değerleri ile birlikte, tablolayalım.
	x
	ex
	BaEUL y
	İyiEUL y
	y=y(RK)

	0
	1
	1
	
	1

	0,2
	1,221403
	1,2
	1,22
	1,2214

	0,4
	1,491825
	1,44
	1,4884
	1,491818

	0,6
	1,822119
	1,728
	1,815848
	1,822106


	0,8
	2,225541
	2,0736
	2,215335
	2,225521

	1
	2,718282
	2,48832
	2,702708
	2,718251

	1,2
	3,320117
	2,985984
	3,297304
	3,320072

	1,4
	4,0552
	3,583181
	4,022711
	4,055136

	1,6
	4,953032
	4,299817
	4,907707
	4,952943

	1,8
	6,049647
	5,15978
	5,987403
	6,049525

	2
	7,389056
	6,191736
	7,304631
	7,388889

	2,2
	9,025013
	7,430084
	8,91165
	9,024789

	2,4
	11,02318
	8,9161
	10,87221
	11,02288

	2,6
	13,46374
	10,69932
	13,2641
	13,46334

	2,8
	16,44465
	12,83918
	16,1822
	16,44413

	3
	20,08554
	15,40702
	19,74229
	20,08486


RUNGE-KUTTA Yönteminin EULER Yöntemine üstünlüğü açıkça görülüyor.
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Çok Noktalı Yöntemler:
Önceden de açıkladığımız gibi bu noktaya kadar açıkladığımız yöntemler
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denklemini çözerken yalnızca x=a noktasında verilen bilgiyi, yani y=y(a) değerini kullanarak a dan h uzaklıktaki bir b=a+h noktasındaki y=y(b) değerini hesaplamayı amaçlıyor. Doğal olarak bu kadar az bilgi ile y(b) nin, istenilen hassaslıkta bulunabilmesi için h değerini çok küçük seçmek zorunda kalabiliriz ve tabii entegrasyon işlemimizin bütün çözüm bölgesinde tamamlanması bazen aşırı uzayabilir.
ADAMS-BASHFORD Yöntemleri:
Adım uzunluğu h yı daha büyük seçebilmek ve bu yolla çözümü hızlandırmak amacıyla önceki bölümde incelediğimiz entegrasyon yöntemleri kullanabiliriz. Örneğin Geridoğru Farklarla Entegrasyon için verdiğimiz genel denklemi her mertebe için açarak bulacağımız formüllerden yararlanabiliriz.
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Bu denklemin sol tarafı (dy/dx) in xn den xn+1 e kadar entegralidir. O halde:
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yazabiliriz. Şimdi açınımları gerçekleştirelim:

[image: image60.wmf](

)

n

n

n

n

y

x

hf

y

y

,

1

+

=

+


Bu yeni bir şey değil. EULER Yönteminin formülünü yeniden bulduk. İkinci, üçüncü ve dördüncü mertebeden ifadelere geçelim. Formüllerin fazla uzamaması için f(xn , yn) = fn kısaltmasını kullanalım.
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Görüldüğü gibi bu işlemi istediğimiz kadar ilerletebiliriz. Ancak uygulamada en çok kullanılan formülleri elde ettik. ADAMS-BASHFORD formülleri olarak adlandıracağımız bu sonuçları Kesme hataları ile birlikte listeleyelim. 
	Mertebe
	ADAMS-BASHFORD Formülleri
	K.H.
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	O(h2)
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	O(h4)
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	O(h5)


İlki bir kenara bırakılırsa, bu formülleri uygulayabilmemiz için birden çok noktada f(x,y) değerinin verilmiş olması gerekiyor. Eğer diferansiyel denklemimizin çözümüne, örneğin dördüncü mertebeden RUNGE-KUTTA Yöntemi ile başladıysak, yeteri kadar noktayı hesapladıktan sonra, aynı mertebede Kesme Hatası içeren dördüncü mertebeden ADAMS-BASHFORD Yöntemi ile devam edebiliriz. Bu da bizim RUNGE-KUTTA Yöntemini kullanarak, ilk şarta ek olarak en az üç nokta da denklemin çözümünü bulmamızı gerektirir. Bu, uygulamada en çok kullanılan yoldur.
Örnek 6.:
Önceki problemde RUNGE-KUTTA Yöntemi ile çözdüğümüz problemi ve çözümün başlangıcında bulduğumuz noktalardan yeteri kadarını kullanarak her dört ADAMS-BASHFORD Yöntemi ile devam edelim. RK çözümünden aldığımız değerleri her mertebedeki çözüm sütununun başında koyu yazarak belirtelim.
	x
	y=y(RK)
	1.mert
	2.mert
	3.mert
	4.mert

	1
	1
	1
	1
	1
	1

	1,2
	0,833333
	0,8
	0,833333
	0,833333
	0,833333

	1,4
	0,714286
	0,666667
	0,825
	0,714286
	0,714286

	1,6
	0,625
	0,571429
	0,787103
	0,620559
	0,625


	1,8
	0,555556
	0,5
	0,757378
	0,550068
	0,557694

	2
	0,5
	0,444444
	0,729536
	0,493833
	0,502516

	2,2
	0,454545
	0,4
	0,704259
	0,448353
	0,457512

	2,4
	0,416667
	0,363636
	0,681177
	0,410609
	0,419498

	2,6
	0,384615
	0,333333
	0,660054
	0,378795
	0,387398

	2,8
	0,357143
	0,307692
	0,640658
	0,351587
	0,359769

	3
	0,333333
	0,285714
	0,62279
	0,328047
	0,33584
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Geridoğru Farklarla Entegrasyon için önceki bölümde verdiğimiz iki genel formülden birini yukarıda kullandık. Şimdi ikinci formülü ele alalım. 
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Bu ifadeyi de, yukarıda yaptığımız gibi, mertebe mertebe açalım; ancak  n yerine n+1 değerini kullanarak yazalım. 
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Burada da istediğimiz kadar çok yeni terim ekleyerek açınım işlemine devam edebiliriz. Ancak yukarıda olduğu gibi burada da uygulamada sık kullanılan biçimleri elde ettik. Bu bulduğumuz sonuçları da ADAMS-MOULTON Formülleri olarak adlandıralım ve bir tabloda toplayalım.

	Mertebe
	ADAMS-MOULTON Formülleri
	K.H.
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Bu formüllerin ADAMS-BASHFORD Formüllerinden önemli bir farkı var. Bu formüllerde, eşitliğin sol tarafındaki yn+1 değeri, 
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terimi dolayısıyla eşitliğin sağ tarafında da yer alıyor. Diğer sözlerle bulmak istediğimiz yn+1 değerini kullanarak hesap yapmamız isteniyor! 

Aslında biz buna benzer bir durumla Kapalı EULER Yöntemini incelerken karşılaşmış ve bu çelişkinin bir iterasyon işlemi düzenlenerek ortadan kaldırılabileceğini göstermiştik. (Zaten, bir az dikkat edilirse, yukarıda verilen ikinci mertebeden formülün aslında Kapalı EULER Formülü olduğu hemen görülecektir.) İstenirse burada da benzer bir iterasyon işlemi düzenlenerek problem çözülebilir. Ancak her bir adımda kaç kere tekrarlanarak sonuçlanacağı belli olmayan bir iterasyon işlemini diferansiyel denklem çözümünde kullanmak vakit ve işlem sayısı açısından rasyonel değildir. Bu nedenle ADAMS-MOULTON Formüllerini iterasyonla değerlendirmek yerine, kendi başlarına kullanılması mümkün olan ADAMS-BASHFORD Formüllerinin verdiği sonuçları denetlemek amacı ile kullanmak tercih edilmektedir.

ADAMS-BASHFORD-MOULTON Yöntemi diyebileceğimiz bu yöntem, literatürde en sık rastlanan biçimi ile, şöyle uygulanmaktadır.
1. Verilen İlkşart kullanılarak takip eden üç nokta RUNGE-KUTTA Yöntemi ile hesaplanır.

2. 
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formülünde bu değerler yerine konularak yn+1 için bir ‘tahmin değeri=y*n+1’ elde edilir.

3. Bu y*n+1 değeri kullanılarak
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formülünden ‘düzeltme değeri=yn+1’ bulunur.
4. Tahmin ve düzeltme değerleri arasındaki fark önceden belirlenmiş bir tolerans değeri T ile karşılaştırılır:
( yn+1 – y*n+1  (( T

 ise yani tolerans sağlanıyorsa bir sonraki adıma geçerek entegrasyona devam edilir. Eğer tolerans sağlanmıyorsa en başa dönülerek adım uzunluğu küçültülerek ilk şarttan itibaren yukarıdaki algoritma aynen tekrarlanır.
Görüldüğü gibi aslında kendisi de bir çeşit iterasyon olan bu uygulama, çok zaman alıcı olduğu için ancak diğer yöntemlerle çözüm bulunamayan karmaşık denklemler halinde kullanılır.
SONLU FARK YÖNTEMLERİ,

YÜKSEK MERTEBELİ ADİ DİFERANSİYELDENKLEMLER:
Önceki paragraflarda ele aldığımız yöntemlerin tümü birinci mertebeden Adi Diferansiyel Denklemlerin çözümüne yönelikti. Bu paragrafta ela alacağımız yöntemler için, en azından prensipte, bir mertebe sınırlaması yoktur; her mertebedeki denklemler halinde kullanılabilirler. Ancak, uygulamada karşılaşılan bütün adi diferansiyel denklemlerin her halde yarısından çoğunu ikinci mertebeden diferansiyel denklemler oluşturduğu için, aşağıdaki incelememizi hemen tümüyle ikinci mertebeden denklemlere yönelteceğiz.
Birinci mertebeden denklemler için geçerli olan ilk şart problemini çözmek amacıyla bir tek x=x0 noktasından başlayarak bilinmeyen fonksiyon y=y(x) in diğer noktalardaki değerlerini hesaplamak üzere tasarlanmış yöntemlerdi.
İkinci ve daha yüksek mertebeden denklemlerde, doğal olarak, artık yalnızca bir tek noktadaki şartlardan söz edemeyiz. Çünkü denklemimizin mertebesi kadar şarta ihtiyaç olduğuna göre bunların hepsinin aynı x=x0 noktasına verilmiş olacağını kabul edemeyiz. Şu halde Adi Diferansiyel Denklem problemini iki grupta düşünmek zorundayız.
1. Denklemin mertebesi kadar şartın tamamının, çözüm bölgesinin başlangıç noktası olan, aynı x=x0 noktasında verilmesi ile oluşan İLKŞART Problemi.
Bütün birinci mertebeden denklemler ve bazı yüksek mertebeli denklemler.

2. Denklemin mertebesi kadar şarttan bazılarının x=x0 noktasında fakat geri kalanların başka ve genellikle çözüm bölgesinin diğer ucundaki x=xn noktasında verilmesi ile oluşan İLK/SINIRŞART Problemi.
Yüksek mertebeli denklemlerin bir bölümü.
İşte bu bölümde ele alacağımız yöntemlerin önceki yöntemlere göre bir diğer üstünlüğü de bu yöntemlerle birden fazla noktada verilmiş şartları aynı anda kullanabilmesidir.

[image: image80]
Adi diferansiyel Denklemlerden yani tek değişkenli fonksiyonlardan söz ettiğimize göre çözüm bölgemizi bir düzlem parçası ile temsil edebiliriz. Çoğunlukla kullanacağımız kartezyen eksen takımını aradığımız y=f(x) fonksiyonunu temsil eden gelişigüzel bir eğriyi, yukarıdaki gibi bir şekle yerleştirelim.
Çözmek istediğimiz problemi ikinci mertebeden bir adi diferansiyel denklem için belirleyelim.
F(x,y,y’,y’’) = 0

bağıntısı x0 ( x ( xn aralığında tanımlanmıştır. 
1. x = x0 noktasında y(x0) ve y’(x0) değerleri verilmiştir. Burada x0 noktası yerine xn noktası da seçilebilir.
2. x = x0 noktasında y(x0) ve y’(x0) dan biri ile x = xn noktasında y(xn) ve y’(xn) den biri verilmiştir.
Aranılan: y = f(x) fonksiyonunu belirlenen aralıkta bu denklemi ve (1) ve (2) şartlarından yalnız birini sağlayacak şekilde belirlemektir.

Bu problemi bu genel biçimi ile çözmeyi amaçlayamayız, sadece kullanacağımız genel yöntemi açıklamak amacı ile yazdık.

İzleyeceğimiz yol çok basit: denklemde yer alan y’ ve y’’ terimleri için önceki bölümde incelediğimiz Sonlu Fark ifadelerinden ‘uygun olan’ birini kullanarak denklemi yalnızca x- ve y- için verilmiş cebirsel bir denklem haline getireceğiz.

Şekilde de görüldüğü gibi x0 ( x ( xn aralığının h adım uzunluklu xi aralıklarına bölündüğünü varsayacağız. Öyle ki n = 1+(xn – x0)/h ve i =1, 2,...,n olsun. Verilen denklem x0 ( x ( xn aralığının her noktasında sağlanacağına göre herhangi bir x=xi noktasında da sağlanmalıdır. (1) ve (2) deki şartlar da x0 ve xn de ifade edileceğine göre diferansiyel denklemimiz n+1 adet cebirsel denklemden oluşan bir cebirsel denklem sistemine dönüşecektir. Yani, örneğin yalnızca önedoğru farkları kullanarak,
x0 < x < xn aralığında n-1 adet F{xi ,yi , [yi+1-yi], [yi+2-2yi+1+yi],h} = 0 denklemi,

x0 ve/veya xn noktasındaki y(x0),  y’(x0), y(xn) ve y’(xn) değerlerinden ikisi için iki denklem
olmak üzere n+1 denklemli bir cebirsel denklem sistemi elde edeceğiz. 
Şimdi bazı örnekler çözerek konuyu somutlaştırmaya çalışalım. Çözüm bulurken yalnızca sonlu fark yöntemlerini değil fakat önceki paragraflarda incelediğimiz yöntemleri de kullanarak hem karşılaştırma hem de uygulama olanağı bulacağız.
Örnek 1.:
y’’ – 2 = 0 denklemini y(0) = y’(0) = 0 şartları altında çözünüz.

Bu denklemin çözümünün y = x2 olduğunu iyi biliyoruz. Sonlu fark notasyonunda x0=0 aldığımızdan xk = kh olacağına göre bu ifade yk = (kh)2 olarak yazılabilir.
 Önedoğru farkları kullanalım.
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 h = 1 alalım.
İlkşartlardan (   y0 = 0,  y1 – y0 =0 (    y1 = 0
Denklemden (  yi+2 - 2yi+1 + yi – 2h2  = 0
i=0 için ( y2 – 2y1 + y0 - 2h2 = 0 ( y2 = 2h2( {y(2) = 2}
i=1 için ( y3 – 2y2 + y1 – 2h2 = 0 (  y3 = 6h2( {y(3) = 6}
i=2 için ( y4 - 2y3 + y2 – 2h2 = 0 (  y4 = 12h2( {y(4) =12}
Çok başarılı bir sonuca ulaşmadığımız açık. Hata, büyük bir ihtimalle, ilk şartın uygulanmasından kaynaklanıyor. Önedoğru farklarla Türev için önceki bölümde verdiğimiz formülde bir terim daha kullanalım. Yani ilkşartı oluşturan birinci mertebeden türeve ikinci mertebeden terimi de alarak yaklaşalım. 
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y2 -4y1 + 3y0 = 0 (   y2 = 4y1
Denklemden (  yi+2 - 2yi+1 + yi – 2h2  = 0
 y2 - 2y1 + y0 – 2h2 =0 (   y2 - 2y1 = 2h2 
Bu iki denklemin ortak çözümü: (  y1 = h2, y2 = 4y1 = 4h2( {y(1) = 1, ( y(2) = 4}
y3 - 2y2 + y1 - 2h2 = 0 (  9h2 ( {y(3) = 9}
y4 - 2y3 + y2 – 2h2 = 0 (  y4 = 16h2( {y(4) = 16}

Bu defa doğru çözümü bulduğumuz görülüyor. Gerçekten de çözümün genel ifadesinin

yk = (kh)2
olduğu kolayca gösterilebilir.

Bu problemde EULER Yöntemi ile bu kadar iyi bir sonuç almamızın asıl nedeni çözümün ikinci mertebeden bir polinom olmasıdır. Bu sayede yine ikinci mertebeden bir polinomla yaklaştığımız y(0)=y’(0)=0 şartları tam sağlanmıştır. Ayrıca çözüm fonksiyonunun türevi de bir doğru olacağına göre ve EULER Yöntemi bu teğet üzerinden giderek sonucu bulduğuna göre sayısal çözümle analitik çözümün özdeş çıkması doğaldır. Aşağıda inceleyeceğimiz örneklerde EULER Yönteminin hiçbir zaman bu kadar iyi sonuçlar vermediğini göreceğiz.
Örnek 2.:
Aynı basit problemi farklı şartlar altında çözelim.
y’’ – 2 = 0 denklemini y(0) = 0,  y(4) = 16, 0 ( x (  4 şartları altında çözünüz.
Adım uzunluğunu, işlemleri uzatmamak için, yine h=1 olarak seçelim. Yukarıdaki denklemi aynen kullanabiliriz.

yi+2 - 2yi+1 + yi – 2h2  = 0
Görüldüğü gibi bu defa şartlar iki ayrı noktada verilmiş ve bu iki nokta aynı zamanda çözüm bölgesinin sınırlarını belirliyor. Bu biçimdeki şartlara Sınır Şartları denildiğini biliyoruz. Sonlu Farklar yardımıyla çözüm aramanın bir üstünlüğü özellikle böyle birden fazla noktada şart verildiği zaman ortaya çıkar. Şimdi bunu görelim.

h=1 seçtiğimize göre, çözüm bölgemizde yalnızca x0=0, x1=1, x2=2, x3=3 ve x4=4 noktaları mevcut ve bunlardan birinci ile sonuncuda y nin değeri y(0)=0 ve y(4)=16 olarak verilmiş. Diğer sözlerle çözüm bölgemizdeki noktalardan yalnızca üçü için denklemden çözüm bulmamız gerekiyor. Denklemi i=0, i=1 ve i=2 için üç defa yazalım.
y2 - 2y1 + y0  – 2h2  = 0

y3 - 2y2 + y1 – 2h2  = 0

y4 - 2y3 + y2 – 2h2  = 0

Görülüyor ki çözüm bölgemizdeki bilinen bilinmeyen bütün noktalar bu üç denklemde yer almakta. Sınır şartlarından dolayı bildiğimiz y0=0 ve y4=16 değerlerini yerine koyalım.
y2 - 2y1 + 0  – 2h2  = 0

y3 - 2y2 + y1 – 2h2  = 0

16 - 2y3 + y2 – 2h2  = 0

Böylece üç bilinmeyen y1 , y2 , y3 için üç denklemli bir cebirsel denklem sistemi elde ettik. Tabii seçtiğimiz basit diferansiyel denklem lineer olduğu için bunlar da lineer denklemler. Böyle LCDS nin nasıl çözüleceğini, genel olarak, incelemiştik ve istersek burada da o yöntemlerden birini uygulayabiliriz. Ancak diferansiyel denklemlerden elde edilen yukarıdaki gibi denklemler, çok defa, genel yöntemlere başvurmaksızın da kolaylıkla çözülebilir. Gerçekten de, h=1 aldığımız için, hemen şunları yazabiliriz.
y2 = 2(1+y1) = 2 + 2y1
y3 = 2(1+y2) – y1 = 2[1+2(1+y1)] – y1 = 6 + 3y1
16 – 2(6+3y1) + 2(1+y1) - 2 = 0 (   4y1 = 4   (   y1 = 1
Buna göre de y2 = 4 ve y3 = 9 değerleri hemen bulunur.

Böylece bu çok basitleştirilmiş problemin çözümünü elde ettik. 
Eğer h=1 almasaydık çözümün elde edilmesi yine basit olacaktı, ama işlemler h küçüldükçe uzayacaktı. Örneğin h=(xn – x0)/n seçseydik, daha önce de belirttiğimiz gibi, n+1 noktalı bir çözüm bölgemiz olacaktı ve bu n+1 noktadaki ikisi sınır şartları ile belirlenen yi değerleri için n–1 lineer cebirsel denklem çözecektik. Bunun örneklerini birazdan inceleyeceğiz.
Şimdi Sonlu Farklarla çözüm aramanın üstünlüğünü daha belirgin hale getirmek için aynı örneği başka bir biçimde ele alalım.
Örnek 3.:
y’’ – 2 = 0 denklemini
· y(0) = 0, y’(0) = 0

· y(0) = 0,  y(4) = 16, 0 ( x (  4
şartları altında, fakat birinci mertebeden iki denklemli bir sisteme dönüştürerek, çözünüz.

Aslında, yüksek mertebeli bir adi diferansiyel denklemin mertebesi kadar birinci mertebeden diferansiyel denklemden oluşan bir sisteme dönüştürülmesi, ilke olarak, çok basittir. Elimizdeki örneğe bunu hemen uygulayabiliriz. Bütün yapacağımız denklemin mertebesinden bir eksik sayıda yeni bağlı değişkeni probleme eklemek olacak.
y’’ – 2 = 0 denklemini, y’ = z yazarak, z=z(x) yeni bağlı değişkenimiz veya yeni bilinmeyen fonksiyonumuz olmak üzere, şu biçimde yazabiliriz.
y’ = z

z’ = 2

Birinci mertebeden iki bilinmeyenli bir adi diferansiyel denklem sistemi elde ettik. Ancak denklemi dönüştürmek yeterli değil verilen ilk/sınır şartları da dönüştürmeliyiz. Elimizdeki problemde, önceki örneklerden taşıdığımız, iki grup şart var. Bunları sırasıyla inceleyelim.
· y(0) = 0, y’(0) = 0 

Bu halde verilen şartları uygulamak çok kolay: y(0) = 0, y’(0) = z(0) = 0 

Bundan sonrasını şöyle sürdürebiliriz. Örneğin, zaten bir sonlu fark yöntemi olan, Basit EULER Yöntemini bu iki denkleme ’eşzamanlı’  uygulayarak çözümü elde edebiliriz. İlk bir iki adımı atalım. (h=1 le devam ediyoruz)
İlk adım:

z1 = z0 + hz’0 (  z1 = 0 + 1*2 ( z1 = 2
y1 = y0 + hy’0 = y0 + hz0 (  y1 = 0 + 1*0  (  y1 = 2
İkinci adım:

z2 = z1 + hz’1 (  z2 = 2 + 1*2 =4
y2 = y1 + hy’1 =y1 + hz1 ( y2 = 2 + 1*2 = 4
Bu biçimde istediğimiz kadar devam edebiliriz. Bulduğumuz sonuç, tabii ki, tam doğru değil. Ama bunun sebebini biliyoruz ve ilk problemde yaptığımız gibi düzeltme imkânımız var. Ancak bunun üzerinde, şimdilik durmayalım ve ikinci şıkka geçelim.
· y(0) = 0,  y(4) = 16, 0 ( x (  4

Bu şıkta durum biraz daha karışık. Çünkü z0 = y’0 değeri belli değil; onun yerine y4=16 değeri verilmiş. 
Yapabileceğimiz bir tek şey var: z0 için bir değer ‘tahmin’ etmek ve çözüme bu değerle başlayarak y4 değerini, bu z0 a bağlı olarak hesaplamak. Kuşkusuz, aşırı bir şans dışında, bu y4(z0) değerinin aradığımız y4=16 çıkmasını bekleyemeyiz. O halde bir iterasyon işlemi düşünmeliyiz. Böylece bulduğumuz y4(z0) değerini y4(0) olarak gösterelim ve ilk iterasyon değerimiz olarak kabul edelim. Benzer şekilde z0 için yaptığımız ilk tahmini de z0(0) ile gösterelim. Artık iterasyonumuzu başlatabiliriz.

· (y4(i) – y4(( T ise iterasyonu bitir.
· y4(i) < y4 ise z0(i+1) = k z0(i) alarak bir sonraki iterasyon adımına geç (denklemi yeniden çöz )

· y4(i) > y4 ise z0(i+1) = z0(i)/k alarak bir sonraki iterasyon adımına geç (denklemi yeniden çöz )

Burada k>0 olan küçük bir sayıdır. Kuşkusuz bu iterasyonun kaç adımda yakınsayacağı (yani denklem sistemini kaç kere baştan çözeceğimiz) belli değildir. Hatta genel halde yakınsayacağını bile bilemeyiz.
Görüldüğü gibi ikinci örnekte sonlu fark yöntemiyle kolayca çözdüğümüz problem birinci mertebeye indirgeme sonucunda ve özellikle farklı noktalarda verilen şartlar yüzünden büyük ölçüde zorlaşmıştır.
Son bir söz olarak şunu da belirtmeliyiz. Yukarıda anlatılan sınır şartına bağlı iterasyon işlemi bazı gayrı lineer adi diferansiyel denklemlerin, ister mertebe indirgeyerek ister doğrudan sonlu fark yöntemleri ile çözümünde kullandığımız önemli bir yöntemdir ve aşikâr nedenlerden ‘Atma Yöntemi’ olarak adlandırılır. Aşağıda bu yöntemin örneklerini göreceğiz.
Artık biraz daha karmaşık örneklere geçebiliriz.
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denklemini ele alalım ve önce, bulacağımız sonuçları karşılaştırabilmek için, analitik yöntemle Genel Çözümü yazalım. Bu denklemin analitik genel çözümünü:
k2 – 1 = 0 ( k1=1, k2=-1 ve yG(x) = c1ex + c2e-x
biçiminde yazabileceğimizi biliyoruz. Şimdi yukarıda yaptığımız gibi farklı örneklerde farklı ilk/sınır şartları kullanarak örnek çözümler bulmaya çalışalım.
Örnek 4.:
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 y(0)=0 ve y’(0)=1 için çözünüz.
Bu hal için analitik özel çözümümüz. c1 = -c2 =1/2 ( y(x) = (ex - e-x)/2 = Shx olacaktır. Çözümün doğruluğunu kontrol etmek bakımından bu fonksiyonun seri açınımını x = ih cinsinden hatırlayalım.
Sh(ih) = ih + (ih)3/3! + (ih)5/5! + (ih)7/7! + - ...
Sonlu fark denklemlerimizi, yine önedoğru farkları kullanarak, yazalım.
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Bu denklemimizin sonlu farklarla yazılmış biçimidir. Adım uzunluğu h için seçimimizi biraz ileride yapmak üzere denklemlerimizi yazalım.

i=0 için: y2 – 2y1 + (1-h2)y0 = 0 (  y2 =2 y1 – (1-h2)y0
i=1 için y3 – 2y2 + (1-h2)y1 = 0 (  y3 = 2y2 – (1-h2)y1 
i=2 için y3 – 2y3 + (1-h2)y2 = 0 (  y4 = 2y3 – (1-h2)y2
Görüldüğü gibi y0 ve y1 bilindiği takdirde bu denklemleri istediğimiz i değerine kadar çözebiliriz. Böyle birbirinin çözümü ile çözülen denklemlere ‘Ardışık Denklemler’ diyoruz.
ilk birkaç terimi hesaplayalım.

y3 = 2[2y1-(1-h2)y0] – (1-h2)y1 = (3+h2)y1 – (1-h2)y0
y4 = 2[(3+h2)y1-(1-h2)y0] – (1-h2)[2y1-(1-h2)y0] = (5+3h2)y1 – (1-h4)y0
Görüldüğü gibi bu hesabı istediğimiz i değerine kadar yürütebiliriz ve çözüm bölgesinde aradığımız bütün noktaları y0 ve y1 cinsinden hesaplayabiliriz. y0 ve y1 değerlerini tabii ki ilkşartlardan elde edeceğiz.  
Önceki problemlerden y(0)=0 ve y’(0)=1 şartlarının uygulanmasının ne kadar önemli olduğunu biliyoruz. Gene de adım adım giderek bu şartları nasıl uygulayacağımızı irdeleyelim.
Önce en basit hali inceleyelim.

  y0 = 0,  hy’0 = y1 - y0 = h (  y1 = h – y0 (  y1 = h
 Bu değerle başlayarak ardışık denklemlerimizi ilk birkaç nokta için hesaplayalım.

 y2 = 2 y1 – (1-h2)y0 = 2h

y3 = 2y2 – (1-h2)y1 = 4h - (1-h2)h = h3 + 3h
Önceden de belirttiğimiz gibi çözüm fonksiyonu polinom olmayan bu çok basit problemde dahi bulduğumuz sonuçlar tatmin edici değil. Yine de hatanın nasıl büyüdüğünü görmek açısından sonuçları h = 0.1 alarak tablolayalım. 
	x
	Sh(x)
	(Sh(x))sf
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	0,1
	0,100167
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	0,2
	0,201336
	0,2
	
	0,01
	
	
	
	
	

	0,3
	0,30452
	0,301
	
	0,01
	
	
	
	
	

	0,4
	0,410752
	0,404
	
	0,01
	
	
	
	
	

	0,5
	0,521095
	0,51001
	
	0,01
	
	
	
	
	

	0,6
	0,636654
	0,62006
	
	0,01
	
	
	
	
	

	0,7
	0,758584
	0,73521
	
	0,01
	
	
	
	
	

	0,8
	0,888106
	0,856561
	
	0,01
	
	
	
	
	

	0,9
	1,026517
	0,985264
	
	0,01
	
	
	
	
	

	1
	1,175201
	1,122532
	
	0,01
	
	
	
	
	

	1,1
	1,335647
	1,269653
	
	0,01
	
	
	
	
	

	1,2
	1,509461
	1,427999
	
	0,01
	
	
	
	
	

	1,3
	1,698382
	1,599042
	
	0,01
	
	
	
	
	

	1,4
	1,904302
	1,784365
	
	0,01
	
	
	
	
	

	1,5
	2,129279
	1,985679
	
	0,01
	
	
	
	
	

	1,6
	2,375568
	2,204835
	
	0,01
	
	
	
	
	

	1,7
	2,645632
	2,443849
	
	0,01
	
	
	
	
	

	1,8
	2,942174
	2,704911
	
	0,01
	
	
	
	
	

	1,9
	3,268163
	2,990412
	
	0,01
	
	
	
	
	

	2
	3,62686
	3,302962
	
	0,01
	
	
	
	
	


Bu gibi problemlerde hemen daima kullanılan başlangıç yöntemi RUNGE-KUTTA Yöntemlerinden biridir. Bunlar arasında en çok kullandığımız ise 4. mertebeden RUNGE-KUTTA Yöntemidir. Ancak RUNGR-KUTTA Yöntemini kullanabilmemiz için denklemimizi birinci mertebeden iki denklemli bir sisteme dönüştürmeliyiz. Şimdi bunu yapalım.
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 y(0)=0 ve y’(0)=1 denklemi yerine,
z’ = y, 

y’ = z,
y(0) = 0, z(0) = 1 sistemini RUNGE-KUTTA Yöntemi ile çözmek istiyoruz.
Yöntemin uygulamasında kullandığımız RK katsayılarını z için k, y için K ile gösterelim ve h adım uzunluğunu belirlemeden ilk adımı hesaplayalım.
k1 = hy0 = 0
K1 = hz0 = h
k2 = h(y0+k1/2) = h(0+h/2) = h2/2
K2 = h(z0+K1/2) =h(1+h/2) = h+h2/2 
k3 = h(y0+k2/2) = h(0+h2/4) = h3/4
K3 = h(z0+K2/2) = h(1+h/2+h2/4) = h+h2/2+h3/4
k4 = h(y0+k3) = h(0+h3/4) = h4/4
K4 = h(z0+K3) = h(1+h+h2/2+h3/4) = h+h2+h3/3+h4/4
y1 = y0 +(k1+2k2+2k3+k4)/6=0+(0+h2+h3/2+h4/4)/6
z1 = z0 +(K1+2K2+2K3+K4)/6=1+(h+2h+h2+2h+2h2+h3/2+h+h2+h3/3+h4/4)/6
z1 =1+(6h+4h2+5h3/6+h4/4)/6
Sanki z(x) fonksiyonu y(x) ile ilgili değilmiş gibi bir sonuç elde ettik. Bu denklemlerin sağ taraflarında yalnız bir bağlı değişken olmasından kaynaklanıyor. Birazdan bu özelliğe sahip olmayan daha genel problemler özeceğiz. Şimdi bütün bulduklarımızı y(x) = Shx fonksiyonu ile birlikte tablolayalım. Bu amaçla, yukarıdaki gibi, h = 0.1 seçelim ve entegrasyonu x = 2 değerine kadar yürütelim.
	x
	z
	y
	k1
	K1
	k2
	K2
	k3
	K3
	k4
	K4
	y=Sh(x)

	0
	1
	0
	0
	0,1
	0,005
	0,105
	0,00025
	0,10525
	0,000025
	0,110358
	0

	0,1
	1,001754
	0,105143
	0,010514
	0,100175
	0,01104
	0,105184
	0,011066
	0,105435
	0,101282
	0,021058
	0,100167

	0,2
	1,027756
	0,195555
	0,019555
	0,102776
	0,020533
	0,107914
	0,020582
	0,108171
	0,104834
	0,030373
	0,201336

	0,3
	1,062192
	0,289775
	0,028977
	0,106219
	0,030426
	0,11153
	0,030499
	0,111796
	0,109269
	0,040157
	0,30452

	0,4
	1,105542
	0,388613
	0,038861
	0,110554
	0,040804
	0,116082
	0,040901
	0,116358
	0,114644
	0,050497
	0,410752

	0,5
	1,158361
	0,492935
	0,049293
	0,115836
	0,051758
	0,121628
	0,051881
	0,121918
	0,121024
	0,061485
	0,521095

	0,6
	1,221294
	0,60367
	0,060367
	0,122129
	0,063385
	0,128236
	0,063536
	0,128541
	0,128483
	0,073221
	0,636654

	0,7
	1,295076
	0,721821
	0,072182
	0,129508
	0,075791
	0,135983
	0,075972
	0,136307
	0,137105
	0,085813
	0,758584

	0,8
	1,380545
	0,848471
	0,084847
	0,138055
	0,089089
	0,144957
	0,089302
	0,145302
	0,146985
	0,099377
	0,888106

	0,9
	1,478647
	0,984796
	0,09848
	0,147865
	0,103404
	0,155258
	0,10365
	0,155628
	0,15823
	0,114042
	1,026517

	1
	1,59045
	1,132076
	0,113208
	0,159045
	0,118868
	0,166997
	0,119151
	0,167395
	0,17096
	0,129947
	1,175201

	1,1
	1,717151
	1,291705
	0,129171
	0,171715
	0,135629
	0,180301
	0,135952
	0,18073
	0,18531
	0,147244
	1,335647

	1,2
	1,860092
	1,465209
	0,146521
	0,186009
	0,153847
	0,19531
	0,154213
	0,195775
	0,20143
	0,166098
	1,509461

	1,3
	2,02077
	1,654255
	0,165425
	0,202077
	0,173697
	0,212181
	0,17411
	0,212686
	0,219488
	0,186694
	1,698382

	1,4
	2,200858
	1,860672
	0,186067
	0,220086
	0,195371
	0,23109
	0,195836
	0,23164
	0,239669
	0,209231
	1,904302

	1,5
	2,402216
	2,086468
	0,208647
	0,240222
	0,219079
	0,252233
	0,219601
	0,252833
	0,262182
	0,23393
	2,129279

	1,6
	2,626914
	2,333849
	0,233385
	0,262691
	0,245054
	0,275826
	0,245638
	0,276483
	0,287255
	0,261033
	2,375568

	1,7
	2,877252
	2,605239
	0,260524
	0,287725
	0,27355
	0,302111
	0,274201
	0,302831
	0,315145
	0,290807
	2,645632

	1,8
	3,15578
	2,903309
	0,290331
	0,315578
	0,304847
	0,331357
	0,305573
	0,332146
	0,346135
	0,323545
	2,942174

	1,9
	3,465332
	3,230997
	0,3231
	0,346533
	0,339255
	0,36386
	0,340062
	0,364726
	0,380539
	0,359572
	3,268163

	2
	3,809044
	3,591543
	0,359154
	0,380904
	0,377112
	0,39995
	0,37801
	0,400902
	0,418705
	0,399245
	3,62686


Görüldüğü gibi hem aradığımız y(x)(Sh(x) değerlerini hem de denklemi çözerken eklediğimiz z(x)=y’(x)(Ch(x) değerlerini elde etmiş olduk. Bulduklarımızı yeniden tablolayalım ve bir grafik çizelim.
	x
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	y
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