5. SONLU FARKLAR ve SONLU FARKLARLA İŞLEMLER:
5.1 SONLU FARKLAR:
Bu bölümde, önceki bölümde ele aldığımız Bölünmüş Fark kavramının bir özel halini inceleyeceğiz. Sonlu Fark kavramı, Bölünmüş Fark kavramına nazaran çok daha basit olduğu için pek çok ilginç özellik sergiler. Önceki bölümde Bölünmüş Farkları kullanarak yaptıklarımızın tamamını Sonlu Farklarla yapabileceğimiz açıktır. Ancak bir sonraki bölümde görebileceğimiz gibi Sonlu Farklarla yapabileceklerimiz bununla sınırlı değildir ve Sonlu Fark yardımı ile yepyeni bir ‘Sonlu Fark Matematiği’ kurulabilir. Bu nedenle Sonlu Fark uygulamaları, Sayısal Analizin çok büyük bir bölümünü oluşturur. 

Tanım. Sonlu Farklar:
Sonlu Fark kavramı basitçe 

‘Eşit Aralıklı apsisler için yazılmış bölünmemiş Bölünmüş Fark’

olarak tanımlanır.

Birinci mertebeden Bölünmüş Fark tanımını hatırlayalım.
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Bu ifadedeki bölme işlemini kaldırdığımız zaman Sonlu Fark tanımını elde ederiz. Ancak başka bir şey daha olur. Artık bulduğumuz farkın işareti sıralamaya bağlı hale gelir. Yani, doğal olarak ‘f(x1) – f(x0) ( f(x0) – f(x1)’ olur. Ayrıca artık apsisler eşit olduğuna göre, bunları tek bir simge ile, örneğin h ile, gösterebiliriz ve her apsisin bir küçüğü ile bir büyüğünü kullanarak ortalama almak şansı da bulabiliriz. Bu nedenle üç ayrı Sonlu Fark Tanımı yapabiliriz.

Şimdi bunları, sırayla, ele alalım.

Tanım. Önedoğru Sonlu Fark: (f(x)
10. Önedoğru Sonlu Fark: (f(x) = f(x+h) – f(x)
20. Önedoğru Sonlu Fark: (2 f(x) = (f(x+h) – (f(x) = f(x+2h) - 2f(x+h) + f(x)
30. Önedoğru Sonlu Fark: (3f(x) = (2f(x+h) - (2f(x) 
= [f(x+3h) – 2f(x+2h) + f(x+h)] – [f(x+2h) – 2f(x+h) + f(x)] 

= f(x+3h) – 3f(x+2h) +3f(x+h) –f(x)   
....

n0. Öne Doğru Sonlu Fark: (n f(x) = (n-1 f(x+h) –(n-1 f(x)
Tanım Geridoğru Sonlu Fark: (f(x)
10. Geridoğru Sonlu Fark: (f(x) = f(x) – f(x-h)
20. Geridoğru Sonlu Fark: ( 2 f(x) = (f(x+h) – (f(x) = f(x) - 2f(x-h) + f(x-2h)
30. Geridoğru Sonlu Fark: ( 3f(x) = ( 2f(x) - ( 2f(x-h)
=[ f(x) - 2f(x-h) + f(x-2h)] – [f(x-h) – 2f(x-2h) + f(x-3h)]
= f(x) – 3f(x-h) + 3f(x-2h) + f(x-3h)
...

n0. Geri Doğru Sonlu Fark: ( n f(x) = ( n-1f(x+h) – ( n-1f(x)

Tanım. Merkezsel Sonlu Fark:  (f(x)
10. Merkezsel Sonlu Fark: (f(x) =f(x+h/2) – f(x-h/2)

20. Merkezsel Sonlu Fark: ( 2 f(x) = (f(x+h/2) – (f(x/2) = f(x+h) -2f(x) + f(x-h)
30. Merkezsel Sonlu Fark: ( 3f(x) = ( 2f(x+h/2) - ( 2f(x-h/2)
= [f(x+3h/2) – 2f(x+h/2) + f(x-h/2)] – [f(x+h/2) -2f(x-h/2) + f(x-3h/2)]
= f(x+3h/2) – 3f(x+h/2) + 3f(x-h/2) – f(x-3h/2)
...

n0. Merkezsel Sonlu Fark: ( nf(x) = ( n-1f(x+h) – ( n-1f(x)

NOT:  Görüldüğü gibi son açınımda her üç sonlu fark ifadeleri Binom Açınımı (ya da PASCAL Üçgeni) katsayılarını içermektedir. Bu özelliğe dikkat edilerek istenilen mertebede sonlu farklar doğrudan f(xi) değerleri kullanılarak hemen yazılabilirler.
Merkezsel farklar halinde ilginç bir özellik hemen göze çarpıyor. Çift mertebeli Merkezsel Farklar tablodaki değerleri aynen kullanırken tek mertebeli Merkezsel Farklar halinde x+h/2, x+3h/2 ve x–h/2, x-3h/2 gibi pozitif ya da negatif yarım apsis değerlerinin kullanılması gerekiyor. Bu değerler tabloda bulunmayacağına göre yapılabilecek tek şey yarım apsis değerlerinin kullanıldığı formüllerde h adım uzunluğunu H = 2h olarak almaktır. Bu da tabii hem işlemleri zorlaştırmakta hem de, çok daha önemli olarak, hata ihtimalini yükseltmektedir.
Sonlu Farklarla Bölünmüş Farklar Arasındaki İlişki:
Önceki bölümde Bölünmüş Farklar yardımıyla yazdığımız enterpolasyon formüllerini Sonlu Farklar cinsinden de ifade edebiliriz. Bunun için, doğal olarak, bu kavramların tanımlarını karşılaştıracağız ve bulduğumuz ilişkileri Bölünmüş Farklar için yazılmış bağıntılara taşıyacağız.
Bu amaçla varsayalım ki tablomuzdaki (ya da daha genel bir düşünceyle çalışma bölgemizdeki) eşit aralıklı apsisler ve ordinatlar:
xk+1 = xk + h,  f(xk) = fk , k = -n,.. -1, 0, 1... n, n(0 bir tamsayı.
olarak verilmiştir. Buna göre Bölünmüş Farklarla Sonlu Farklar arasındaki ilişkiler aşağıdaki gibi yazılabilir.
Öne Doğru Farklar için:
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Geri Doğru Farklar için:
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Merkezsel Farklar için:
Önce çift mertebeli Merkezsel Farklar ele alınacaktır.
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Pozitif Tek mertebeler halinde ise:
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Negatif Tek Mertebeler için:
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Şimdi basit bir fonksiyon seçelim ve bu dört çeşit farkı aynı tabloda birleştirelim.
Örnek: f(x) = x2 - 2x + 1 Fonksiyonu için Fark Tabloları.
Merkezsel Farkları hesaplarken yukarıda belirttiğiz gibi H = 2h alacağız.
	xi
	f(xi)
	F[xi,xi+1]
	(f(xi)
	(f(xi)
	(f(xi)=
f(xi+1)-f(xi-1)

	0
	1
	-1,75
	-0,4375
	
	

	0,25
	0,5625
	-1,25
	-0,3125
	-0,4375
	-0,75

	0,5
	0,25
	-0,75
	-0,1875
	-0,3125
	-0,5

	0,75
	0,0625
	-0,25
	-0,0625
	-0,1875
	-0,25

	1
	0
	0,25
	0,0625
	-0,0625
	0

	1,25
	0,0625
	0,75
	0,1875
	0,0625
	0,25

	1,5
	0,25
	1,25
	0,3125
	0,1875
	0,5

	1,75
	0,5625
	1,75
	0,4375
	0,3125
	0,75

	2
	1
	2,25
	0,5625
	0,4375
	1

	2,25
	1,5625
	2,75
	0,6875
	0,5625
	1,25

	2,5
	2,25
	3,25
	0,8125
	0,6875
	1,5

	2,75
	3,0625
	3,75
	0,9375
	0,8125
	1,75

	3
	4
	4,25
	1,0625
	0,9375
	2

	3,25
	5,0625
	4,75
	1,1875
	1,0625
	2,25

	3,5
	6,25
	5,25
	1,3125
	1,1875
	2,5

	3,75
	7,5625
	5,75
	1,4375
	1,3125
	2,75

	4
	9
	6,25
	1,5625
	1,4375
	3

	4,25
	10,5625
	6,75
	1,6875
	1,5625
	3,25

	4,5
	12,25
	7,25
	1,8125
	1,6875
	3,5

	4,75
	14,0625
	7,75
	1,9375
	1,8125
	3,75

	5
	16
	3,2
	
	1,9375
	


Yukarıda verdiğimiz bağıntılar yardımıyla NEWTON Enterpolasyon Formülünü Sonlu Farklar cinsinden hesaplayabiliriz. Bölünmüş Farklar için yazdığımız NEWTON Enterpolasyon Formülünü hatırlayalım.
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Şimdi yukarıdaki sonuçları bu formülde yerine koyalım. Basitlik için i=0 kabul edeceğiz.

Öne Doğru Farklarla NEWTON Formülü:
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Bu bağıntı x0 noktası civarında yazılmıştır. Bunu x0 dan keyfi bir uzaklıktaki x0 + sh = x noktasına taşıyalım.
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yazarak
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bulunur. Öte yandan, bu terimlerdeki katsayılar hemen gösterilebilir ki
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biçimindedir; yani Binom Açınımının katsayılarıdır. Bu durumda formülümüzün ifadesi basitleşerek şu biçimi alır.
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Tamamıyla benzer işlemleri geri doğru farklar için de yapabiliriz. Ancak  f0 dan geri gidemeyeceğimize göre fs+n için 
[image: image16.wmf]
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formülü hemen elde edilir.
Örnekler:

1. f(x) = Cosx fonksiyonu için 0.5 <x <2.5 aralığında h = 0.25 adım uzunluklu ve öne doğru üçüncü mertebeden bir fark tablosu hazırlayınız ve x = 0.62 için f(x) değerini hesaplayınız.
Önce Fark Tablosunu hazırlayalım. 
	xi
	fi
	(fi
	(2fi
	(3fi

	0,5
	0,877583
	-0,14589
	-0,04549
	0,011899

	0,75
	0,731689
	-0,19139
	-0,03359
	0,013988

	1
	0,540302
	-0,22498
	-0,01961
	0,015207

	1,25
	0,315322
	-0,24459
	-0,0044
	0,015481

	1,5
	0,070737
	-0,24898
	0,011082
	0,014792

	1,75
	-0,17825
	-0,2379
	0,025874
	0,013183

	2
	-0,41615
	-0,21203
	0,039057
	

	2,25
	-0,62817
	-0,17297
	
	

	2,5
	-0,80114
	
	
	


Bu tabloyu hazırlamak için kullandığımız (bilgisayardaki) hesap makinası Cos(0.62) değerini Cos(0.62) ( 0,813878 olarak vermektedir. Şimdi bu rakamı bilmediğimizi varsayarak 
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formülünü uygulayacağız ve Cos(0.62) değerini bulmaya çalışacağız. Formülü açık yazalım:
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Tablodan f0 , (f0 , (2f0 , (3f0 değerlerini kullanalım:
	xi
	fi
	(fi
	(2fi
	(3fi

	0,5
	0,877583
	-0,14589
	-0,04549
	0,011899
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s değerine bağlı olarak 0.5 < x < 2.5 aralığında fs değerine yaklaşan bir polinom elde ettik. Yukarıdaki formülü çıkartırken s için 
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 tanımını kullanmıştık. O halde 
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değerini bu polinomda yerine koyalım.
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fs = f(s) = f(x0+sh) =f(0.5+[0.48][0.25]) = f(0.62) = Cos(0.62) (  0.808874
elde ettik. Fark tablosunu oluştururken kullandığımız (bilgisayardaki) hesap makinasından okuduğumuz değer ise Cos(0.62) ( 0,813878 idi. 
5.2.  FARK OPERATÖRLERİ:
Bu paragrafta ilginç bir çalışma yapacağız. Sonlu Farklar için önceki bölümde verdiğimiz tanımlara bazı yen ve basit tanımlar ekleyerek bunlar arasında ‘tamamen temsili nitelikte’ bir çeşit yeni matematik kuracağız. Bulacağımız formüller biçimsel olarak önceden tanıdığımız bazı formüllere benzeyecekse de aynı anlamı asla taşımayacak fakat bildiğimiz formülün yalnızca biçimini içeren bir çeşit gölgesi olacaktır. Bu nedenle bu paragraftaki çalışmaları bazı yazarlar ‘Gölge Matematiği’ olarak adlandırmaktadırlar.

Şimdi tanımlarımızı sıralayalım.

1. (f(x) = f(x+h) - f(x)

2. (f(x) = f(x) – f(x-h)

3. (f(x) = f(x+h/2) – f(x-h/2)

4. ÖTELEME OPERATÖRÜ: Ef(x) =f(x+h)

5. ORTALAMA OPERATÖRÜ: Mf(x) = [f(x+h) + f(x-h)]/2

6. DİFERANSİYEL OPERATÖRÜ: Df(x) = f’(x)

7. ENTEGRAL OPERATÖRÜ: Jf(x) = x( x+hf(t)dt

Görüldüğü gibi bu operatörlerin hepsinin tanımında h adım uzunluğu yer almaktadır. Bu nedenle bu operatörleri bazen ADIM OPERATÖRLERİ olarak anılırlar.

Operatörlerin Eşitliği/İşlemin Denkliği:
Bu operatörler arasından seçilen bir veya birden çok operatörün herhangi bir f(x) fonksiyonuna uygulanması ile elde edilen sonuç, başka bir veya bir grup operatörün verdiği sonuçla aynı ise bu operatörlerin yaptığı işlem denktir ve bu anlamda operatörler eşittir.

Örnek:
(f(x) = f(x+h) - f(x) = Ef(x) –f(x) = (E – 1)f(x) ( ( = E – 1
E(f(x) =E[f(x) – f(x-h)] = f(x+h) – f(x) = (f(x) (   E( = ( 

Bir Operatörün Tekrarlanması: ‘Üs’ Tanımı
Bu operatörlerin pozitif tamsayılı kuvvetleri operatörün tekrarlanarak uygulanması biçiminde tanımlanmıştır. Bu tanımın doğal sonucu olarak ‘Üslerin Toplanması’ kuralı da geçerlidir; şu şartla ki yukarıdaki bütün operatörlerin ‘sıfır ıncı üssü’ nün herhangi bir fonksiyona uygulanması herhangi bir değişiklik yaratmaz. Yani bütün bu operatörlerin ‘sıfır ıncı üssü’ bir sayısına eşittir. 

 Örnek:
E2f(x) = E[Ef(x)] = E[f(x+h)] = f(x+2h)

D2f(x) = D[Df(x)] = D[f’(x)] = f’’(x) 
( 2[( 3f(x)] = ( 5f(x) 

( 2[( -2f(x)] = ( 0f(x) = f(x)

Ters Operatör:
Yukarıdaki operatörlerden birini ya da bir grubunu L ile gösterelim ve herhangi bir f(x) fonksiyonuna uygulanarak Lf(x) sonucuna ulaşıldığını düşünelim. Eğer öyle bir T operatörü varsa ki bu Lf(x) sonucuna uygulandığında bulunan sonuç f(x) olsun; yani

T[Lf(x)] = f(x)

yazılabilsin. İşte bu T operatörüne L operatörünün tersidir diyoruz ve T = L-1 ile gösteriyoruz. Bu durumda tanım olarak:

L-1[Lf(x)] = f(x) ( L-1L = 1

ifadesini yazabiliriz.

Örnekler:
Ef(x) = f(x+h) olduğuna göre E-1[Ef(x)] = f(x) olabilmesi için E-1f(x) = f(x-h) olmalıdır.

Buna göre:

f(x) – E-1f(x) = f(x) – f(x-h) = (f(x)  (  1 – E -1 = (  olacaktır.
Yukarıdaki tanımın ifadesine dikkat edilmelidir. Herhangi bir operatörün tersi mutlaka bulunur diyemeyeceğimiz gibi varsa bunun bir tek olduğu da söylenemez.

Fark Operatörlerinin Genel Özellikleri:
Yukarıdaki tanımların ışığında gösterilebilir ki L1 , L2 , L3 bu operatörlerden herhangi üçünü simgelemekte ise bunlar arasında aşağıdaki genel bağıntılar geçerlidir.

1. L1+ L2 = L2+L1
2. (L1+ L2) + L3 = L1+L2 + L3
3.  L1L2 = L2L1
4. (L1L2)L3 = L1L2L3
5. (L1+ L2) L3 = L1L3 + L2L3
Böylece fark operatörleri arasında ilginç bir yeni ’cebir’ kurduk. Şimdi bunu önce bazı basit bağıntıları oluşturmak için kullanalım.

5.3. FARK OPERATÖRLERİ ARASINDA İLİŞKİLER:
Yukarıda bazı basit örnekler görmüştük. Şimdi bunları çeşitlendirelim.

(E – 1)f(x) = f(x+h) – f(x) = (f(x) ( E – 1 = ( 

bağıntısını zaten görmüştük. Buna benzer şekilde

(1 – E-1)f(x) = f(x) – f(x – h) = (f(x) ( 1 – E-1 = ( 

yazabileceğimiz açıktır. Benzer biçimde şu bağıntılar da yazılabilir.

2M = E 1/2 + E -1/2 
E 1/2( = (
E ½ = [1+( 2/4]1/2 + (/2

M =  [1+( 2/4]1/2
Şimdi diferansiyel ve entegral operatörlerini ard arda uygulayalım.
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DJf(x) = JDf(x) = (f(x) (  DJ = JD = (
Burada şu noktaya dikkat edelim. Yukarıda da gösterdiğimiz gibi J ve D operatörleri birbirinin tersi değildir. İyi bildiğimiz gibi D operatörünün tersi Belirsiz Entegraldir ve orijinal fonksiyondan sabitler kadar farklı sonsuz adette fonksiyon yaratır. Yani

DF(x) = f(x) ise D -1f(x) = F(x) + c

Buna karşılık D -1f(x) yerine, örneğin, ( D -1f(x) alacak olursak:

( D -1f(x) = F(x+h) – F(x) = JF(x) (  ( D -1 = J
bağıntısını elde ederiz. Bunu yukarıdaki bağıntıyla birleştirirsek aşağıda çok kullanacağımız

 ( D -1 = JDD -1 =  J
önemli sonucunu elde ederiz. 

Görüldüğü gibi Adım Operatörleri arasında sınırsız sayıda ilişki kurmak mümkündür. Artık bu ilişkilerden nasıl yararlanabileceğimizi inceleyelim.

5.4. FARK TABLOSU HAZIRLAMADAN FARK HESAPLAMA:
Bu paragrafta esas itibarı ile, yukarıda gösterdiğimiz:

E - ( = 1  (  ( = E – 1
bağıntısını kullanacağız. Yalnız daha önce ( ve ( yı da ( cinsinden yazalım.
E( = (
Öte yandan 

E1/2[( f(x)] = E1/2[f(x+h/2) – f(x-h/2)] = f(x+h) – f(x) = (   (    E1/2 ( = (
Şimdi bu üç bağıntıyı birlikte yazalım.

E( = E1/2 (  = ( = E – 1     (   (E() r = (E1/2 ( ) r = ( r = (E – 1) r
Bu bağıntının son kısmını -tamamen biçimsel olarak- bir BİNOM SERİSİ biçiminde yorumlayabiliriz ve açınımını şöylece yazabiliriz.
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Yukarıda gösterdik ki bu ifade sırasıyla (E() r = (E1/2 () r = ( r değerlerine eşittir. O halde tablo halinde verildiğini varsaydığımız xk , yk = y(xk) fonksiyonuna bu işlemleri uygulayalım.


[image: image26.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

1

1

1

1

...

1

1

1

1

...

1

1

1

1

1

...

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

r

r

r

r

k

r

k

r

k

k

r

k

r

r

k

r

r

k

r

k

k

r

r

k

r

k

r

k

r

r

k

r

k

k

r

k

r

y

y

r

y

r

y

E

y

y

y

r

y

r

y

E

E

y

y

y

r

y

r

y

y

E

y

-

+

-

-

-

+

+

-

+

-

-

-

-

+

-

-

+

+

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

=

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

-

=

Ñ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

-

=

D

d

d


Bu formüller sayesinde Farklar Tablosu hazırlamaksızın istediğimiz mertebede Önedoğru, Geridoğru ve Merkezsel Fark hesaplayabileceğimiz açıktır. Buradaki katsayıların iyi bilinen PASCAL Üçgenindeki katsayılar olduğunu hatırlarsak, çok yüksek olmayan mertebedeki farkları ezberden kolaylıkla yazabiliriz. Tabii formüllerin asıl avantajı istenilen mertebedeki farkları hesaplayacak bir algoritma oluşturmaları yani kolaylıkla programlanabilir olmalarıdır.

Örnekler:

Varsayalım ki bir y(x) fonksiyonu için aşağıdaki tablo verilmiştir.
	k
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	xk
	0.2
	0.4
	0.6
	0.8
	1.0
	1.2
	1.4

	y(xk)=yk
	0.20271
	0.42279
	0.68414
	1.02964
	1.55741
	2.57215
	5.79788


Bu tablonun çeşitli noktalarında ve farklı mertebelerde sonlu fark hesaplayalım.

1. (2yk = (E – 1)2yk = yk+2 - 2yk+1 +yk 

k = 3   (2y3 = y3+2 - 2y3+1 +y3 =y5 – 2y4 + y3 = 1.55741 -2(1.02964) + 0.68414 = 0.1827

k = 2   (2y2 = y3 – 2y2 + y1 = 0.68414 – 2(0.42279) + 0.20271 = 0.04127
2.  ( 3yk = E -3(E – 1)3yk = yk - 3yk-1 + 3yk-2 –yk-3 


k = 5  ( 3y5 = y5 – 3y4 + 3y3 – y2 = 1.55741 -3(1.02964) + 3(0.68414) – 0.42279 = 0.098

3.
( 2yk = E -2(E – 1)4yk = yk+2 – 4yk+1 + 6yk – 4yk-1 + yk -2
      k = 4   ( 2y4 = y6 – 4y5 + 6y4 – 4y3 + y2 = 



   = 2.57215 - 4(1.55741) + 6(1.02964) – 4(0.68414) + 0.42279 = 0.20658

5.5. SAYISAL TÜREV HESAPLAMA:
Varsayalım ki bir p(x) polinomunun türevlerini hesaplamak istiyoruz. Bu amaçla p(x) in x- civarındaki TAYLOR Açınımını yazalım.
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Bu ifadede bir noktaya dikkat çekelim. Bir polinom için, eğer mertebesi n ise, n ne kadar büyük olursa olsun bu mertebeden büyük türevler sıfır olacağı için formüldeki son ‘+...’ terimi gereksizdir. Ancak bu formülü polinomlar için geliştirdikten sonra herhangi f(x) fonksiyonları için kullanmayı planladığımızdan ve f(x) için sınırsız mertebede türev alınabilir olduğunu kabul edeceğimizden bu terimi kullanmaya devam edeceğiz.

Bu açınımı Fark Operatörleri cinsinden yazalım.
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İlginç bir sonuç elde ettik. Parantez içindeki ifade ‘biçimsel olarak’ sanki ehD açınımına benziyor. O halde yine ‘biçimsel olarak’  şunları yazalım.
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Başlangıçtan beri vurguladığımız fikri bir daha belirtelim. Bu ifadedeki ehDp(x) terimi (hD) nin üstel fonksiyonunu tanımlamıyor; yalnızca (hD) operatörünün ehD nin seri açınımındaki biçime uygun olarak p(x) fonksiyonuna uygulanacağını belirtiyor. Bu uygulamanın sonucunda ise Ep(x) bulunacağı anlaşılıyor; yani E operatörü ile ehD operatörünün herhangi bir p(x) polinomuna uygulanması sonucunda aynı sonuç elde edileceği anlaşılıyor. Bunu operatörler cinsinden E = ehD yazarak ifade ediyoruz.

Bu açıklamanın ışığında yine tamamen ‘biçimsel olarak’ şöyle devam edebiliriz.
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Böylece diferansiyel operatörü D yi öteleme operatörü E cinsinden belirlemiş olduk. Önceki paragrafta E ile önedoğru, geridoğru ve merkezsel fark operatörleri arasındaki ilişkileri belirlemiştik. O halde artık bunları kullanarak sayısal türev alma işlemini formüle edebiliriz. Tabii yine şuna dikkat etmeliyiz lnE terimi E nin tabii logaritması alınacak anlamına değil fakat E operatörü lnE nin seri açınımındaki ‘biçime göre’ uygulanacak anlamında kullanılmaktadır. Şimdi önce E ile önedoğru fark operatörü ( arasındaki

E = 1 + (
bağıntısını kullanarak ilk sayısal türev ifademizi bulalım. 

Artık formüllerimizde bir polinomu belirleyen p(x) terimini değil fakat herhangi ‘türetilebilir’ bir fonksiyon olarak kabul ettiğimiz f(x) terimini kullanacağız ve bu nedenle formüllerimizdeki ‘=’ işaretinin yerine, artık sınırsız sayıda türev alınabileceğini düşünerek ‘(’ işaretini kullanacağız.

Buna göre keyfi bir f(x) fonksiyonunun tanım aralığı içindeki bir x0 noktasındaki türevi, önedoğru sonlu farklar cinsinden şöyle yazılabilir.

Önedoğru Sonlu Farklarla Birinci Mertebeden Türev:


[image: image31.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

4

3

2

0

0

0

...

4

1

3

1

2

1

1

1

ln

1

'

x

f

h

x

f

h

x

f

x

Df

þ

ý

ü

î

í

ì

-

+

D

-

D

+

D

-

D

@

D

+

@

=


Basit ve uygulaması kolay bir formül elde ettik. Daha ileri gitmeden bir örnek çözelim.

Örnek:
Verilen fonksiyon f(x), 1.72 ( x ( 1.82 aralığında şöylece tablolanmış olsun. 

	x
	1.72
	1.74
	1.76
	1.78
	1.80
	1.82

	f(x)=Sinx
	0.9888
	0.9857
	0.9822
	0.9782
	0.9738
	0.9691


Şimdi çeşitli yaklaşım düzeylerinde türev hesaplayacağız.

1. Mertebe:  

(f(x) = f(x+h) – f(x)  (   Df(x) ( (f(x)/h   (        Df(x) = (1/h)[f(x+h) – f(x)]
Örneğin x = 1.76 da Df(x) = [0.9782 – 0.9822]/0.02 = -0.0040/0.020 = -0.20
Bildiğimiz bir fonksiyon olan Sinx i tabloladığımız için bu değeri kolaylıkla kontrol edebiliriz.

(Sinx)’ = Cosx ( Cos(1.76) = -0.188076
çok iyi bir sonuç elde etmedik. Bir mertebe yukarı çıkalım.

2. Mertebe:
(f(x) = f(x+h) – f(x)  
(2f(x) = f(x+2h) – 2f(x+h) +  f(x)  
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Örnek olarak yine x = 1.76 daki türevi hesaplayalım.

Df(1.76) ( -{0.9738 - 4(0.9782) + 3(0.9822) }/2(0.02) (  -0.00760.04 = -0.19
Biraz daha iyi bir sonuç elde ettik. Bir mertebe daha ilerleyelim.

(f(x) = f(x+h) – f(x)  
(2f(x) = f(x+2h) – 2f(x+h) +  f(x)  
(3f(x) = f(x+3h) - 3f(x+2h) + 3f(x+h) –  f(x)
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Buradaki işlemler yapıldığında sonuç: [Sin(1.76)]’ = -0.1859 olarak bulunur.

Aslında birinci mertebeden türev almak için kullandığımız formülün iki tarafında birden üs alarak yani iki taraftaki operatörleri tekrarlayarak yüksek mertebeli türev formüllerini de oluşturabiliriz. Bu amaçla her iki tarafı r inci üsse yükseltelim.

Önedoğru Sonlu Farklarla r inci Mertebeden Türev:
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Bu formüldeki 
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 ifadesini değerlendirmek için, doğrudan konumuzla ilgili olmadığı için ayrıntılı bilgi vermeyeceğimiz STİRLİNG Sayılarını kullanacağız. Burada bize gerekli olan ‘Birinci Cins STİRLİNG Sayıları Si(r)’ cinsinden bu ifadeyi şöyle ifade ediyoruz.
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Bu tanım yardımıyla formülümüzün açık ifadesi şu biçimi alır.
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Bu formülde yer alan Birinci Cins STİRLİNG Sayılarının ilk birkaç tanesini tablo halinde verelim.

	S(1)i
	1
	-1
	2
	-6
	24

	S(2)i
	
	1
	-3
	11
	-50

	S(3)i
	
	
	1
	-6
	35

	S(4)i
	
	
	
	1
	-10

	S(5)i
	
	
	
	
	1


Örnek:
Yukarıda birinci türevini aldığımız fonksiyonun yine x = 1.76 noktasındaki üçüncü türevini hesaplayalım.
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Yalnızca birinci terimi alalım.


[image: image39.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

D

-

+

+

+

-

+

@

3

2

3

3

1

3

3


Değerleri tablodan alarak yerlerine koyalım. Ancak daha önce tablodaki değerleri bir az daha hassas hale getirmemiz gerekli, çünkü (0.02)3 = 0.000008 gibi çok küçük bir sayı ile bölme yapacağız dolayısıyla küçük bir hata bile katlanarak sonucu etkileyecektir.
	x
	1.72
	1.74
	1.76
	1.78
	1.80
	1.82

	f(x)=Sinx
	0.9888898
	0.9857192
	0.9821543
	0.9781966
	0.9738476
	0.9691091
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Aslında biliyoruz ki D3 Sinx = -Cosx olmalı; yani D3Sin(1.76) = -Cos(1.76) ( 0.18808 değerini almalıydı. Görüldüğü gibi çok iyi bir sonuç elde edemedik. Formülümüzdeki ikinci ve/veya üçüncü terimin eklenmesi bu sonucu iyileştirebilir. 

Geridoğru Sonlu Farklarla Birinci Mertebeden Türev:
Şu ana kadar önedoğru farklarla yaptıklarımızı tamamen benzer şekilde geridoğru sonlu farklar için de tekrarlayabiliriz. Yukarıda yaptığımız gibi,
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formülünden yola çıkacağız ve burada E yi ( cinsinden ifade eden

E(  = E – 1    (    E = 1/(1-() = (1-() -1
ifademizi kullanacağız. Buna göre Geridoğru Sonlu Farklarla Birinci Türev ifadesi şu biçimi alacaktır.
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Geridoğru Sonlu Farklarla r inci Mertebeden Türev:
Bunu da, yine Birinci Mertebeden STİRLİNG Sayılarını kullanarak, şöylece ifade edebiliriz. 
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Örnek:
Geridoğru sonlu farklarla türev hesaplarken yukarıdakinden biraz farklı bir yol izleyelim. Türevini alacağımız fonksiyonu

0( x( 2,   h = 0.2,  f(x) = e2x + x
olarak seçelim ve bu fonksiyon için geridoğru fark tablosu oluşturalım.

	x
	f(x)=x+e2x
	(f(x)
	(2f(x)
	(3f(x)
	(4f(x)
	(5f(x)
	(6f(x)

	0
	1
	
	
	
	
	
	

	0,2
	1,691825
	0,691825
	
	
	
	
	

	0,4
	2,625541
	0,933716
	0,241892
	
	
	
	

	0,6
	3,920117
	1,294576
	0,36086
	0,118968
	
	
	

	0,8
	5,753032
	1,832916
	0,53834
	0,17748
	0,058512
	
	

	1
	8,389056
	2,636024
	0,803108
	0,264769
	0,087289
	0,028777
	

	1,2
	12,22318
	3,83412
	1,198097
	0,394988
	0,13022
	0,042931
	0,014153

	1,4
	17,84465
	5,62147
	1,78735
	0,589254
	0,194265
	0,064045
	0,021114

	1,6
	26,13253
	8,287883
	2,666413
	0,879063
	0,289809
	0,095544
	0,031499

	1,8
	38,39823
	12,2657
	3,977821
	1,311408
	0,432345
	0,142535
	0,046991

	2
	56,59815
	18,19992
	5,934211
	1,956391
	0,644983
	0,212638
	0,070102


Örneğin x = 1 noktasını seçelim ve burada sırasıyla ilk iki mertebeden türevleri hesaplamaya çalışalım.
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Bu rakamları kontrol etmek için fonksiyonumuzu türetelim ve x = 1 için aynı türevleri hesaplayalım.

f(x) = x + e2x
f’(x) = 1 + 2e2x  (     f’(1) = 1 + 2e2 (15.778
f’’(x) = 4e2x       (    f’’(1) = 4e2 ( 29.556
Merkezsel Sonlu Farklarla Türev:
Merkezsel Farklar halinde, yine yukarıda yapıldığı gibi, E ile ( arasındaki ilişkiden yani 

E ½ = [1+( 2/4]1/2 + (/2
bağıntısından yararlanacağız. Kolayca görülüyor ki, temsili olarak,
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yazılabilir. Sh((/2) fonksiyonunun açınımında yalnızca tek kuvvetler bulunduğunu hatırlarsak bu ifadenin doğrudan kullanılması halinde apsislerin tamamının h ( k/2 biçiminde çıkacağını görebiliriz. Gerçi bu zorluğu aşmak için her zaman H = 2h adım uzunluğu alarak hesabımızı yürütebilirsek de bu durumda da hassasiyetten ödün vermiş oluruz. Buna karşılık:

M =  [1+( 2/4]1/2
bağıntısını denklemimize eklersek formülümüz şu biçime ulaşır.

Merkezsel Sonlu Farklarla Birinci Mertebeden Türev:
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5.6. SAYISAL ENTEGRAL HESAPLAMA (I):
Bu paragrafta verilmiş bir belirli entegrasyon işlemini sayısal yöntemler kullanarak gerçekleştirmeye çalışacağız. Sayısal türev işleminde yaptığımız gibi burada da simgesel hesap yöntemlerinden yararlanacağız.

Varsayalım ki x0 ( x ( xr aralığında f(x) tanımlı ve entegre edilebilir bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun bu aralıkta entegre edilmesi istenmektedir.

Yani xr = x0 + rh olduğuna göre  
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 ifadesinin değerini hesaplamak istiyoruz. Bu ifadeyi entegrasyon işlemi özelliklerini kullanarak şöyle yazabiliriz.
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Böylece f(x) uygulanmış her biri h adım uzunluğunda r adet entegrasyon işlemi elde ettik. Simgesel Hesap yöntemimiz bizim bu işlemi şöyle yazmamıza izin veriyor.
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Burada parantez içindeki ifade, temsili olarak, iyi bildiğimiz Geometrik Seri olarak yorumlanabilir ve yine, temsili olarak, bunun toplamını yazabiliriz. Bu durumda entegrasyon işlemimiz şu biçimi alacaktır.
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Böylece temel entegrasyon formülümüzü elde etmiş olduk. Bu noktadan sonra yapacağımız işlem bu denklemin sağındaki ifadeyi Sonlu Fark ifadeleri ile değiştirmek olacaktır.

Önedoğru Farklarla Entegrasyon:
Yukarıda E = 1 + ( bağıntısını bulmuştuk. Buna göre:
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yazabileceğimiz açıktır. Öte yandan DJ = JD = (  ve 
[image: image55.wmf]E
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bağıntılarını da daha önce çıkarmıştık. Bunları kullanırsak:
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elde ederiz. Şimdi bütün yaptıklarımızı temel entegrasyon formülünde yerine koyalım.
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Çok basit görünen fakat aslında hesaplaması oldukça karmaşık olan bir formül elde ettik. Sağ taraftaki parantezleri, ancak, ayrı ayrı seriler olarak ifade edebiliriz ve bu da bizi bir seri çarpımına götürür. Özellikle ikinci serinin sonsuz terimli olması dolayısıyla bu iki serinin çarpımında bir ‘Kesme Noktası’ sorunumuz da olacaktır.

Buna karşılık bu formülü bir ölçüde basitleştirmek amacıyla seçebileceğimiz aşikar bir yol var. O da ilk seri ile ilgili. Dikkat edilirse
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ifadesi, yalnızca, x0 dan xr e doğru attığımız adımları saymaktadır. Dolayısıyla x0 dan xr e doğru r adımı birlikte atmaktansa x0 dan x1 e bir adım atarak entegrasyon işlemini bu aralıkta tamamladıktan sonra x1 den x2 ye ve xr-1 den xr ye hep birer adım atarak entegrasyon değerlerini elde edebilir ve bunların toplamını sonuç olarak yazabiliriz. Diğer sözlerle yukarıdaki genel formülde r = 1 yazabiliriz ve bu bizi seri çarpımı işleminden hemen kurtarır.

Bu durumda genel entegrasyon formülümüz şu biçimi alacaktır.
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Artık elimizde sonsuz terime sahip tek bir seri vardır ve bu da, gösterilebilir ki, şöylece ifade edilebilir.
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Böylece Önedoğru Farklarla Entegrasyon formülümüz son biçimine ulaşmış olur.
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Bu formülü Genel Entegrasyon Formülünde r = 1 koyarak elde ettik. İstenilirse bu basitleştirmeyi yapmadan da, yan herhangi r için formüller yazabiliriz. Ancak uygulama her adımda r = 1 alarak yapılan adım adım entegrasyonun r > 1 alınarak tek adımlı entegrasyondan daha iyi yakınsadığını göstermektedir. Bu nedenle r > 1 için, oldukça karmaşık hesap gerektiren, Genel Entegrasyon Formülünü çalışmamızın dışında bırakacağız. Ancak r = -1 almak suretiyle bulacağımız ve ileride Diferansiyel Denklem Çözümlerinde kullanmak isteyeceğimiz özel bir formülü burada çıkartmamız lazım. Genel ifadede r = -1 koyduğumuzu varsayalım.

r = -1   (  
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

D

+

=

D

+

D

D

+

-

D

+

D

+

=

D

-

D

+

Þ

D

-

D

+

-

-

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

r


Buna göre genel denklemimizin biçimi şöyle olacaktır.
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Dikkat edilirse entegrasyonun üst sınırı geriye doğru bir adım ilerlemiştir. Dolayısıyla geri doğru bir adımlık bir ekstrapolasyon yapmış olduk. Entegrasyon sınırlarını birbiri ile değiştirir ve sağ tarafı serilere açıp ilk birkaç terimin toplamlarını yazarsak istediğimiz ifadeye erişiriz.
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Geridoğru Farklarla Entegrasyon:
Geridoğru Farklarla Entegrasyon formülleri de tamamen benzer şekilde hareket edilerek bulunur. Yukarıda verdiğimiz iki formülün eşdeğerleri şöylece ifade edilebilir.
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Merkezsel Farklarla Entegrasyon:
Merkezsel farklarla entegrasyon formülünü yazabilmemiz için problemi yukarıdaki yolu izleyerek yeniden kurmalıyız.
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Bu ifadenin sağ tarafını yeniden düzenleyerek hD = 2[Sh((/2)] -1 bağıntısını iç içe iki defa kullanırsak, uzunca bir işlemler zinciri sonucunda şu sonuca ulaşırız.
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Daha önce yaptığımız gibi bu son formülde n = 1 değerini kullanırsak entegrasyon formülümüz kolayca kullanılır hale gelir.
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5.6. SAYISAL ENTEGRAL HESAPLAMA (II):
Önceki paragrafta Sayısal Entegrasyon işlemini temsili bir hesap yöntemini uygulayarak ele aldık ve oldukça ilginç sonuçlar elde ettik. Bu paragrafta aynı problemi tamamen farklı bir yönden ele alacağız ve benzer ya da aynı formüllere yine ulaşırken bunlara ek olarak yeni ve belki çok daha hassas formüller elde edeceğiz.
Bu paragrafta entegrasyon işlemine daha somut bir biçimde yaklaşacağız ve iyi bildiğimiz RIEMANN Anlamında Entegral kavramıyla başlayacağız.
RIEMANN Anlamında Entegral:
Gerçel bir f(x) fonksiyonu düşünelim. Bu fonksiyonun x0 (  xi (  xn , i = 1, 2, ..., n aralığındaki entegrali 
y = 0, y = f(x) ve x = x0 , x = xn
eğrileri arasında kalan alanın büyüklüğüne eşittir. Bunun matematik ifadesini şöyle yazıyoruz.
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Geometrik gösterim ise şöylece gerçekleştirilebilir.


[image: image71]
Bu şekilde tanımladığımız bu işlemde her f(x) fonksiyonu için bir limit değer bulunacağı düşünülemez. Ancak eğer limit varsa ve sonlu bir değere sahip ise I ile gösterdiğimiz bu değer f(x) fonksiyonunun x = x0 , x = xn aralığındaki RIEMANN Anlamında Entegralidir denir.
Grafikte dikkat çekmemiz gereken bir nokta var. x- ekseni üzerine yerleştirdiğimiz bütün dikdörtgenler y = f(x) eğrisine sağ üst köşelerinden değmekte. Dolayısıyla bu şekilde alınan limit için ‘Sağ Limit’ deyimini kullanabiliriz. Kuşkusuz ayni dikdörtgenleri, sol üst köşelerinden y = f(x) eğrisine değecek şekilde çizebilir ve benzer limit işlemini gerçekleştirebilirdik. Bu durumda limit işlemimiz bir ‘Sol Limit’ olacaktı. Gösterilebilir ki bir f(x) fonksiyonu eğer RIEMANN Anlamında entegre edilebilirse bu Sağ ve Sol limitler n( ( için aynı I değerine yakınsamaktadır. Diğer sözlerle I eğer varsa tektir.
Entegrasyon işleminin yukarıdaki gibi tanımlanması Sayısal Hesap yöntemleri oluşturmak açısından son derece elverişlidir. Gerçekten de en basit Sayısal Entegrasyon işlemi bu tanımın kendisi olarak değerlendirilebilir. Basit bir örnek çözerek konuyu açıklayalım.
Örnek:
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Verilen fonksiyonun değerlerini (x =0.2 alarak tablolayalım. 
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Yukarıdaki tanıma göre sağ limitin (x =0.2, n =5 alınarak bulunacak ilk yaklaşımı
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Sol limitin ilk yaklaşımını bulabilmemiz için yukarıdaki formülde i yi 1 yerine 0 dan başlatmamız yeterli.
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İncelediğimiz belirli entegral ve analitik ifadesi iyi bildiğimiz gibi şöyle.

[image: image76.wmf]670774

.

4

718

.

2

389

.

7

1

2

2

1

0

@

-

@

-

=

ò

=

=

e

e

dx

e

n

x

x

x


Sadece tanımı kullanarak bulduğumuz entegrasyon değerleri, geometrik özelliklerden kolayca tahmin edilebileceği gibi, bu değere üstten ve alttan yaklaşmış oldu. Sadece tanımı açıklamak amacı ile çözdüğümüz bu örnekte n değerini çok küçük ve dolayısıyla (x değerini çok büyük seçtiğimiz için, doğal olarak, büyük bir hata ortaya çıktı.
Aslında n değerini büyüterek ((x i küçülterek) elbette daha iyi sonuçlar elde edebiliriz. Ancak sonucu iyileştirmek için elimizde başka olanaklar da var. Bunlardan en basiti ise şöyle açıklanabilir. Mademki sağdan ve soldan limitlerin biri aradığımız entegrasyon değeri I dan mutlaka büyük diğeri ise mutlaka küçük şu halde bunların ortalaması I değerine her ikisinden de daha iyi bir yaklaşım oluşturabilir. Gerçektende bu ortalama alındığında elde edilen
I = (5,153411 + 4,219256)/2 ( 4,686333

değeri analitik yöntemle bulduğumuz 4,670774 değerine çok daha yakın.
Bu düşünce ile entegrasyon işlemini biraz daha iyi bir yaklaşımla gerçekleştirebiliriz.

Yamuk (Trapez) Kuralı ile Entegrasyon:
Artık önceki paragraflardaki notasyonumuzla uyum sağlamak amacı ile (x = (xn – x0)/n = h simgesini kullanacağız ve entegrasyon işlemi için şöyle bir yaklaşım tasarlayacağız.
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veya daha basitçe:
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Aslında yaptığımız işlem çok basit. Entegrasyon bölgesinde xi ve xi+1 noktalarından geçen bir doğru parçası ile bu xi ( x (  xi+1 aralığındaki y = f(x) eğri parçasını değiştirmiş olduk. Diğer sözlerle y = f(x) eğrisini x0 , x1 , ... , xn noktalarında kendisine değen doğru parçaları yani ‘kesen’leri ile değiştirdik.
Hatamızı belirlemek için f(x) fonksiyonunu TAYLOR Serisine açtığımızı düşünelim.

f(xi+h/2) = f(xi) + (h/2)f’(xi) + (h2/6)f’’(()
f(xi+h/2) =f(xi+1) – (h/2)f’(xi+1) + (h2/6)f’’(()
Burada ( xi ve xi+1 değerleri arasında kalan bir x değeridir.
f’(xi) = f’(xi+1) olmak zorunda çünkü aynı doğru parçasının eğimi söz konusu, taraf tarafa toplarsak:
f(xi+h/2) = [f(xi) + f(xi+1)]/2 + (h2/12)f’’(()
Ele aldığımız xi, xi+1 aralığındaki dikdörtgenin alanını bulmak için bu değeri h ile çarpıyoruz. Şu halde Yamuk Kuralı ile entegrasyondaki hatamızın mertebesi şöylece belirlenmiş olur.
HYAMUK (h) ( O(h3/12)f’’(()
Önceki paragrafta simgesel matematik yardımı ile çıkardığımız entegrasyon formüllerinden biri örneğin Önedoğru Farklarla Entegrasyon formülü ile burada bulduğumuz formülü karşılaştıralım.
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Bu formülün ilk iki terimini açık olarak yazalım.
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Hemen görüyoruz ki bu formül Yamuk Kuralı ile Entegrasyon formülünün i = 1 için yazılmış biçimidir. Şu halde şunu söyleyebiliriz Yamuk Kuralı ile Entegrasyon işlemi daha önce verdiğimiz genel entegrasyon yöntemlerinin basitleştirilmiş bir biçimidir.
SİMPSON Kuralı ile Entegrasyon:
SİMPSON Kuralı ile Entegrasyon işlemi, aslında Yamuk Kuralı ile entegrasyon işleminin bir adım daha geliştirilmiş biçimidir. Şöyle ki Yamuk kuralında xi ve xi+1 noktalarındaki fonksiyon f(xi), f(xi+1) değerlerini kullanarak, [xi , f(xi)], [xi+1 , f(xi+1)] noktalarından geçen doğru parçasını y = f(x) eğrisinin yerine yerleştirmiş ve bu biçimde elde ettiğimiz

[xi ,  xi+1 , f(xi),  f(xi+1)]
yamuğunun alanını hesaplamış ve bunu [xi ,  xi+1] aralığında y = f(x) eğrisi altında kalan alana, yaklaşık, eşit kabul etmiştik.
 SİMPSON Kuralını bulmak için bu defa [xi ,  xi+1 , xi+2] noktalarını ele alacağız ve bu noktalardan geçen ‘ikinci mertebeden’ bir polinomu y = f(x) eğrisinin yerine yerleştireceğiz. Buna göre entegrasyon işlemimiz [xi ,  xi+1 , xi+2] aralığında bir parabolün entegrasyonuna dönüşecek ve bunu da analitik olarak kolayca entegre edebileceğimize göre bu aralıkta y = f(x) altında kalan alnı, yaklaşık olarak, veren basit bir formüle ulaşacağız.
Varsayalım ki [xi ,  xi+1 , xi+2] noktalarında y = f(x) ile aynı değerlere sahip olmasını istediğimiz parabolün denklemi:
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olarak verilmiştir. Şimdi bir şekil çizerek devam edelim.


[image: image82]
Şimdi çok fazla indis yazmamak için a = xi , b = xi+2 yazalım; bu durumda xi+1 = (a+b)/2 olacaktır. Buna göre y = f(x) in yerini almasını istediğimiz parabol şu şartları sağlamalıdır.
x = a da    y = ( a2+  ( a + ( 
x = (a+b)/2 de    y = ( (a+b)2 /4 +  ( (a+b)/2 + (  

x = b de    y = ( b2+  ( b + (
Bu üç denklemden (, (, ( değerlerini çözebiliriz. Öte yandan bu parabol denklemini entegrasyon işleminde yerine koyar ve entegre edersek
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Bu denklemde yer alan (, (, (  da hesaplanıp yerlerine konulursa, epeyce bir hesaplamadan sonra, şu sonuca ulaşılır. 
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Ya da başlangıçtaki notasyonumuza dönersek iyi bilinen SİMPSON Kuralı ile entegrasyon formülünün son haline erişiriz.
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Bulduğumuz bu ifadeyi yalnızca üç noktalık bir aralıkta değil fakat bütün entegrasyon bölgesinde yazmak istersek şöyle bir yol izleyebiliriz.
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Böylece bütün Sayısal Analizin en meşhur formüllerinden birini elde etmiş bulunduk. Dikkat edilirse bu formülün doğru uygulanabilmesi için n sayısının tek sayı olarak seçilmesi gerektiği hemen görülecektir.
SİMPSON Kuralının kesme hatası, yukarıda Yamuk Kuralında kullanılan yol izlenerek bulunabilir. 
HSİMPSON (h) ( O(h5/90)f(4)(()
Görüldüğü gibi çok küçük bir hata söz konusudur. Zaten Simpson kuralının üç asra yakın bir süredir hemen her türlü entegrasyon işleminde ilk akla gelen formüllerden biri olması da bundandır. 
Örnek:
Yukarıdaki örneğimizi bu defa SİMPSON Kuralı ile hesaplayalım. Ancak yukarıdaki örneklerde 1 ( x ( 2.0 aralığında (x =0.2 aldığımız için n = 6 seçmiştik. Halbuki SİMPSON Kuralını uygulayabilmemiz için n in tek sayı olması gerekiyor. Kuşkusuz (x = 1/6 alarak n=7 değerine ulaşabiliriz. Ancak aşağıda böyle yapmayacağız; bunun yerine entegrasyon sınırımızı 2.0 dan 2.2 ye çıkartarak n = 7 olmasını sağlayacağız. Buna göre formülümüz 
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değerini verirken öte yandan analitik yoldan entegrasyon 
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sonucunu sağlar ki SİMPSON Kuralının sağladığı yaklaşımın ne kadar iyi olduğu açıkça görülmektedir.
5.6. SAYISAL ENTEGRAL HESAPLAMA (III) – SERİLERİN TOPLANMASI:
Serilerin toplanması problemi gerek analitik gerekse sayısal hesap çalışmalarımızda sık sık karşılaştığımız bir durumdur.
� EMBED Equation.3  ���
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