4. BÖLÜNMÜŞ FARKLAR, ENTERPOLASYON 

ve POLİNOMLARLA YAKLAŞIM:
4.1. BÖLÜNMÜŞ FARKLAR:
Belirli bir f(x) fonksiyonu için verilmiş, aşağıdaki gibi, bir tabloya baktığımızı düşünelim.

	x
	f(x)=Sinx
	
	
	
	

	00
	0.0000
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	10
	0.0175
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	30
	0.0349
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	50
	0.0872
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	60
	0.1045
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	90
	0.1564
	
	
	
	


Aslında Sinx fonksiyonunun herhangi bir x- için değerini hesaplamakta kullanabileceğimiz çok daha etkin yöntemler olduğunu tabii biliyoruz. Ancak konuyu açıklamak amacı ile varsayalım ki bu fonksiyon hakkında elimizdeki bilgi bu tablodaki kadardır. Üstelik verilen değerler değişken aralıklarla verilmiştir. Özellikle deneysel çalışmalarımızda benzer durumlarla sık sık karşılaşırız.
Şimdi farz edelim ki f(x) fonksiyonunun bu tabloda bulunmayan bir değerine ihtiyacımız var ve bu değeri ancak bu tablodaki mevcut bilgiden yararlanarak bulmak zorundayız.
Aradığımız değer f(x) ise öte yandan tablomuzun ilk değeri xilk  ve son değeri xson  ise bu değer bulma işlemine:
x( [xilk  , xson ] olduğunda ENTERPOLASYON

 x( [xilk  , xson ] olduğunda EKSTRAPOLASYON

denildiğini biliyoruz. Buradaki çalışmamızda yalnızca enterpolasyon işlemi ile ilgileneceğiz.
Aradığımız f(x) değerini belirleyen x- değerinin tablomuzda olmadığını fakat tablodaki en küçük ve en büyük değerler arasında bulunduğunu kabul ettik. Öyleyse bu x- değeri tabloda verilen birbirine komşu herhangi iki değer arasında yer alacaktır. Bunlardan x- ten küçük olanına x0 ve x- ten büyük olanına x1 diyelim. Şu halde x0 < x < x1 yazabiliriz. Burada f(x0) ve f(x1) değerleri bilinmekte, f(x) aranmaktadır.
Bu problemi çok eskiden beri biliyoruz. Çözmek için de LİNEER ENTERPOLASYON adını verdiğimiz basit bir oranlama işlemi yapıyoruz. Burada da öyle yapacağız. Ancak genelleştirme olanağı sağlamak için bir az daha sistemli bir yol izleyeceğiz.

Tanım: f(x) in Birinci mertebeden Bölünmüş Farkı:
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Görüldüğü gibi basit bir oranlama işlemi. Şimdi bu değerleri tablomuzu kullanarak hesaplayalım ve tablolayalım,
	x
	f(x)=Sinx
	((Sinx)
	
	
	

	00
	0.0000
	
	
	
	

	
	
	0.0175
	
	
	

	10
	0.0175
	
	
	
	

	
	
	0.0087
	
	
	

	30
	0.0349
	
	
	
	

	
	
	0.0257
	
	
	

	50
	0.0872
	
	
	
	

	
	
	0.0173
	
	
	

	60
	0.1045
	
	
	
	

	
	
	0.0519
	
	
	

	90
	0.1564
	
	
	
	


Şimdi eskiden beri bildiğimiz bir kavramı yukarıdaki bölünmüş fark tanımından yararlanarak yeniden tanımlayalım.
Tanım: Lineer (Birinci mertebeden) enterpolasyon:
Kabul edelim ki f(x) fonksiyonu [x0 , x1] aralığında bir doğru gibi değişmektedir. Diğer sözlerle [x0 , x1] aralığında f(x) bir doğru gibi değişmektedir dolayısıyla bu aralıkta f[x0 , x1] değeri yaklaşık olarak sabit kalmaktadır. Buna göre:
x0 < x < x1 aralığında f[x0 , x] ( f[x0 , x1]

yazılabilir ki buradan:
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yazabileceğimiz açıktır. Bu ifadeyi f(x) e göre düzenler ve f[x0 , x1] in tanımını yerine yazarsak Lineer Enterpolasyon formülünü elde ederiz.
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Bazen bu ifade, aşağıdaki gibi, determinant biçiminde yazılır.
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Örnekler:
1. x = 0.50 için Sinx fonksiyonunun değerini lineer enterpolasyonla tablodan hesaplayınız.

x = 0.5 değeri 0 < 0.5 < 1 arasında olduğuna göre x0 =0, x1 = 1 ve bu aralıktaki (f(x) değeri f[x0 , x1]  = 0.0175 olarak tablolandığına göre:
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2. Şimdi kabul edelim ki tablomuzda x = 1 değeri yer almamaktadır. Tablo x=0 dan sonra x=2 değerini içermektedir. Bu durumda aynı problemi çözelim.

x = 0.5 değeri 0 < 0.5 < 2 arasında olduğuna göre x0 =0, x1 = 2 ve bu aralıktaki (f(x) değeri
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olarak hesaplanabileceğine göre bu durumda enterpolasyon işlemimi şu biçimi alır.
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Kolayca görülüyor ki buraya kadar ki çalışmamızda f(x) in değerini ararken tabloda x- civarındaki iki x0 < x < x1 noktalarını seçtik ve bu noktalardan geçen doğruyu [x0 , x1] aralığında f(x) in yerine koyduk. Bu doğru parçasının üzerinde x- e karşı gelen değeri f(x) in yaklaşımı olarak kabul ettik.
f(x) fonksiyonu genel olarak bir eğriyi temsil ettiğine göre [x0 , x1] aralığında bir doğru yerine ikinci mertebeden bir polinom kullansaydık acaba f(x) için daha iyi bir yaklaşım elde edebilir miyiz? Bu soru bizi yukarıdaki Bölünmüş Fark tanımımızı bir mertebe genişletmeye götürüyor.
Ancak daha önce birinci mertebeden bölünmüş farkın bir özelliğini kısaca inceleyelim.
Bölünmüş Farkın Türevle İlişkisi:

 Bazı hallerde bölünmüş farkın iki argümanı aynı değere sahip olabilir. Yani x0 = x1 =x olabilir. Bu durumda bölünmüş farkın değeri –eğer varsa- limit alınarak elde edilir. Bunu yapalım.
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Görüldüğü gibi bu işlem bizi f(x) in türevine götürdü. f(x) fonksiyonunu [x0 , x1] aralığında sürekli bir doğru olarak düşündüğümüze göre bu aralıkta daima

f[x,x] = f’(x)
olduğunu söyleyebiliriz.
Artık ikinci mertebeden bölünmüş fark kavramını inceleyebiliriz.
Tanım: f(x) in İkinci mertebeden Bölünmüş Farkı:
Yukarıdaki birinci mertebeden fark formülünün tekrar birinci mertebeden farkını alırsak:
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tanımına ulaşırız.

Şimdi bu tanımı tablomuza uygulayalım ve (2f(x) değerlerini tabloya yerleştirelim.

	x
	f(x)=Sinx
	((Sinx)
	(2Sinx
	
	

	00
	0.0000
	
	
	
	

	
	
	0.0175
	
	
	

	10
	0.0175
	
	-0.0029
	
	

	
	
	0.0087
	
	
	

	30
	0.0349
	
	0.00425
	
	

	
	
	0.0257
	
	
	

	50
	0.0872
	
	-0.0028
	
	

	
	
	0.0173
	
	
	

	60
	0.1045
	
	0.0086
	
	

	
	
	0.0519
	
	
	

	90
	0.1564
	
	
	
	


Şimdi ikinci mertebeden bir enterpolasyon işlemi düşünelim.
Kabul ettik ki x- civarında f(x) fonksiyonunu ikinci mertebeden bir polinomla değiştireceğiz. Bu polinomu belirlemek için üç noktasını bilmemiz gerekiyor. Bunları f(x) değerini aradığımız x- i içerecek biçimde birbirine komşu üç x- değeri olarak tablodan seçelim: x0 < x1 < x2 . Böylece çalışma aralığımız [x0 , x2] olarak belirlendi ve tabii x([x0 , x2] oldu.
İkinci mertebeden bir polinomun ikinci mertebeden türevinin, polinomun bütün tanım alanında, bir sabitten ibaret olduğunu biliyoruz. Öyleyse f(x) in üst üste iki defa birinci mertebeden bölünmüş farkını alarak tanımladığımız ikinci mertebeden bölünmüş farkının da [x0 , x2] aralığında sabit kalacağını düşünebiliriz. Buna göre:
f[x, x0 , x1] = st.   ve    f[x, x0 , x1] ( f[x2 , x0 , x1] ( f[x0 , x1 , x2]
yazabiliriz.
‘Tablodaki (2Sinx değerlerinin birbirinden farklı olması normaldir. Çünkü Sinx bir polinom değildir. Yukarıda da belirtildiği gibi buradaki temel kabul [x0 , x2] aralığında Sinx fonksiyonu veya incelediğimiz herhangi bir fonksiyonu yerine ikinci mertebeden bir polinom yerleştirilmesidir. Diğer sözlerle [x0 , x2] aralığında f(x) e ikinci mertebeden bir polinomla yaklaşılmak istenmektedir. Aşağıdaki örneklerde görüleceği gibi f(x) ikinci mertebeden bir polinom seçildiğinde ikinci mertebeden bölünmüş farklar sabit kalacak ve yukarıdaki yaklaşık eşit işaretleri eşit işaretine dönüşecektir.
Tanım: İkinci Mertebeden Enterpolasyon.
 Şimdi ikinci mertebeden bölünmüş fark tanımını, bu kabullere dayanarak, tekrar yazalım ve açalım.
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Bu son ifadedeki terimleri de açarak yazarsak ikinci mertebeden enterpolasyon formülüne ulaşırız.
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Birinci Mertebeden Enterpolasyonun Kesme Hatası:
Yukarıdaki formül yukarıdaki birinci mertebeden enterpolasyon formülünün ikinci mertebeye genelleştirilmiş biçimi. Şu halde burada yer alan fakat birinci mertebeden enterpolasyon formülünde görünmeyen son terimi birinci mertebeden enterpolasyonun Kesme Hatası olarak kabul edebiliriz.
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Birazdan Bölünmüş farkları en genel biçimiyle ifade edeceğiz. O zaman ikinci ve daha yüksek mertebeden enterpolasyonlar için Kesme Hatalarını da belirleyeceğiz.
Örnekler:
1. f(x) = x2 – 2 için ikinci mertebeden bölünmüş farklar tablosunu xi = -2, 0.5, 1, 3 değerleri için yazınız ve f(0) değerini birinci ve ikinci mertebeden enterpolasyonlar yardımıyla hesaplayınız.
Tablomuzu yukarıdaki tanımlara uygun olarak hazırlayalım.
	x
	f(x)=x2 - 2
	(f(x)
	(2f(x)

	-2.0
	  2.00
	
	

	
	
	-2.500
	

	-0.5
	-1.75
	
	1.000

	
	
	 0.500
	

	1.0
	-1.00
	
	1.000

	
	
	 4.000
	

	3.0
	 7.00
	
	


Gerçekten de -2 < x < 3 aralığında (2f(x) = 1 ve sabit olarak görünüyor. Tabii ki türev değerine eşit değil; çünkü türev bir noktadaki limit değerdir. (2f(x) = 1 değeri ise tanımı gereği   -2 < x < 3 aralığında geçerlidir.
Şimdi f(0) değerini birinci mertebeden enterpolasyonla hesaplayalım.
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f(x) = x2 – 2 fonksiyonu için x = 0 daki gerçek değer fG(0) = -2 olduğuna göre büyük bir hata yaptığımız açıkça görülüyor. Birinci mertebeden enterpolasyon için Kesme Hatasını hesaplayabiliriz. Bunu yapalım. 
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Kesme Hatası enterpolasyon sonucundaki hatayı tam olarak tahmin etti. Bunun iki sebebi var.
· f(x) = x2 – 2 ikinci mertebeden bir polinomdur. Yaklaşım fonksiyonumuz birinci mertebeden bir polinom olduğuna göre bu yaklaşımın Kesme Hatası ikinci mertebeden bir polinomla tahmin edilmiştir.

· Yaptığımız hesaplamalarda, tesadüfen, Yuvarlatma Hatası oluşmamıştır.

Şimdi aynı f(0) değerini ikinci mertebeden enterpolasyonla bulmaya çalışalım. Kuşkusuz bu, aslında yukarıda bulduğumuz birinci mertebeden iterasyona Kesme Hatasını eklemek demektir. Yine de işlemi yapalım.
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2. Bu defa Sin40   değerini ikinci mertebeden iterasyonla hesaplayalım.
Bu amaçla tabloya baktığımızda
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formülünü kullanabileceğimiz çeşitli yollar olduğunu görüyoruz. Öncelikle Sin40 ye en yakın ikinci mertebeden iki tane fark mevcut. Bunlardan istediğimizi seçebileceğimiz açık. Ancak bizi bunlardan birine götürecek f(x) ve (f(x) değerleri de çok sayıda, üstelik bunlardan da [x0 , x2] aralığı içinde kalmak şartıyla istediğimizi seçebiliriz. Öyleyse hangi yolu kullanacağız.
Ne yazık ki bu sorunun cevabı çok basit olmakla beraber tek değil. Genel kural şöylece özetlenebilir. Kontrol edebildiğimiz (x –x0), (x –x1) ve (x –x2) değerlerini en küçük yapabilecek yolu izlemeliyiz. Bu ise x- değerinden çizilen doğruya en yakın f(x) (f(x) ve (2f(x) değerlerini seçmemiz demektir. Bölünmüş farklarla yapılan her mertebedeki enterpolasyon işleminde bu genel kurala uyulur.
Tablomuzda x- değerinden bir yatay çizgi geçirelim ve buna göre x0 , x1 , x2 değerlerimizi seçelim.
	x
	f(x)=Sinx
	((Sinx)
	(2Sinx
	
	

	00
	0.0000
	
	
	
	

	
	
	0.0175
	
	
	

	10
	0.0175
	
	-0.0029
	
	

	
	
	0.0087
	
	
	

	30
	0.0349
	
	0.00425
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	0.0257
	
	
	

	50
	0.0872
	
	-0.0028
	
	

	
	
	0.0173
	
	
	

	60
	0.1045
	
	0.0086
	
	

	
	
	0.0519
	
	
	

	90
	0.1564
	
	
	
	


Görüldüğü gibi x0 , x1 , x2 değerleri için iki seçeneğimiz var: (1,3,5) veya (3,5,6) bunlardan istediğimizi seçebiliriz. Her iki seçim için hesaplama yapalım.
· x0=1,  x1=3,  x2=5 olsun. 

[image: image22.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

[

]

2

1

0

1

0

1

0

0

0

,

,

,

x

x

x

f

x

x

x

x

x

x

f

x

x

x

f

x

f

-

-

+

-

+

@



[image: image23.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

[

]

5

,

3

,

1

3

4

1

4

3

,

1

1

4

1

4

f

f

f

f

-

-

+

-

+

@



[image: image24.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0,05635

00425

.

0

3

4

1

4

0087

.

0

1

4

0175

.

0

4

=

-

-

+

-

+

@

f


· x0=3,  x1=5,  x2=6 olsun.
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· Tablo içinde, aynı kurallara bağlı kalarak, izleyebileceğimiz yol da tek değildir. Örneğin bu ikinci şıktaki çözümü, örneğin, şöyle de yazabilirdik.
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Yukarıda birinci mertebeden bölünmüş farklar için hata hesabını ikinci mertebeden bölünmüş farkları kullanarak yapmıştık. Benzer biçimde ikinci mertebeden bölünmüş farkların hatası da üçüncü mertebeden bölünmüş farklar yardımı ile elde edilir. Tabii her mertebedeki hatanın da bir yukarıdaki mertebeden geldiğini hemen belirtebiliriz. Bu nedenle bölünmüş fark tanımımızı sistemli bir biçimde genelleştirmeliyiz.

Tanım: Bölünmüş Farklar:
x0 , x1 , x2 ,...,xn gibi n ayrı noktada değerleri bilinen bir f(x) fonksiyonunun 0, 1, 2,..., k(<n) ıncı mertebeden Bölünmüş farkları şu biçimde tanımlanmıştır. i = 1,2,...,k
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Tanıma göre k ıncı mertebeden bölünüş fark alabilmek için k+1 tane x- değerine ve bunlara karşılık gelen k+1 tane f(x) değerine ihtiyaç var. Bu da tablomuzun artan mertebe ile daralacağını gösterir. Bunun yanı sıra mertebe büyüdükçe xi+k – xi değeri büyüyeceğine göre mertebe arttıkça Bölünmüş farklar daha küçük değerler alacaktır.

Tanımı kullanarak örnek tablomuzu tamamlayalım. 
	x
	f(x)=Sinx
	((Sinx)
	(2Sinx
	(3Sinx
	(4Sinx

	00
	0.0000
	
	
	
	

	
	
	0.0175
	
	
	

	10
	0.0175
	
	-0.0029
	
	

	
	
	0.0087
	
	 0.00143
	

	30
	0.0349
	
	0.00425
	
	-0.00047

	      
	
	0.0257
	
	-0.00141
	

	50
	0.0872
	
	-0.0028
	
	

	
	
	0.0173
	
	 0.00190
	 0.00041

	60
	0.1045
	
	0.0086
	
	

	
	
	0.0519
	
	
	

	90
	0.1564
	
	
	
	


Şimdi Bölünmüş farkların bazı özelliklerini, bu genelleştirilmiş tanım yardımıyla, inceleyelim.
Bölünmüş Farkların Simetri Özelliği:
Birinci mertebeden Bölünmüş Farkları incelerken şunu göstermiştik.
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Aslında bu bütün mertebeler için geçerli midir? Yani, örneğin,
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yazılabilir mi? Tanım gereği:
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Sağ tarafı açalım.
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Bir daha açalım.
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[image: image34.wmf][
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  değerini parantez içine ekleyip çıkartır ve düzenlersek:
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Bölünmüş Farkların Türevle İlişkisi:
Yukarıda birinci mertebeden bölünmüş fark için iki argümanının eşit olması halinde –varsa- limitte birinci mertebeden türev değerinin bulunacağını göstermiştik. Benzer özelliği ikinci mertebeden bölünmüş fark için araştıralım. Her üç argümanı da x- olan ikinci mertebeden bir bölünmüş fark düşünelim ve x değerinin x+( değerinden x- değerine düzgün yaklaştığını varsayalım.
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Bu ifadede limit işlemi uygulandığını ve limitin mevcut olduğunu düşünürsek:
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İkinci mertebeden bölünmüş fark halinde de argümanların eşit olması halinde ve varsa limitte ikinci mertebeden türeve ulaşıldığını göstermiş olduk. Hemen şunu söyleyebiliriz. Yüksek mertebelerde de bu özelliğin geçerli olduğu, benzer şekilde, gösterilebilir.

 Bölünmüş Farklarla NEWTON Enterpolasyon Formülü:
Yukarıda birinci ve ikinci mertebeden enterpolasyon formülünü yazmıştık. Şimdi bunu k ıncı 
 mertebeye genişleterek yazalım.
xi < x < xi+k olmak üzere:
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Bu formülün uygulanması ile ortaya çıkacak Kesme Hatası, yukarıda yaptığımız gibi, 
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biçiminde ifade edilebilir.

Örnekler:
1. Sh(x) fonksiyonu için aşağıdaki bölünmüş farklar tablosunu bildiğimizi varsayarak Sh(0.23) değerini üçüncü mertebeden enterpolasyonla hesaplayınız. Kesme hatasını bulunuz.
İlk iş olarak verilen değerler yardımı ile tablomuzu dördüncü mertebeden bölünmüş farklara kadar hazırlamalıyız

	x
	Sh(x)
	(Sh(x)
	(2Sh(x)
	(3Sh(x)
	(4Sh(x)

	0.00
	0.00000
	
	
	
	

	
	
	1.0067
	
	
	

	0.20
	0.20134
	
	0.08367
	
	

	[image: image106.emf]0,3

0,8

0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

       0.23
	
	1.0318
	
	0.17333
	

	0.30
	0.30452
	
	0.17033
	
	-0.002356

	
	
	1.0829
	
	0.15684
	

	0.50
	0.52110
	
	0.24875
	
	

	
	
	1.18240
	
	
	

	0.70
	0.75758
	
	
	
	


Sh(0.23) sorulduğuna göre x = 0.23 değerini tabloya yerleştirip, bir yatay çizgi çizelim. İzleyeceğimiz enterpolasyon yolu bu çizgiye yakın olmalı. Örneğin. tabloda koyu yazılmış rakamları seçmiş olalım; xi = 0.20 kabul etmiş olduk. Buna göre:
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Tablodaki değerler yerine konularak hesap tamamlanırsa:
Sh(0.23) = 0.23203
olarak bulunur. Bu işlemdeki Kesme Hatası: 

[image: image42.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

{

}

x

x

x

x

f

x

x

x

x

x

x

x

H

k

i

i

i

k

i

i

i

k

,

,...,

,

...

1

1

1

+

+

+

+

+

-

-

-

=
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Hk(0.23) = -0.000000031
Oldukça küçük bir kesme hatası bulduk. Şu halde yaklaşımımız iyi olmalı. Gerçekten de bilgisayarın Hesap Makinasından okuyacağımız çok daha iyi bir yaklaşım

Sh(0.23) = 0,2320332037
değerini verdiğine göre beş anlamlı haneli bir sonuç elde ettiğimiz anlaşılıyor.

2. Değişik bir örnek yapalım. Varsayalım ki bir deney esnasında, bir f(x) fiziksel büyüklüğü için değişik aralıklarla, tablodaki değerler ölçülmüştür. Aranan bilgi ‘x = 0 için f(0) değeri’ dir. 
	x
	f(x)

	-0.55
	1.46

	-0.30
	1.63

	-0.15
	1.71

	+0.05
	1.77

	+0.20
	1.82

	+0.40
	1.85


Deneysel çalışmalarda çok karşılaştığımız bu çeşit problemlerde ilk aklımıza gelen hemen bir grafik çizmektir. Bunu yapalım.
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Hemen görüyoruz ki x = 0 için f(x) değeri 1.6 ile 1.8 arasında bir yerdedir. Şimdi bunu hassaslıkla hesaplamaya çalışalım.

İlk yapmamız gereken şey hangi hassaslıkta sonuç aradığımıza karar vermektir. Deney sonuçları tam doğru kabul edilse bile ancak (0.01 hassaslıkta olduğuna göre (0.01 hassaslık rahatlıkla yeterli olacaktır. Şu halde yapacağımız hesapta Hk ( T = 10 -2 olmasını sağlamamız yeterlidir. Öte yandan bölünmüş farklarla yaptığımız enterpolasyon işlemlerinde kesme hatası bir sonraki mertebeden bölünmüş fark değeri ile orantılı olacağına göre fark tablomuzu hazırlamalıyız.
	x
	f(x)
	(f
	(2f
	(3f
	(4f

	-0.55
	1.46
	
	
	
	

	
	
	0.680
	
	
	

	-0.30
	1.63
	
	-0.3675
	
	

	
	
	0.533
	
	-0.4970
	

	-0.15
	1.71
	
	-0.6657
	
	4,17120
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Tablomuzda hesaplayacağımız x = 0 değerini yatay bir çizgi ile temsil edelim ve buna en yakın gördüğümüz bölünmüş farkları kullanılmak üzere koyulaştıralım. Kuşkusuz tabloda gösterilenden başka yollar da seçilebilir.
Formülümüzü tablodaki yolu izleyecek biçimde yazalım.
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Parantez içindeki terimleri sıra ile kullanarak birinci, ikinci ve üçüncü mertebe enterpolasyonların değerlerini, sırasıyla, yazalım.
Birinci mertebe:   f(0) = 1.7550
İkinci mertebe:    f(0) = 1.7599
Üçüncü mertebe: f(0) = 1.7491
4.2.POLİNOMLARLA YAKLAŞIM:
NEWTON Polinomları:
Yukarıda kısaca incelediğimiz birinci mertebe ve ikinci mertebeden enterpolasyon formüllerini alt alta yazalım.

[image: image46.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

1

0

0

0

,

x

x

f

x

x

x

f

x

f

-

+

@



[image: image47.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

[

]

2

1

0

1

0

1

0

0

0

,

,

,

x

x

x

f

x

x

x

x

x

x

f

x

x

x

f

x

f

-

-

+

-

+

@


Aslında şimdi söyleyeceklerimizi n inci mertebeden enterpolasyon formülü için de kolaylıkla söyleyebiliriz. Ancak gereksiz yere uzun formüllerle uğraşmak yerine bu ikisini kullanarak konuyu kısaca açıklayalım.

Birinci mertebeden enterpolasyon yaparken şunları kabul etmiştik:

· x0 , f0 = f(x0) ve x1 , f1 = f(x1) verilmiştir.
· x0 (  x (  x1 aralığında f[x0 , x1] = st. kalmaktadır.
Bu kabuller altında x0 (  x (  x1 aralığında sabit f[x0 , x1] değerini, örneğin a1 ile gösterirsek, f(x) fonksiyonu için şunu yazabiliriz.
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Böylece x0 (  x (  x1 aralığında kalmak şartı ile f(x) fonksiyonunun bütün değerlerini belirleyen birinci mertebeden bir polinom elde etmiş olduk.

Tamamen benzer düşünceleri ikinci (ve daha yüksek) mertebeden enterpolasyon formülü için uygulayabiliriz. İkinci mertebeden bölünmüş farkın x0 (  x (  x2 aralığında sabit kaldığını kabul ettiğimiz değerini a2 ile gösterirsek, yani f[x0 , x1 , x2] = a2 yazarsak ve tabii a1 değerinin de bu aralıkta yine sabit kaldığını düşünürsek enterpolasyon denklemimiz şu biçimi alacaktır.

[image: image49.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

0

2

0

1

0

x

x

x

x

a

x

x

a

f

x

f

-

-

+

-

+

=


Hemen görülüyor ki bu ikinci mertebeden bir polinomdur ve f(x) fonksiyonunun x0 (  x (  x2 aralığındaki bütün değerlerini temsil etmektedir.

Önceki paragrafta bazı xi (i=1,2,..,n) noktalarında fi [=f(x=xi)] değerleri bilinen fakat kendisini bilmediğimiz bir f(x) fonksiyonunun, bu xi noktalarının arasında kalan (x0 < x < xn) bir tek x- noktası için değerinin ne olacağını araştırmıştık.
Buna karşılık, yukarıdaki gözlemlerimize dayanarak, şimdi sorumuzu genişletebiliriz. 

‘Acaba bazı xi (i=1,2,..,n) noktalarında fi değerleri bilinen fakat kendisini bilmediğimiz bir f(x) fonksiyonunun, bu xi noktalarının arasında kalan (x0 < x < xn) bütün x- noktaları için değerlerini (kuşkusuz belli ve kabul edilebilir bir hata ile) verecek bir polinom bulunabilir mi?’
Sorumuzun cevabı, burada ispatını vermeyeceğimiz, iyi bilinen, WEIERSTRASS Teoremidir. En basit biçimi ile bu teorem şöylece ifade edilebilir.

‘Bir gerçel sayılar aralığı x0 < x < xn ile bu aralıkta tanımlı, gerçel ve sürekli bir f(x) fonksiyonu ve istenildiği kadar küçük bir ( > 0 sayısı verildiğinde, bu aralıkta daima bir ve bir tek p(x) polinomu bulunabilir ki 
(p(x) –f(x)( < (
gerçekleşsin.’

Diğer sözlerle x0 < x < xn aralığında tanımlı her gerçel fonksiyona, bu aralıkta, belirlenen tolerans (T = () içinde yakınsayan bir polinom bulunabilir; ya da daha doğru bir söyleyişle kurulabilir.
Sayısal Analiz ya da bilgisayar uygulamaları açısından polinomların kullanılışı çok büyük kolaylık sağladığı için polinomlarla çalışmak tercih edilir. Dolayısı ile yukarıdaki gibi bazı xi (i=1,2,..,n) noktalarında fi değerleri bilinen bir fonksiyonun temsil edilmesi ya da bilinmeyen x0 < x < xn noktalarındaki f(x) değerlerinin bulunması gerektiğinde bu f(x) fonksiyonuna yakınsayan ve tek olduğu bilinen bir polinom aranır.

Her ne kadar x0 < x < xn aralığında f(x) fonksiyonuna yakınsayan p(x) fonksiyonu tek ise de bunu elde etmek için izlenen yollar çeşitlidir.
İşte bu yolların en basitlerinden biri NEWTON un Bölünmüş Farklar Polinomlarını kullanmaktır. Diğer sözlerle NEWTON un Bölünmüş Fark Enterpolasyon Formüllerini yukarıda yaptığımız gibi polinom şeklinde ifade etmektir.

Genel halde yani bir x0 < x < xn aralığında gerçel ve sürekli bir f(x) fonksiyonu için n adet xi ve fi değeri verildiğinde NEWTON Polinomları: 
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olarak belirlediğimiz ak ve nk sayılarının bir lineer kombinasyonu biçiminde ifade edilirler.
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Böylece basit bir gözlemden ve Matematik Analizin temel teoremlerinden biri olan WEIERSTRASS Teoreminden yola çıkarak çok genel ve önemli bir sonuca ulaştık.
Hata Hesabı:
NEWTON Enterpolasyon formülünü, genel halde, şöyle ifade etmiştik. xi < x < xi+k olmak üzere:
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Bu ifadede yer alan f[xi , xi+1], f[xi , xi+1 , xi+2],...    gibi bölünmüş farkların tümünü verilen aralıkta sabitler olarak kabul etmiştik. Ayrıca k yı da sonlu bir tam sayı olarak düşünmüştük.

Şimdi k nın sınırsız büyüdüğünü kabul edelim ve NEWTON Formülünü şöyle yazalım.
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Böylece f(x) için bir seri açınımı elde etmiş olduk. Bu seri açınımını aynı f(x) fonksiyonu için, aynı xi < x < xi+k aralığında bulunan bir a noktası etrafında,  yazılmış TAYLOR Açınımı ile karşılaştıralım.
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Açıkça görülüyor ki her iki halde de f(x) fonksiyonu sonsuz terimli polinomlarla temsil edilmektedir. 

TAYLOR Açınımı halinde x-a, a civarında sonsuz küçük bir uzunluğu ifade etmektedir ve f(x) in açınımını yazabilmek için f(x) in türevleri kullanılmıştır.

NEWTON Açınımında ise x-x0 , x-x1 ,... sonlu uzunluklardır ve açınımı yazabilmek için türev yerine, sonlu bir aralıkta yazılmış Bölünmüş Farklar kullanılmıştır.
Belki de NEWTON Açınımına TAYLOR Açınımının genelleştirilmiş hali gözüyle bakabiliriz. Çünkü yukarıda verdiğimiz WEIERSTRASS Teoremi bize xi < x < xi+k arlığında eğer f(x) gerçel ve sürekli bir fonksiyonsa buna tek bir polinomla yaklaşabileceğimizi söylemektedir. NEWTON Açınımı, TAYLOR Açınımının iki bakımdan genelleştirilmiş biçimidir.
· x-a sabit ve sonsuz küçük adım uzunluğu yerine x-x0 , x-x1 ,... değişken uzunluklu ve sonlu adım uzunlukları kullanılmıştır. Aslında değişken uzunluk kabulü x-x0 , x-x1 ,... değerlerinin hepsini birbirine eşit kabul ederek kaldırabiliriz; nitekim gelecek bölümde bunu yapacağız.
· Sonsuz küçük x-a yerine sonlu x-x0 , x-x1 ,... adım uzunluklarının kullanılması türev kavramını ortadan kaldırdığı için verilen aralıkta, aralığın daraltılması halinde limitte türeve eşit olacak, bir çeşit ağırlıklı ortalama (yani bölünmüş fark) kullanılmıştır.
Bu kısa açıklama bizi şu sonuca götürüyor. TAYLOR Açınımında kullandığımız hata bulma yöntemini NEWTON Açınımı halinde de kullanabiliriz.
TAYLOR Açınımı halinde Kesme Hatasını yaklaşımda kullandığımız terimlerden sonra gelen ilk terimi yazarak buluruz. Örneğin n terimli bir açınımda n+1 inci terim:
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kullanılan açınımın x=a noktası civarındaki Kesme Hatasını belirler. Burada 
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  büyüklüğü (x,a) aralığında 
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 in alabileceği en büyük değeri ifade eder.
Tabii ne kadar karmaşık olursa olsun sürekli ve türetilebilir bir fonksiyon olarak tanımlanmış ise f(x) in TAYLOR Açınımını ve Kesme Hatasını yazmak mümkündür.

Ancak, başından beri belirttiğimiz gibi, Sayısal Analiz problemlerinde yaklaşmak istediğimiz f(x) fonksiyonu hakkında elimizdeki bütün matematik bilgi belli ve sınırlı sayıdaki xi noktalarında verilmiş fi değerleridir. f(x) fonksiyonu, örneğin, bir fizik ya da ekonomi problemi ile ilgili deneysel bir çalışmanın ürünü olan birkaç ya da bir çok sayıda rakamla belirlenmiştir. f(x) in türevlerini, TAYLOR serisinde istendiği gibi, analitik olarak hesaplamak şöyle dursun f(x) genel karakteri (yani, örneğin, sürekli mi?, tek değerli, mi?, sınırlı büyüklükte mi?,...) hakkında dahi bilgimiz olmayabilir. Ya da bu bilgi matematik değil fakat f(x) değerlerini araştıran bilimsel disiplinin sağladığı tahminler olabilir.
Bu nedenlerle f(x) fonksiyonu yerine NEWTON Polinomunu geçirmek üzere bir yaklaşım elde etmek istediğimizde bu yaklaşımın akla gelebilecek her f(x) için geçerli olacağını düşünemeyiz. Diğer sözlerle yukarıda açıklanan NEWTON Yaklaşım Polinomu P(x) in ancak bazı şartları sağlayan f(x) fonksiyonları için gerçekten bir yaklaşım olması mümkündür.

Şu halde P(x) in f(x) için bir yaklaşım olabilmesini istiyorsak f(x) in TAYLOR Serisine açılabilir bir fonksiyon olması gerektiğini yani –biz bilmesek ya da analitik yollarla bulamasak da- istenildiği kadar türetilebilir ve hem kendisinin hem de bütün –varsayılan- türevlerinin yaklaşım aralığında sınırlı olduğunu kabul edebiliriz. Bu kabul altında, yaklaşım aralığında, gerek f(x) ten ve gerekse bütün türevlerinden daha büyük keyfi bir M sayısı mevcuttur.

Diğer sözlerle ancak yukarıdaki paragrafta açıklanan özelliklere sahip f(x) fonksiyonları için bir NEWTON Polinomu P(x) yazabiliriz.


[image: image59.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

[

]

...

,

,

,

2

1

0

1

0

1

0

0

0

+

-

-

+

-

+

=

@

x

x

x

f

x

x

x

x

x

x

f

x

x

x

f

x

P

x

f

n


Bu şekilde tanımladığımız yaklaşım probleminde Pn(x) polinomunun yaklaşmak istediğimiz f(x) fonksiyonu üzerindeki n tane (x0 , y0), (x1 , y1)... (xn , yn)  noktalarının tümünden geçeceği yani bu noktalarda:

f(xi) = Pn(xi) = yi
olduğu açıktır. Buna karşılık x0 < x < xn aralığının diğer noktalarında bu eşitliğin sağlanmasını bekleyemeyiz. Şu halde bu aralıkta, genel olarak, 

(f(x) -  Pn(x)( = H(x)

bağıntısı geçerli olacak yani Pn(x),  f(x) ten H(x) kadar farklı yani hatalı olacaktır. Bu hatayı tahmin etmek için TAYLOR Serileri halinde kullandığımız yöntemi kullanarak, yaklaşımı yürüttüğümüz son terimden sonraki terimi Kesme Hatası olarak yazabiliriz.
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Bu ifadedeki son terimin limitte f(x) in k ıncı türevine yakınsadığını biliyoruz. Öte yandan f(x) bütün türevlerinin sınırlı olduğunu kabul ettik. Öyleyse x0 < x < xn aralığındaki belli bir ( noktasında, c keyfi ve sonlu bir sabit sayı olmak üzere:
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yazabiliriz. Bu formüldeki ( değeri f (k )(x) MAX = f (k+1)(() yani f(k+1)(x) in x0 < x < xn aralığındaki en büyük değerini sağlayan x=( değeri olarak seçilmiştir.
Bu durumda hatamız: 
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olarak ifade edilebilir. Buradaki c sayısının değeri, ROLLE Teoremi kullanılarak gösterilebilir ki, TAYLOR Serisindeki çarpanlara eşittir. Yani hatamızın biçimi şöyle olacaktır.
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Bu ifadede yer alan ve birbirinden farklı uzunlukları temsil eden (x-xi)...(x-xi+k) uzunluklarının sonlu olduğunu biliyoruz. Bunlardan en büyüğünü H ile gösterdiğimizi düşünürsek Kesme Hatamızın son biçimi:
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olarak bulunur.
Bu formülde yer alan f(k+1)(() hakkında bir şey bilmediğimizi ancak bunun sonlu olması halinde bulduğumuz polinomun bir yaklaşım oluşturabileceğini söylemiştik. Bu nedenle bu formül bize hatayı değil fakat ancak ‘hatanın mertebesi’ dediğimiz bir büyüklüğü gösterebilir.  
Yukarıdaki formülden yararlanarak ‘Hatanın Mertebesini’ O(Hk+1) ile gösteriyoruz. Buna göre birinci mertebeden NEWTON Polinomunun Hata Mertebesi O(H2), ikinci mertebe polinomunkinin ise O(H3) tür denilir.
Örnekler:
Aşağıdaki örneklerde f(x) = ex fonksiyonuna uygun NEWTON polinomları ile yaklaşmaya çalışacağız. 
1. f0 = f(x0=0) = 1 ve f1 = f(x1=0.5) = 1.6487 değerleri ile verilen fonksiyona yakınsayan NEWTON polinomunu bulunuz.

İlk yapmamız gereken şey, önceki paragrafta olduğu gibi, bir Bölünmüş Farklar Tablosu hazırlamak olacaktır. Bu özel problem için belki tablo yapmamıza da gerek olmayabilir ama çalışma sistemimizi açıklamak açısından tablomuzu hazırlamalıyız.

	xi
	fi
	(fi

	0.0
	1.0
	

	0.5
	1.6487
	1.2974


Tablomuza göre a1 = 1.2974 olarak elde edilmiştir. O halde 0.0 < x < 0.5 aralığında f(x) fonksiyonuna yakınsayan NEWTON polinomu:
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olarak elde edilir. (Tanıma göre a0 = f[x0] = f0 olduğuna dikkat etmeliyiz.)
Acaba ne kadar doğru bir işlem yaptık? x = 0 ve x = 0.5 için bu polinom, doğal olarak, sıfır hata içermektedir. Arada bir nokta seçelim, örneğin x = 0.25 olsun.
f(0.25) = e0.25 ( 1.2840 buna karşılık N1(0.25) = 1+1.2974(0.25) = 1.32435
Hatamız çok büyük 10 -1 mertebesinde! Şimdi 0.0 < x < 0.5 aralığında f(x) = ex fonksiyonunu ve yakınsayan birinci mertebeden NEWTON polinomunu aynı grafikte gösterelim ve hatamızın gelişimini izleyelim.
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	x
	N1(x)
	ex

	0
	1
	1

	0,05
	1,051271
	1,06487

	0,1
	1,105171
	1,12974

	0,15
	1,161834
	1,19461

	0,2
	1,221403
	1,25948

	0,25
	1,284025
	1,32435

	0,3
	1,349859
	1,38922

	0,35
	1,419068
	1,45409

	0,4
	1,491825
	1,51896

	0,45
	1,568312
	1,58383

	0,5
	1,648721
	1,6487


Acaba bu hatanın büyüklüğünü tahmin edebilir miyiz? Biliyoruz ki bu sorunun cevabı ikinci mertebeden Bölünmüş Farkın hesabını gerektiriyor. Öyleyse bunu ikinci yaklaşımımızdan, yani aşağıdaki problemden, sonra ele alalım.

2. f0 = f(x0=0) = 1, f1 = f(x1=0.5) = 1.6487, f2 = f(x2=0.6) = 1.8221 değerleri ile verilen fonksiyona yakınsayan NEWTON polinomunu bulunuz. 

Şimdi üç noktamız olduğuna göre tablomuzu büyütmeliyiz. 
	xi
	fi
	(fi
	(2fi

	0.0
	1.0
	
	

	0.5
	1.6487
	1.2974
	

	0.6
	1.8221
	1.7340
	0.7277


Dikkat edilirse bu paragrafta Farklar Tablosunun yazılış biçimi öncekinden farklı. Burada yaklaşım polinomunu yazarken kullanacağımız büyüklüleri her sütunda en üste gelecek şekilde tertipliyoruz. Bu tablo yardımıyla NEWTON polinomunu yazabiliriz.
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Bu problemde f2 = f(x2=0.6) = 1.8221 değerini eklerken tanım aralığımızı azıcık büyütmüş olduk. Aslında önceki tanım aralığında kalarak da yeni bir nokta ekleyebilirdik. Ancak yöntemin sistemli bir biçimde açıklanabilmesi için f2 = f(x2=0.6) = 1.8221 değerini tercih ettik.
Yine 0 ( x (  0.6 aralığında f(x) = ex fonksiyonumuzu ve bulduğumuz N2(x) polinomunu aynı grafikte gösterelim.
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	x
	N2(x)
	ex

	0
	1
	1

	0,05
	1,048497
	1,051271

	0,1
	1,100632
	1,105171

	0,15
	1,156406
	1,161834

	0,2
	1,215818
	1,221403

	0,25
	1,278869
	1,284025

	0,3
	1,345558
	1,349859

	0,35
	1,415886
	1,419068

	0,4
	1,489852
	1,491825

	0,45
	1,567457
	1,568312

	0,5
	1,6487
	1,648721

	0,55
	1,733582
	1,733253

	0,6
	1,822102
	1,822119


Bu yaklaşımımızın öncekinden çok daha başarılı olduğu açıkça görülüyor.
Gerek bu ve gerekse önceki problemdeki hataları hesaplayalım.

Birinci mertebeden Enterpolasyon hatası için ikinci mertebeden bölünmüş fark kullanmalıyız. O halde birinci mertebeden yaklaşımımızın hatası (2. örnekten)
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mertebesinde olacaktır. Örneğin x = 0.25 noktasında H1 = 0.046 dır; bu noktada tablodaki değerler e0.25= 1,284025 ve N1(0.25)= 1,32435 olarak verildiğine göre bunların farkını alırsak H(0.25)= 0,040325 olarak elde edilecektir. Görüldüğü gibi oldukça güvenilir bir hata tahmini yapılmıştır.
İkinci mertebeden yaklaşım için üçüncü mertebeden bölünmüş fark değerine ihtiyacımız var. Bunu başlangıçtaki fark tablosunu kullanarak bulamayız. Ancak şimdi f(x) = ex fonksiyonumuzu bütün 0 ( x (  0.6 aralığında temsil eden bir yaklaşım fonksiyonumuz var Bunu kullanarak tablomuza bir satır ekleyebiliriz. Örneğin
	xi
	fi
	(fi
	(2fi
	(3fi

	0.0
	1.0
	
	
	

	0.25
	1.278869
	1.4793
	
	

	0.5
	1.6487
	1.2974
	-0.3638
	

	0.6
	1.8221
	1.7340
	0.7277
	1.812


Bu tablodan (3fi değerini alabiliriz ve x- çarpanlarının en büyük üs değerlisi ile birleştirerek hata tahminimizi yazabiliriz.
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Mesela x=0.4 değerindeki hata H2(0.4)=0.11; halbuki aynı noktada (ex-N2(x)( = 0.001 Hata sınırı tahminimiz hatamıza göre çok büyük!

LAGRANGE Polinomları:
Yukarıda WEIERSTRASS Teoreminden bahsederken x0 < x < xn aralığında f(x) fonksiyonuna yakınsayan p(x) fonksiyonunun tek olduğunu fakat buna değişik yollardan ulaşılabileceğini söylemiştik.
İşte LAGRANGE Polinomları bu aynı p(x) polinomunu elde etmek için kullandığımız farklı bir yöntemin adıdır. 
Genel tanımı vermezden önce bazı basit halleri inceleyelim.

Oxy koordinat sisteminde (x0 , y0) ve (x1 , y1) noktalarından geçen bir f(x) eğrisini düşünelim. Yukarıda yaptığımız gibi bu f(x) eğrisine bir polinomla yaklaşmak istediğimizde x0 < x < x1 aralığında bu eğriyi, elimizde yalnızca iki noktası bulunduğuna göre, ancak bir doğru parçası ile temsil edebiliriz. Bu doğru parçasını belirleyen polinomu, NEWTON Polinomundan başlayarak, basit işlemlerle,
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biçiminde ifade edebiliriz.
Dikkat edilirse bu denklemin sol tarafı yukarıdaki Birinci mertebeden NEWTON Polinomudur; sağ tarafı ise şimdi tanımlayacağımız LAGRANGE Polinomudur. Yani aslında her iki polinomda aynı matematik büyüklüğü ifade etmektedir. 
Eğer elimizde f(x) eğrisini belirleyen (x0 , y0), (x1 , y1) ve (x2 , y2) gibi üç nokta varsa iki ayrı yol izleyebiliriz. Ya bu üç noktadan istediğimiz ikisini seçerek yukarıdaki formülü iki kere yazabiliriz ve bu yolla aradığımız p(x) polinomunu, eğimleri farklı, iki doğru parçasıyla temsil edebiliriz. Ya da her üç noktadan da geçen ikinci mertebeden polinomun denklemini yukarıdakine benzer biçimde yazmaya çalışırız. İkinci halde bulacağımız denklem, biraz hesaplamadan sonra kolaylıkla gösterilebilir ki, şöyle olacaktır.
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Görüldüğü gibi bu denklem önceki ifadeyi içermektedir.
Artık düşüncemizi genelleştirebiliriz. n tane (x0 , y0), (x1 , y1)... (xn , yn)  noktasından geçen n inci mertebeden bir polinomun denklemi yukarıdaki formatta şöyle yazılabilir.
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Genel biçimini yazdığımız bu büyüklüğün bir polinom olduğu açıktır. Önceden de belirttiğimiz gibi NEWTON Polinomlarının başka bir biçimi olan bu büyüklüğü LAGRANGE POLİNOMLARI olarak adlandırıyoruz. 

Burada yk nın katsayısını yazarken:

· Payda: (x-xk) terimin bulunmadığına ve
· Paydada: bütün terimlerin (xk-xi) biçiminde olduğuna fakat, doğal olarak, (xk-xk) teriminin bulunmadığına 
dikkat edilmelidir.

Literatürde bu ifadenin yaygın kullanım biçimi yk ların katsayılarını  
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biçiminde ayrıca yazarak yaklaşım polinomunu:
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biçiminde tanımlamaktır.

LAGRANGE Polinomlarını kullanırken bir fark tablosu hazırlamaya gerek yoktur. F(x) için verilen (xi , yi) değerleri kullanılarak polinom denklemi elde edilir.
LAGRANGE Polinomlar önceki paragrafta incelediğimiz NEWTON Polinomlarının, yalnızca, değişik bir biçimde yazılması olduğundan NEWTON Polinomları için yaptığımız hata analizini aynen kullanabiliriz. 
Örnekler:
1. f0 = f(x0=0) = 1 ve f1 = f(x1=0.5) = 1.6487 değerleri ile verilen fonksiyona yakınsayan LAGRANGE polinomunu bulunuz.
Bu NEWTON Polinomları ile yaptığımız ilk problemdir. Şimdi aynı yaklaşımı LAGRANCE Polinomları ile elde edeceğiz.

n = 2 dir. O halde
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Şimdi rakamlarımızı yerine koyalım.
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NEWTON Polinomunu LAGRANGE Polinomu olarak yeniden bulduk; üstelik fark tablosu hazırlamadık.
2. Bu defa Sinx fonksiyonuna aşağıdaki tabloda verilen değerlerle yaklaşmaya çalışalım.
	xi
	yi= Sinxi

	0.4
	0.38942

	0.6
	0.56464

	0.9
	0.78333


Genel formüllerimizi yazalım.
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n = 3 olduğuna gore:
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Verilen değerleri yerlerine yazalım.
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Bu ifadeyi ve laklaşmaya çalıştığımız Sinx değerlerini tablolayarak bir grafikte gösterelim,
	x
	P3(x)
	Sinx

	0,4
	0,389432
	0,389418

	0,45
	0,435453
	0,434966

	0,5
	0,48
	0,479426

	0,55
	0,523073
	0,522687

	0,6
	0,564672
	0,564642

	0,65
	0,604797
	0,605186

	0,7
	0,643448
	0,644218

	0,75
	0,680625
	0,681639

	0,8
	0,716328
	0,717356

	0,85
	0,750557
	0,75128

	0,9
	0,783312
	0,783327




Görüldüğü gibi neredeyse mükemmel bir uyum elde ettik.
3. Bu örnekte (1/x)Sinx fonksiyonuna aşağıdaki tabloda verilen değerlerle yaklaşmaya çalışalım.
	xi
	yi=(1/x) Sinxi

	0.2
	0.99347

	0.4
	0.97355

	0.5
	0.95885


Genel formüllerimizi, n = 3 için, yeniden yazalım.
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Verilen değerleri kullanalım.
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	x
	P3(x)
	(1/x)Sin(x)
	
	
	
	
	
	

	0,2
	0,993468
	0,993347
	
	
	
	
	
	

	0,22
	0,992044
	0,991953
	
	
	
	
	
	

	0,24
	0,990494
	0,990428
	
	
	
	
	
	

	0,26
	0,988817
	0,988771
	
	
	
	
	
	

	0,28
	0,987015
	0,986984
	
	
	
	
	
	

	0,3
	0,985086
	0,985067
	
	
	
	
	
	

	0,32
	0,983031
	0,983021
	
	
	
	
	
	

	0,34
	0,98085
	0,980844
	
	
	
	
	
	

	0,36
	0,978543
	0,97854
	
	
	
	
	
	

	0,38
	0,97611
	0,976106
	
	
	
	
	
	

	0,4
	0,97355
	0,973546
	
	
	
	
	
	

	0,42
	0,970864
	0,970858
	
	
	
	
	
	

	0,44
	0,968052
	0,968044
	
	
	
	
	
	

	0,46
	0,965114
	0,965105
	
	
	
	
	
	

	0,48
	0,96205
	0,96204
	
	
	
	
	
	

	0,5
	0,95886
	0,958851
	
	
	
	
	
	


Bu şekilde tanımladığımız Pn(x) polinomunun yaklaşmak istediğimiz f(x) fonksiyonu üzerindeki n tane (x0 , y0), (x1 , y1)... (xn , yn)  noktalarının tümünden geçeceği yani bu noktalarda:
f(xi) = Pn(xi) = yi
olduğu açıktır. Buna karşılık x0 < x < xn aralığının diğer noktalarında bu eşitliğin sağlanmasını bekleyemeyiz. Şu halde bu aralıkta 
f(x) = Pn(x) + H(x)

bağıntısı geçerli olacak yani Pn(x),  f(x) ten H(x) kadar farklı yani hatalı olacaktır.

VANDERMONDE Determinantı:
Yukarıda açıklanan NEWTON ve LAGRANGE Polinomlarını elde etmek için kullanabileceğimiz diğer bir yol daha vardır.
Aranan f(x) fonksiyonunun geçtiği noktalar, önceden de yaptığımız gibi örneğin iki (x0 ,y0) ve (x1 ,y1) olarak verilmişse bu noktalardan geçebilecek doğrunun yani birinci mertebeden polinomun denklemini kullanarak iki bilinmeyenli iki denklemli bir LCDS kurabiliriz.
Varsayalım ki Aradığımız polinom 

y = a2x + a1
biçimindedir. Bu polinomun yukarıda verilen noktalardan geçebilmesi için şu sistemi sağlaması gerekir.
a2x0 + a1 = y0
a2x1 + a1 = y1
Bu sistemi matris biçimine getirirsek, en basit VANDERMONDE Matrisini elde ederiz.
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Bu matrisin determinantı:
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Verilen noktalar üst üste gelmedikçe VANDERMONDE Determinantının sıfır olmayacağı açıktır.
Şimdi CRAMER Yöntemini kullanarak bu sistemi çözelim.
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Şu halde aradığımız polinomun denklemi şöylece yazılabilir.
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Görüldüğü gibi bu işlem bizi yukarıda ele aldığımız LAGRANGE Polinomlarına getirdi.
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Kuşkusuz bu işlem n adet (xi , yi ), (i = 1,2...n) noktasından geçen n inci mertebeden yazılmış genel VANDERMONDE Determinantı:
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için de yapılabilir. Şu halde gerek NEWTON ve gerekse LAGRANGE Polinomları VANDERMONDE Determinantının farklı açılış biçimleri ile elde edilmiş fakat aynı polinomu temsil eden ifadeleridir.
� EMBED Equation.3  ���
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