3. LİNEER CEBİRSEL DENKLEM SİSTEMLERİ:
3.1. GİRİŞ:
İyi bilindiği gibi mühendisliğin ya da matematiksel fiziğin problemlerini simgeleyen diferansiyel ve/veya entegral denklemlerin çözümleri nadiren kapalı biçimlerde ifade edilebilmektedir. Büyük çoğunlukla bu denklemlerin çözümleri ancak sayısal analiz yöntemleri ile bulunabilmektedir ve bu yöntemlerin pek çoğunun uygulanması, bu işlem sırasında ortaya çıkabilecek, cebirsel denklem sistemlerinin başarılı bir şekilde çözülebilmesine bağlıdır.
Öte yandan Yöneylem Araştırması, Lojistik, Ekonometri, Optimizasyon ve İstatistik Analiz gibi birçok bilim dalında incelenen problemlerin önemli bir bölümünün doğrudan cebirsel denklem sistemleri ile temsil edilmesi mümkündür. 
Tabiatıyla doğal ya da sosyal olayların sayılarla temsil edildiği bu denklem sistemleri her zaman lineer değildir. Ancak lineer sistemleri çözmede başarılı yöntemler yardımıyla gayri-lineer sistemlerin de, birçok halde, çözümlenebileceği gösterilmiştir.
Bu bölümde Lineer Cebirsel Denklemleri (LCDS) için geçerli olabilecek Sayısal Çözüm Yöntemlerini ele alacağız.  Çalışmamızı iki aşamada tamamlayacağız. Önce LCDS ile yakından ilişkili nazı cebirsel yapıları yan vektörleri ve matrisleri kavramsal olarak kısaca gözden geçireceğiz. Sonra bu bilgiler yarımıyla LCDS lerin çözümünde kullanılabilecek sayısal yöntemleri inceleyeceğiz.
3.2. VEKTÖR UZAYLARI – LİNEER BAĞIMLILIK – MATRİSLER:
Bir, iki ya da üç boyutlu uzayda hız, ivme, kuvvet gibi şiddeti, doğrultusu ve yönü olan büyüklüklerin vektör adını verdiğimiz bir matematik model yardımı ile temsil edildiğini biliyoruz.
Bir boyutlu uzayda yani bir doğru üzerindeki bir x1 vektörünün, kuşkusuz, yalnızca yönü ve şiddeti olacaktır. Aynı doğru üzerinde tanımlanmış bütün diğer xi vektörleri ile x1 arasında, ai bu vektörlerin şiddetlerinin oranını belirleyen bir gerçel sayı olmak üzere:
xi = ai x1                                                                                                (3.1)
biçiminde bir Lineer (Çizgisel/Doğrusal) Bağımlılık bağıntısının yazılabileceği açıktır. Diğer bir söyleyişle bir boyutlu (yani Doğrusal/Çizgisel) bir uzaydaki bütün vektörler birbirlerine (3.1) gibi bir bağıntı ile lineer bağımlı dır.

İki boyutlu uzayda yani düzlemde verilen bir x vektörünün en az iki bileşene ayrıldığını biliyoruz. Yeter ki bu düzlem üzerinde birbirine paralel olmayan en az iki doğrultu belirlenmiş olsun. Yine biliyoruz ki düzlemde birbirine paralel olmayan iki doğrultu verildiğinde bu doğrultular üzerinde seçilmiş iki vektör olan x1 ve x2 yardımıyla, ai ve bi yine şiddetler arası oranları belirlemek üzere, o düzlemdeki her xi vektörünü:

xi = ai x1  +  bi x2                                                                              (3.2)
biçiminde ifade edebiliriz. Diğer sözlerle düzlemde verilen her xi vektörü bu x1 ve x2 vektörlerine lineer bağımlı olacaktır. x1 ve x2 vektörleri ise, aynı doğrultuya sahip (paralel) olmamaları şartıyla birbirlerinden lineer bağımsız olacaklardır. Şimdi iki boyutlu uzayda

ai x1  +  bi x2 = 0

şartını düşünelim. Bu ancak iki türlü gerçekleşebilir.

· ai x1 = bi x2 (   x1 =(bi /ai )  x2 ( yani x1 ve x2 vektörleri lineer bağımlı dır.
· ai   =  bi  = 0   dır. (  yani x1 ve x2 vektörleri lineer bağımsız dır. 
Böylece iki boyutlu uzayda lineer bağımlılık/bağımsızlık için bir kural kazanmış olduk.                                                                       
Benzer düşüncelerle üç boyutlu uzayda verilen her xi vektörünü, birbirine paralel olmayan üç doğrultu üzerindeki x1 , x2 , x3 vektörleri ve ai , bi , ci gerçel sayıları yardımıyla                                                                                          
xi = ai x1  +  bi x2 + ci x3                                                                             (3.3)
biçiminde yazabiliriz. Yine yukarıdaki gibi,

ai x1  +  bi x2 + ci x3 = 0
şartını düşünelim. Kuşkusuz yine iki ihtimal var:

· Örneğin ai x1 = -(bi x2 + ci x3)( x1 = -(bi x2 + ci x3)/ai ( yani x1 ,  x2 ve  x3 vektörlerine lineer bağımlıdır. Tabii x2 ve  x3 vektörleri de aralarında lineer bağımlı olabileceklerine göre bu durumu genel olarak şöyle ifade edebiliriz: 

ai , bi , ci den biri veya ikisi sıfırdan farklı ise x1 ,  x2 ve  x3 vektörleri lineer bağımlıdır.
· Eğer ai = bi = ci = 0 ise yani
ai , bi , ci lerin hepsi sıfır ise x1 ,  x2 ve  x3 vektörleri lineer bağımsızdır.
Artık bu fikri n- boyutlu uzaylara genişletebiliriz.
Şimdi n boyutlu bir uzay göz önüne alalım ve bu uzayda belirlenmiş m( n adet x1 , x2 , …xm vektörleri için, yukarıdakilere benzer olarak,
c1x1 + c2x2 + … + cmxm = (1 m cixi = 0                                          (3.4)
bağıntısının yazılma şartını düşünelim. Genelde xi ler sıfırdan farklı olacağına göre (3.4) ün yazılabilmesi için şu iki halden biri geçerli olacaktır.

a) c1 = c2 = …= cm = 0
Bu halde verilen xm vektörleri birbirinden lineer bağımsız vektörlerdir.
b) c1 , c2 , …, cm lerden p(2( p( m) tanesi sıfırdan farklı; (Yani bunların toplamı sıfır.)
Bu halde ise verilen m adet xm vektöründen p tanesi (katsayıları sıfır olmayanlar) birbirleri ile lineer bağımlı dır. 
Bu tanımdan hemen şu sonucu çıkarabiliriz. Birbiri ile lineer bağımlı m vektör verildiği zaman bunlardan herhangi biri diğerleri cinsinden kolaylıkla ifade edilebilir. Şöyle ki bu vektörler lineer bağımlı olduklarına göre:
c1x1 + c2x2 + … + cmxm = (1 m cixi = 0 
ifadesindeki ci lerin hepsi birden sıfır olamaz; bunlardan p tanesi, yani en az ikisi, sıfırdan farklı olacaktır. O halde, örneğin c1 ( 0 ise, hemen:

x1 = (-c2/c1)x2 + (-c3/c1)x3 + …

yazabileceğimiz açıktır.

Yukarıda bir boyutlu uzay olarak tanımladığımız doğru üzerindeki bütün vektörlerin birbiri ile lineer bağımlı olduklarını söyledik. Bu kavramı incelediğimiz vektör uzayının ‘boyutunu’ tanımlamak için ‘Bir tek bağımsız vektöre sahip vektör uzayları bir boyutlu dur.’ biçiminde kullanabiliriz. Bu tanımı kolayca genelleştirebiliriz.

‘En fazla n bağımsız vektöre sahip bir vektör uzayı n boyutlu dur.’

Buna göre n boyutlu bir vektör uzayında n adet birbirinden bağımsız vektör seçtiğimizde o uzaydaki bütün diğer vektörler artık bu n adet bağımsız vektöre lineer bağımlı olmak zorundadır. Bu şekilde seçtiğimiz n bağımsız vektör bu vektör uzayı için bir koordinat sistemi oluşturacaktır. Kuşkusuz herhangi bir vektör uzayında seçilebilecek n bağımsız vektör takımı tek değildir.

Böyle n boyutlu bir vektör uzayı düşünelim ve kabul edelim ki bu uzayda n bağımsız birim vektörden oluşan bir koordinat sistemi seçilmiştir. Buna göre bu uzaydaki herhangi bir V vektörü için:

V = a1x1 + a2x2 + …+ anxn = (1n ai xi                                      (3.5)
yazabiliriz. Üstelik (xi( = 1 seçildiği için ai değerleri, V vektörünün xi doğrultularındaki bileşenlerinin uzunluklarına eşit olacaktır.

Öyleyse belli bir n boyutlu vektör uzayında, belli bir koordinat sistemi seçildiğinde V vektörünü belirlemek için artık (3.5) ifadesi yerine yalnızca ai sayılarını bir tablo halinde vermemiz yeterli olacaktır. Bunu iki türlü yapabiliriz.
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Bu iki yazılım biçimi de ayni vektörü anlatmaktadır ve aralarında bu bakımdan bir fark yoktur. Ancak bunlardan birinciye Sütun Matris, ikinciye ise Satır Matris adını veriyoruz.
Böylece Matris kavramına gelmiş olduk. Görüldüğü gibi matris sıralı bir sayı tablosundan ibarettir ve içerdiği büyüklüklerin (matrisin elemanlarının) bir değeri olmasına karşın matris kendi başına herhangi bir değere sahip değildir. Bir matrisin elemanları skaler sayılardan oluşabileceği gibi vektörlerden veya fonksiyonlardan da oluşabilir. Genel olarak matrisler tek satır veya tek sütundan değil fakat çok sayıda satır ve sütundan oluşurlar. Şu halde elemanları sayılar olan genel bir A matrisi;
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[image: image4.wmf]
gibi n satır ve m sütundan oluşur. Böyle bir matrisin boyutu nxm dir denir. Eğer n = m ise yani bir matrisin satır ve sütun sayısı eşit ise böyle matrislere ‘kare matris’ adı verilir. Eğer  n = 1 ise sütun matris, m = 1 ise satır matris denir,  n= m = 1 ise artık matris ortadan kalkar ve matrisin elemanları hangi cinsten seçilmişse elimizde o cinsten bir sayı, vektör ya da fonksiyon kalır.
Her ne kadar bir matrisin değeri tanımlanmamışsa da matrisler kümesi için. eşitlik, toplama ve çarpma işlemleri tanımlanmıştır ve dolayısı ile ‘sıfır matris’ ve ‘birim matris’ mevcuttur. Bu işlemleri, en basit hal olan 2x2 matrislerle örnekleyerek, kısaca hatırlayalım.
· Eşitlik: Karşılıklı gelen bütün elemanların eşit olması halinde matrisler eşittir.
· Toplama:  Yalnızca eşit boyutlu matrisler birbirleriyle toplanabilir.
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                     (3.7)
Görüldüğü gibi toplama işleminde toplanan matrislerin sırasının önemi yoktur. Yani
A + B = B + A                                                     (3.8)
yazılabilir. Ayrıca, örneğin, O matrisinin bütün elemanlarının sıfır olduğunu düşünürsek:
A + O = A

olacağı açıktır. Diğer sözlerle bütün elemanları sıfır olan matris ‘Sıfır Matris’ adını alır.

· Çarpma:  Yalnızca (pxq) ve (qxr) boyutlarındaki matrisler birbiri ile çarpılır. Yani çarpılan matrislerden ilkinin sütun sayısı ikincinin satır sayısına eşit olmalıdır. Diğer sözlerle, örneğin (2x2) ve (2x3) boyutlu iki matrisin çarpımı tanımlı fakat (2x2) ve (3x2) boyutlu iki matrisin çarpımı tanımlı değildir. 
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            (3.9)

Hemen görülüyor ki matrislerin çarpımında sıranın önemlidir. Genel olarak

AB ( BA                                                         (3.10)

dır. Yani çarpım sırası değiştiğinde çarpımın değeri değişir ve hatta çarpım tanımsız olabilir. Bunun tek istisnası sıfır matristir. Sıfır matris için sütun ve satır sayısını önemsiz kabul edersek, her zaman:
OA = AO = O                                                       (3.11)
yazabiliriz.
Çarpma işleminin mekanizmasına dikkat edersek ‘Birim Matris U’ yu şöylece tanımlayabiliriz. Sol köşegen üzerindeki bütün elemanları 1 ve bütün diğer elemanları sıfır olan ‘kare matris’ Birim Matristir. Yani: iki boyutlu bir Birim Matris
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biçiminde yazılırken, n boyutlu bir Birim Matris aşağıdaki gibidir. Çok kullanacağımız bir gösterim biçimi olan KRONECKER Deltası yardımıyla kısa yazılışını da birlikte gösterelim.
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                               (3.12)
Açınımdan da anlaşılacağı gibi KRONECKER Deltasının değeri:

i = j ( (i j =1 ve i ( j ( (i j =0
olarak tanımlanmıştır.
Birim matrisin tanımı dolayısıyla, her zaman:

AU = UA = A                                                (3.13)
geçerlidir.
· Ters Matris: Çarpma işlemi ile ilgili önemli bir bilgiye daha ihtiyacımız var. Sadece kare matrisler için geçerli olacak bir soru soralım. Acaba bir A matrisinin bir B matrisi ile çarpılması sonucunda bulacağımız matrisin U ya eşit olması mümkün mü? Bu soruyu cevaplamak için yapacağımız tek şey tanımları uygulamaktan ibarettir. Bu amaçla (3.9) v(3.12) bağıntılarını birleştirirsek:
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elde ederiz. Varsayalım ki biz B matrisi ile soldan çarpıldığı zaman birim vektörü verecek A matrisini arıyoruz. Bu durumda:
a11b11 + a12b21 = 1
a11b12 + a12b22 = 0

a21b11 + a22b12 = 0
a21b12 + a22b22 = 1

bağıntılarından a11 , a12 , a21 , a22 değerlerini b11 , b12 , b21 , b22 değerleri cinsinden çözmemiz gerekecektir. Bu denklemlerin ilk ikisinden, hemen
a11 = b22/(b11b22 – b21b12)

bulabiliriz; bunu bütün a lar için yaptığımızda ise, ( = b11b22 – b21b12 olmak üzere
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                                   (3.14)
bağıntısını elde ederiz. Bu bağıntının kullanılabilmesi için ( ( 0 olması gerektiği açıktır. Ters Matrisin tanımı dolayısıyla, her zaman,
B -1B = B B -1 = U    veya   [bi j] -1[bi j] = [bi j] [bi j] -1 = [(i j]
bağıntısı geçerlidir. Diğer sözlerle bir matrisin, kendi Ters Matrisiyle çarpılması halinde çarpma sırasının önemi yoktur. 
Bulduğumuz bu sonuç matrislerle ilgili olarak verdiğimiz özeti genişletmemizi ve Determinant kavramından da kısaca bahsetmemizi gerektiriyor. Her ne kadar bir matrisin sayısal bir değeri yoksa da bazı hallerde o matrisle ilgili determinant kullanılarak matrisle’ ilişkili’ bir sayısal değere ulaşılabilir, ancak yine de hatırlatalım bu şekilde elde edilen sayılar matrisin sayısal değeri değildir.
Tanım olarak determinant aynen matrise benzeyen, ‘fakat belirli bir sayısal değere sahip olan’ sütun ve satır sayıları eşit, sıralı bir sayı (veya vektör, fonksiyon…) tablosudur. Örneğin,
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ifadeleri 2x2 ve 3x3 boyutlu iki determinantı temsil etmektedir.
· Bir determinantın değeri: Önce, çok basit bir görüntüsü olan, formülü yazalım.
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Bu ifadenin içindeki toplama işlemleri birbiriyle tıpatıp aynıdır. Yalnızca, işlemin daha kolay algılanmasını sağlamak için ikinci toplamada j yerine k harfi konulmuştur.
Bu formülde yer alan Ai j terimine ai j sayısının Kofaktör’ü adını veriyoruz ve şöyle tanımlıyoruz: ‘i’nci satır ve j’nci sütun silinerek elde edilen determinantın değerinin  (-1)i+j ile çarpımı sonucunda elde edilen değer.

Görüldüğü gibi determinant açınımı (değerinin hesaplanması) iç içe determinant açınımlarından ibarettir. Örneklersek:
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Yukarıda ( adını verdiğimiz değer çıktı; bunu biraz aşağıda ele alacağız. Bu açınımı birinci satıra göre yaptık, bu gerekli değil, (-1)i+j değerine dikkat ederek istediğimiz sütun veya satır için formülü uygulayabiliriz. Açınımda altı çizili verilen terimler çarpıldıkları terimlerin Kofaktörü’dür. Şu halde iki boyutlu determinant halinde kofaktörler bir sayıdan ibarettir.

Şimdi üç boyutlu bir determinantı ikinci sütununa göre açalım.
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Burada da altı çizili terimler çarpıldıkları terimlerin kofaktörleridir; ancak bu defa determinant biçimindeki bu büyüklüklerin de açılması gerekmektedir. Böylece determinantın değeri:

(aij( = -a12(a21a33 – a31a23) + a22(a11a33 – a31a13) – a32(a11a23 – a21a13)
 olarak elde edilmiş olur. 
Determinantlarla ilgili Eşitlik, Toplama ve Çarpma işlemleri matrisler için verdiğimiz kurallarla aynıdır. Örnekleyelim.
· Toplama:
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                    (3.16)
· Çarpma:
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· Birim Determinant:                       
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· Determinantlarla ilgili bazı özellikler: Bunları kısa bir özet halinde ve ispatsız olarak sıralayalım.
· Bir determinantın bir satırı (veya bir sütunu) yalnızca sıfır elemanlardan oluşuyorsa determinantın değeri sıfıra eşittir.
· Bir determinantın komşu iki satırının (veya sütunun) yerleri değiştirilirse determinantın değeri işaret değiştirir.

· Bir determinantın bir satırının (veya sütunun) aynı sayıyla çarpılması determinantın değerinin o sayıyla çarpılması demektir.
· Bir determinantın bir satırı (sütunu) diğer bir satıra (sütuna) lineer bağımlı yani elemanları diğer satır (veya sütun) elemanlarının eşiti veya katı ise, determinantın değeri sıfırdır.
· Bir determinantın bir satırı (sütunu) diğer bir satır (sütun) ile çarpılırsa determinantın değeri değişmez.
Determinantlarla matrisler arasındaki ilişkiyi yukarıda ters matrisi incelerken görmüştük. Şimdi bu ilişkiyi daha genel olarak ele alalım.
Bir matrisin içinden çıkartılabilen ve değeri sıfır olmayan en yüksek boyutlu (mertebeli) determinantın boyutuna matrisin Rank’ı denir.

Kare matrisler için bu tanım özel bir önem taşır. Çünkü bir kare matristen çıkartılabilecek en yüksek boyutlu (mertebeli) determinantın boyutu –eğer determinant sıfır değilse- matrisin boyutuna eşittir. Yani, genelde, kare matrislerin boyutu ile rankı eşittir.
Diğer sözlerle [ai j] matrisinin determinantı için yazdığımız (3.15) bağıntısı,
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ise [ai j] matrisinin rankı n dir.

Eğer bir kare matrisin rankı boyutundan küçükse, yani matrisin determinantı sıfır değerli ise, böyle matrislere Tekil Matris adını veriyoruz. Yukarıdaki determinant özelliklerine bir göz atıldığında bir matrisin tekil olması için yeter ve gerek şartın ‘herhangi iki satırının (sütununun) lineer bağımlılığı’ olduğu hemen görülecektir.
Yukarıda söylediklerimizi toparlarsak Tekil Olmayan bir kare matrisin rankı, matristeki elemanların yeri değiştirilmeden yazılan determinantının boyutuna ya da satır (sütun) sayısına eşittir. 
Bu kitapta ele alacağımız bütün matrislerin, aksi açıkça belirtilmedikçe, Tekil Olmayan Kare Matrisler olduğunu kabul edeceğiz.

Bu kabul altında burada ele alacağımız her [ai j] matrisinin, değeri sıfır olmayan bir (ai j( determinantı vardır. Ayrıca bu determinant için, (3.15) formülünün bir başka yazılışı olan 
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                                         (3.19)
bağıntısı geçerlidir.

Determinantlar için tanımladığımız kofaktör kavramını matrisler için genişletebiliriz. Şöyle ki Bir matris içindeki bir elemanın kofaktörü matris içinden o elemanın satır ve sütununu silerek çıkardığımız determinantın değerine eşittir.

Ek Matris: Bir [aij] matrisinin bütün elemanları için yukarıdaki tanıma uygun olarak Aij kofaktörlerinin hesaplandığını düşünelim. Bu Aij sayılarını aij nin yerine koyarak yeni bir matris elde edebiliriz. Önemli uygulaması olan bu matrise [aij] matrisinin Ek (adcoint) Matrisi adını veriyoruz. [aij] matrisinin Ek Matrisini:

 Ek[aij] = [Ai j]                                                              (3.20)
biçiminde ifade ediyoruz. Ek Matrisin önemi, Ters Matrisin bulunması işleminde ortaya çıkar. Gerçekten de (3.19) denklemine bakar bunun, yalnızca k üzerinden yapılan bir toplama işlemi ve k ( j iken (k j = 0 olduğunu hatırlarsak
[ai k][Ak j] = (ai k([(k  j]                                                      (3.21)
yazabileceğimizi hemen görürüz. Bu bağıntının iki tarafını, tekil olmayan kare matris olarak kabul ettiğimiz [ai j] nin sıfırdan farklı bir değere sahip olan determinantı ile bölersek
[ai k]{[ Ak j ] /(ai k(}  = [( k j]
ifadesine geliriz ki yukarıda verdiğimiz ters matris tanımına göre bu, bizi:
[ai k] -1=  [ Ak j ] /(ai k(                                                    (3.22)
biçimindeki Ters Matris Formülüne ulaştırır. Bu formülde ilk dikkat edeceğimiz şey [ai k] -1 ve  [Ak j] nin alt indislerindeki farklılıktır. Bu da bizi matrisler için vereceğimiz son tanıma götürür.                                                    
Bir kare matrisin satırlarını sütun (veya sütunlarını satır) yaparak yine bir kare matris elde edeceğimiz açıktır. Bu yolla [aij] matrisinden elde edeceğimiz ve [aji] biçiminde yazılacağı açıkça görülen matrise [aij] matrisinin transpozesi adını veriyoruz ve [aij] T ile gösteriyoruz. 
Bu tanımı da kullanırsak bir [ai j] matrisinin tersini bulmak için kullanacağımız formülün son biçimini yazabiliriz.

[ai j] -1=  [ Ai j ] T /(ai j(                                                    (3.23)
Matrisler için verdiğimiz bu çok kısa özetten sonra şimdi yine vektör uzayları ile ilgili çalışmamıza geri dönelim. 
Basitlik için çalışmamıza iki boyutlu uzayda devam edeceğiz. Bu amaçla iki boyutlu uzayımızda iki Vx ve Vy vektörlerini düşünelim. Yukarıdaki çalışmamızda bu vektörlerin birbiriyle lineer bağımlı olmasının zorunlu olduğunu belirtmiştik. Bu bağımlılığın katsayılarını A = aij matrisi ile gösterelim ve aradaki ilişkiyi yazalım.
AVx = Vy                                                          (3.24)
Buradaki büyüklükleri açık yazalım.
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Skaler büyüklüklere geçebilmek için (xi( = xi ve (yj( = yj yazalım. Böylece:

[image: image24.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

2

1

2

1

22

21

12

11

y

y

x

x

a

a

a

a

                                            (3.25)
ifadesini bulduk. Sol taraftaki matris çarpımını gerçekleştirirsek:

a11 x1 + a21 x2 = y1
(3.26)
a21 x1 + a22 x2 = y2
iyi bildiğimiz lineer cebirsel denklem tanımına, nihayet, ulaşmış oluruz. Bütün bu gayretimizin sonucu bize şunu gösterdi (3.24) denklem sistemi yerine geçen (3.25) veya (3.26) denklemleri iki boyutlu uzayımızdaki bir vektörü herhangi bir diğer vektöre ‘dönüştürmek’  için bir lineer cebirsel denklem sistemini çözmek zorundayız. Ya da tersine iki boyutlu uzayda çözdüğümüz her iki denklemli lineer cebirsel denklem sistemi o uzaydaki iki vektör arasındaki ‘dönüşümü’ temsil eder. İlk bakışta bu, çektiğimiz zahmete karşılık, çok küçük bir ödül gibi görünebilir. Ancak çalışmalarımız ilerledikçe matris-determinant notasyonunun ve özelliklerinin ve vektör uzayı özelliklerinin büyük yararını göreceğiz.

Bundan böyle A matrisini Katsayılar Matrisi olarak adlandıracağız.
Yukarıda iki boyutlu uzayda iki vektörün birbirine dönüşümü için söylediklerimizi n boyutlu uzayda düşündüğümüz iki vektörün birbirine dönüşümüne kolayca genelleştirebiliriz. Bu amaçla n boyutlu uzayda n boyutlu bir A katsayılar matrisi ile iki Vx ve Vy vektörü , yani
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büyüklükleri arasında, skaler değerleri kullanarak:
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yazmamız yeterli olacaktır. Bu ifadeyi açık yazarak lineer cebirsel denklem sistemi haline getirebiliriz. Yalnız bunu yaparken bilinen ve bilinmeyenlerin açıkça birbirinden ayrılabilmesi için yi yerine bi simgesini kullanacağız. Buna göre aşağıda inceleyeceğimiz lineer cebirsel denkleminin son hali şöyle olacaktır.

a11 x1 + a12 x2 + …+ a1n xn = b1     
a21 x1 + a22 x2 + …+ a2n xn = b2
(3.28)
.......

an1 x1 + an2 x2 + …+ ann xn = bn
Bu bölümün geri kalan kısmında çözüm yöntemlerini inceleyeceğimiz bu denklem sisteminde aij ve bi değerlerinin bilindiğini kabul edeceğiz ve xi değerlerini bulmaya çalışacağız.
Aslında yukarıda [ai j] matrisinin tersini bulduğumuzu hatırlarsak bu denklem sisteminin ‘biçimsel çözümü’ nü gerçekleştirmek hiç de zor değil. Gerçekten de (3.23) denklem sistemini
[aij][xj] = bi
biçiminde yazdığımızda çözüm 
[aij]-1 [aij] [xj] =[aij]-1  bi ( xj = [aij]-1  bi
olarak hemen yazılabilir. Buradaki ters matris için (3.23) denklemindeki ifadeyi kullanırsak çözüm son biçimine gelir. 
xj =    [ Ai j ] T bi /(ai j(                                             (3.29)
Son derecede basit görünen bu ifadenin uygulaması işlem sayısının çokluğundan dolayı ürkütücüdür. Bu konu üzerinde biraz duralım.
(3.29 denklemini hesaplarken hangi yolu izlersek izleyelim çözüm işleminin bir noktasında determinant açınımı ile karşılaşmamız kaçınılmaz olacaktır. Acaba determinant açınımında izleyebileceğimiz farklı yöntemler olabilir mi ve işlem sayısı bakımından bunları karşılaştırabilir miyiz? Şimdi bu konuyu biraz araştıralım.
Determinant Açınımları Hakkında:
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Yalnızca bu determinantın açınımındaki işlemlerde ortaya çıkabilecek çarpma işlemi sayısını düşünelim. 
Yukarıda verdiğimiz örneklere dikkat edersek her determinantın açınımı iki boyutlu determinantlara erişince bitmektedir. İki boyutlu determinant açınımında ise işaret belirleyen terimlerin çarpımları birlikte 4 çarpma işlemi bulunmaktadır. Üç boyutlu determinant açınımında, yine işaret terimleri ile birlikte, 3 defa iki boyutlu determinant açınımı yapılmakta fakat her açınım iki defa çarpma işlemine girmektedir. Dört boyutlu halde ise üç boyutludaki işlemler 4 defa tekrar edilmekte ama yine ikişer defa çarpıma tabi tutulmaktadır...

Buna göre:

2 boyutlu halde 4 
3 boyutlu halde (3x2)x4 = 3x23 = 24
4 boyutlu halde (4x2)x(3x2)x4 = (4x3)x24 = (4!/2)x24 = 4!x23 =  192
5 boyutlu halde (5x2)x(4x2)x(3x2)x4 = (5x4x3)x25 = (5!/2)x25 = 5!x24 =1920
n boyutlu halde  (n!)x(2n-1)
Örneğin n = 10 ise yaklaşık 1.8x109 işlem! 
Literatürde bu hesap, genellikle, işaret belirleyici terim (-1)i+j ile çarpım hesaba katılmadan yapılır; buna uygun olarak hesabımızı yeniden yaparsak 2x2 determinant açınımı için yalnızca iki çarpım işlemi gerekecektir. Buradan devam edelim.

2 boyutlu halde 2

3 boyutlu halde (3x2)x2 = (3-1)3! = 18
4 boyutlu halde (4x3)x3x2 = (4-1)4! = 72
5 boyutlu halde (5x4)x4x3x2 = (5-1)5! = 480 
n boyutlu halde (n-1)n! 
Örneğin n = 10 ise yaklaşık 3.6x107 işlem!
Her iki halde de rakamlar son derecede büyük çıktı. Determinant açınımı için mutlaka işlem sayısını azaltıcı bir şeyler bulmamız gerekiyor.

İlk adım olarak 3 boyutlu determinant açınımını yeniden ele alalım. Bunu iki türlü yazabiliriz. İlkinde yukarıdaki hesaba da esas aldığımız biçim olan bütün çarpımları açık yazarak.
(aij( = -a12a21a33 + a12 a31a23 + a22a11a33 – a22a31a13 – a32a11a23 + a32 a21a13
ifadesini elde ederiz. Bu hal için çarpma işlemi sayısını (işaret çarpımlarını görmezden gelerek) yukarıda (n-1)n! olarak hesaplamıştık.
 İkinci de ise kofaktörleri hesapladıktan sonra ilişkili elemanla çarpmak yöntemini kullanabilir ve
(aij( = -a12(a21a33 – a31a23) + a22(a11a33 – a31a13) – a32(a11a23 – a21a13)
açınımını buluruz.

İlk bakışta aynı gibi görünen bu iki ifade arasında sayısal hesap bakımından çok büyük bir fark vardır. Birinci ifadede (işaret çarpımlarını görmezden gelirsek) 3x3x2 = 12 çarpım bulunurken ikinci ifadede (yine işaret çarpımlarını görmezden gelerek)  3x3 = 9 çarpım işlemi görünüyor. Bu küçük fark determinantın boyutu büyüyünce önemli olabilir. Şu halde bunu inceleyelim.
Bir determinantı açarken son işlemimiz iki boyutlu determinantı açmak ve bu yeni yöntemle bunu tek bir rakam haline getirmek zorunda olduğumuza göre:

2 boyutlu halde 2

3 boyutlu halde 3x2+3 =3x2 + 3x1 = 3!x( 1 + 1/2)
4 boyutlu halde 4x3x2+ 4x3x1 + 4x1 = 4!x(1 + 1/2 + 1/6)
5 boyutlu halde 5x4x3x2 + 5x4x3x1 + 5x4x1 + 5x1 = 5!x(1 + 1/2 + 1/6 + 1/24)
n boyutlu halde: n!x{1 + 1/2! + 1/3! + 1/4! +...+ 1/(n-1)!} ( 
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Bu iki sonucu oranlarsak     
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 oranını elde ederiz. Burada yer alan
toplama dikkat edersek lim n( (  (
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  olduğunu hemen görürüz. 

Buna göre n sınırsız büyüdükçe bu oran  
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 değerine yaklaşacaktır.
Çeşitli n değerleri için bu işlem sayılarını karşılaştıralım:
	n
	2
	5
	10
	20

	n!(n-1)
	2
	480
	32659200
	( 46x1018
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Gerçekten de son sütundaki iki rakamın oranı 46/4.2 ( 11 değeri ile yukarıda hesapladığımız 0.6(n-1) = 0.6x19( 11değeri beklediğimiz ölçüde doğru.
Tablodaki rakamlar determinant açınımları konusunda ne kadar dikkatli olmamız gerektiğini açıkça anlatıyor.
Aslında LCDS çözümünü kısaca determinant açınımı ve ters determinant bulunuşu olarak özetleyebiliriz. Dolayısıyla aşağıda vereceğimiz çözüm yöntemlerinde başka ve çok ilginç determinant açınım yöntemleri göreceğiz.

Algoritma Örneği:
Bu iki yöntem için basit birer algoritma örneği verelim.

1. Yöntem:
Dikkat edilirse bu yöntemde aij lerin altindisleri 1 den n ye kadar iç içe birer defa tekrarlanmaktadır ve atlanan indis yoktur. Buna göre:

1. n değerini oku.
2. ai j değerlerini oku

3. i- için döngü kur, j- için döngü kur.

4. [((-1)i+jai j]  toplamını hesapla.

5. j- için döngüyü bitir, i- için döngüyü bitir.

6. Sonucu Yaz.
2. Yöntem:
Bu yöntemde ai j lerin kofaktörlerini oluşturmamız gerekiyor. Ancak n > 3 boyutlu bir determinant için bu kofaktör determinantların da kofaktörlerine indirgenmesi ve onların da kofaktörleri... oluşturulması gerekiyor. O halde bir indirgeme sayacına gereksinimimiz var. Bunu k ile gösterelim. k sayısı n den başlayarak n-2 ye kadar azalacak.
Başlangıç olarak determinantımızın ve indirgenmiş bütün determinantların 1. satıra göre açılacağını varsayalım. Örnek olarak nxn bir determinant alalım ve ilk adımımızı belirleyelim.
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k = n için a11 in ve aynı satırdaki a12, a13, ...   elemanların kofaktörlerini arayacağız. 
Ama tesadüfen n = 2 ise bunlar sayılardır. ve determinantın değeri hesaplanabilir. Bu durumda determinantımızın değeri:
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olacaktır.

n>2 varsaydığımıza göre ilk adımımız determinantımızın içinde en çok sayıda sıfır elemana sahip satır (ya da sütunu) bulmak olmalıdır. Varsayalım ki bu m inci satır (veya sütun) dur. Kolayca takip edebilmemiz için bumu birinci satıra (ya da sütuna getirelim. Yani determinant açınımını (-1)m ile çarpalım. Bu satırdaki bütün, sıfır olmayan, elemanlar için a1j ve ai1 elemanlarını içermeyen (n-1) boyutlu determinantlara, yani en çok n adet kofaktöre, sahip olduk.

Eğer n–1 = 2 ise determinantımızın değeri:
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olacaktır. Beklediğimiz gibi üçüncü mertebeden bir determinant açınımı üç tane 2. mertebeden determinant açınımı içermektedir. Şu halde üç tane 2. mertebeden determinantın elemanlarını seçerek A2 işlemini yaptırmamız lazım. Birinci satır (veya sütuna) göre açınım yaptığımız için çarpanlarımız (-1)m+ja1j olacaktır. Kofaktörlerimiz ise
a11 için a(1+1)(1+1) a(1+2)(1+2) – a(1+2)(1+1) a(1+1)(1+2)
a21 için a(2–1)(1+1) a(2+1)(1+2) – a(2+1)(1+1) a(2–1)(1+2)
a31 için a(3–2)(1+1) a(3–1)(1+2) – a(3–1)(1+1)  a(3–2)(1+2)
Programlamayı kolaylaştırmak amacıyla, bu altı terimli üç ifadeyi iki terimli iki çarpımın farkı halinde yazmaya çalışalım. 
İşlemlerdeki bütün a ları A ile gösterelim.

Hemen şu görülüyor. Çarpım işlemlerindeki ikinci indisler ortak; o halde ilk indisleri sonra belirlemek üzere ikinci indisleri hemen yazarak üç çarpımı da şöyle gösterebiliriz.
A(?)(1+1)A(?)(1+2) – A(?)(1+1)A(?)(1+2) 
Tabii bu indislerdeki 1 değerleri açınım yaptığımız birinci sütunu temsil ediyor. Yukarıda da açıkça görülen 2 ve 3 sayılarını bu biçimde yazmamızın bir amacı var. Buradaki 2 ve 3 sayıları 1(2(3 sayılarının, 1. satırı temsil eden 1 sayısı hariç, birerli permütasyonu olarak görülmelidir.
Aslında ilk indisler için de kural basit. Çarpanı ile birlikte düşünerek her kofaktörde ilk çarpımdaki ilk indislere 1(2(3 sayılarının üçünü de sırasını bozmadan yerleştireceğiz. Yani 1(2(3 ün birerli permütasyonunu oluşturacağız. İkinci indislere ise 3(2(1 in birerli permütasyonunu uygulayacağız. Böylece çarpanın ilk indisi 2 olan ikinci kofaktördeki dört terimin ilk indisleri sırasıyla (3), (1) ve (1), (3) olacaktır.
Bütün bu açıklamalardan sonra artık genel formülü yazabiliriz.

1(2(3 permütasyonunu p1 ve 3(2(1 permütasyonunu P1 ile gösterelim. Buradaki 1 sayısı, hala, açınım yaptığımız birinci satırı (veya sütunu) göstermektedir.
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Bu formüldeki p ve P sayı değil permütasyon işlemi sonucudur.

Benzer düşünce n – 1 > 2 halinde de uygulanabilir.
 3.3. CRAMER YÖNTEMİ:
Bu yöntemin ispatını burada vermeyeceğiz. Ancak iki bilinmeyenli bir LCDS alarak açıklamasını yapacağız. Çözeceğimiz sistem şöyle olsun.

a11 x1 + a21 x2 = b1
(3.30)
a21 x1 + a22 x2 = b2
Bu iki denklemden eskiden beri bildiğimiz yoketme yöntemiyle, örneğin x1 i yokedelim ve x2 yi hesaplayalım. Bu amaçla ilk denklemi -a21 ve ikinci denklemi a11 ile çarpıp iki denklemin toplamını alacağız.

(a11a22 – a21a12) x2 = a11b2 –a21b2
Bu ifadeyi bir determinant açınımının sonucu olarak yorumlarsak, hemen:
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sonucuna ulaşırız. Görüldüğü gibi x2 nin katsayısı LCDS nin katsayılar determinantıdır. Sağ taraftaki determinant ise ‘katsayılar determinantında x2 nin katsayılarının bulunduğu sütuna bi değerleri yerleştirilerek’ elde edilmiştir. Benzer işlemleri x1 için yapsak bu defa,
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benzer sonucunu elde ederiz. Bu ifadelerin sol tarafları aynıdır ve denklemin katsayılar determinantıdır. Bu determinantın değerini (A( ile ve sağ taraftaki determinantların değerlerini de, sırasıyla, D2 ve D1 ile gösterirsek bu basit sistemimizin çözümünü:
 (A( ( 0 ise (   x1 = D1/(A(,  x2 = D2/(A(                                   (3.31)
biçimine getirebiliriz. 
Örnekler: 
1. 2x +  y =  7                              
 x    - y = -1  denklemlerini CRAMER Yöntemi ile çözünüz.

Yukarıda tanımladığımız determinantları kurup hesaplarsak:
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Şu halde x = -6/-3 = 2, y = -9/-3 =3
2. 2x +  y + 3z = 1
3x – y + 2z  = -1
5x +  y - 2z = 5

denklem sistemini CRAMER Yöntemi ile çözünüz.
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x1 = D1/A = 1/2 ,  x2 = D2/A = 7/4 ,  x3 = D3/A = -1/2 

  
[image: image48.wmf] 
3.4. GAUSS YÖNTEMİ:
Bu yöntemi çok eskiden beri biliyoruz. Ana fikrini şöylece özetleyebiliriz. ‘Sistemdeki bilinmeyenlerin, bir tek kalıncaya kadar, her defasında bir denklem kullanılarak yok edilmesi (katsayısının sıfırlanması) ve son denklemden bulduğumuz değeri geri doğru yerine koyarak bütün bilinmeyenlerin hesaplanması.’
Şimdi yöntemi daha iyi açıklayabilmek için (3.28) LCDS ni yeniden yazalım.

a11 x1 + a12 x2 + …+ a1n xn = b1     
a21 x1 + a22 x2 + …+ a2n xn = b2
.......

an1 x1 + an2 x2 + …+ ann xn = bn
Bu denklemlerden birinciyi a11 ile bölsek ve böylece elde ettiğimiz denklemi sırayla a21 , a31 ,.. ile çarparak sırasıyla 2. , 3. ,...denklemlerden çıkartsak x1 in katsayısı ilk denklemde 1 olurken diğer bütün denklemlerde sıfırlanacaktır. Yani sistemimizin yeni biçimi şöyle olacaktır. 
 x1 + a12 x2 + …+ a1n xn = b1     
         a22 x2 + …+ a2n xn = b2
.......

           an2 x2 + …+ ann xn = bn
Bu işlemi, son denkleme gelinceye kadar, sırayla bütün sisteme uygularsak, sonuçta sistemimiz şu biçimi alacaktır.
                                              x1 + A12 x2 +       …+ A1n xn = B1     
        x2 +      …+ A2n xn = B2
.......

        xn-1 + A(n-1)n xn = Bn-1
                                     xn = Bn
Görüldüğü gibi xn hesaplanmıştır. xn-1 değerini bulmak için xn değerini önceki denklemde yerine koymak yeterlidir. Benzer şekilde geri doğru giderek bütün xi değerleri hesaplanabilir.
GAUSS Yöntemi ile Determinant Açınımı/CHİO YÖNTEMİ:
GAUSS Yönteminin ana fikri determinant açınımına hemen uygulanabilir. Genelde CHİO Yöntemi adı ile anılan bu işlem aynen yukarıdaki gibi uygulanır. 

Örnek olarak 3 boyutlu bir determinant alalım ve yöntemi uygulayalım.
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determinantı veriliyor. Bunun elemanlarından sıfır olmayan birini seçelim; örneğin a21 elemanını. Bu elemana Pivot Eleman adını vereceğiz. Yukarıda determinantlar için verdiğimiz özellikleri hatırlayalım. Determinantı a21 ile çarpar ve aynı zamanda herhangi bir satırını (sütununu), örneğin a21 in bulunduğu satırı (sütunu) a21 ile bölersek determinantın değeri değişmez fakat a21 = 1 olur. Şu halde a21 = 1 kabul etmemizin bir sakıncası yoktur. 
Şimdi determinantın 1. sütununun elemanlarını a22 ile çarpıp 2. sütundan çıkartalım ve 2. sütuna yazalım; sonra da yine 1. sütunun elemanlarını a23 ile çarpıp 3. sütundan çıkartalım ve 3. sütuna yazalım. Determinant özelliklerinden yararlanarak yaptığımız bu işlemler determinantımızın görüntüsünü değiştirebilir ama değerini değiştirmez.
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Madem ki a21 = 1 dir. O halde:

[image: image52.wmf]31

23

33

31

22

31

11

23

13

11

22

12

31

23

33

31

22

32

31

11

23

13

11

22

12

11

1

0

0

1

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A

-

-

-

-

-

=

-

-

-

-

=


yazılabileceği açıktır. Görüldüğü gibi determinant bir mertebe küçülmüştür. Yaptığımız işlemi seçtiğimiz elemanı bire indirirken o satırdaki (sütundaki) diğer elemanları sıfırlayarak sadece bir tek elemanın kofaktörü ile bütün satırın (sütunun) açınımını bitirmek olarak da özetleyebiliriz. Şu halde n boyutlu bir determinanta bu işlemi n-1 defa uygulayarak determinant açınımını tamamlayabiliriz.

Böyle bir işlemde:

· Pivot elemanı 1 yapmak için n bölme ve bir çarpma,
· Pivotun bulunduğu satır (sütun) hariç her satır (sütun) için n-1 ve bütün determinant için (n-1)2 çarpma

· Bu işlemleri determinantın mertebesi n den n-1’e, n-2’ye,..,2 ye düşmesini sağlayarak n-1 defa
yapmamız gerekmektedir. Bu durumda toplam işlem sayımız.

[(n-1)2+2n+1] + [(n-2)2+2(n-1)+1]+...+[22 + 4 + 1] + [12 + 2 + 1]
(n-1)n2 + 2[n+(n-1)+(n-2)+...+2+1] + (n-1)
(n-1)n2 + n(n+1)+ (n-1) = n3 – n2 – n
(n-1)3/3 = n3/3 - n2 + n - 1/3
olacaktır. Bu toplamın n büyüdükçe n3/3 değerine yaklaştığı gösterilebilir. Bu da yalnızca bir determinantın açınımı halinde n = 10 için 330 kadar işlem demektir ki önceden gördüğümüz yöntemlere göre bu büyük bir avantaj oluşturmaktadır.
GAUSS Yöntemi ile denklem sisteminin çözümünü tamamlamak için yapacağımız toplam işlem sayısı ise ((n+1)n3/3 olacaktır. n = 10 için bu rakam 3700 civarında dır.
Örnekler;
1. 2x +  y + 3z = 3.5
3x +   0 +  z = 4 

  x +  y +  z = 3

Sistemin katsayılar determinantını CHİO Yöntemi ile hesaplayalım.
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Şimdi D1 D2 ve D3 determinantlarını CHİO Yöntemi ile açalım.
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Şimdi kökleri bulalım.

x = D1/A = 7.5/5 = 1.5,    y = D2/A = 10/5 =2,    z  = D3/A = 2.5/5 = -0.5 
Tabii GAUSS Yöntemini kullanmadık. Determinantları CHİO Yöntemi ile açarak CRAMER Yöntemini kullandık. Şimdi aynı problemi GAUSS Yöntemini doğrudan uygulayarak çözelim.
  x1 +  x2 +   x3 = 3

2x1 +  x2 + 3x3 = 3.5

3x1 +   0 +   x3 = 4 

Sistemine GAUSS Yöntemini uygulayacağız. Kuşkusuz bu problemde açıkça görülen basit yoketme işlemleri var. Ancak biz yukarıda yöntem açıklanırken verilen sırayı izleyerek önce x1 i sonra x2 yi yok edeceğiz. Bu amaçla ilk denklemi önce 2 ile çarpıp 2. denklemden, sora 3 ile çarpıp 3. denklemden çıkartacağız.
0 + (1-2)x2 + (3-2)x3  = 3.5 - 6 (    -x2 +  x3 = -2.5
0 + (0-3)x2 + (1-3)x3 = 4 – 9  (   -3x2 – 2x3 = -5
Sistemimizin aldığı biçim şöyle oldu.
 x1 +  x2 +   x3 = 3
        -x2 +   x3  = -2.5
       3x2 +  2x3 = 5 
Şimdi ikinci denklemi -3 ile çarpıp üçüncüden çıkartalım.
0 + (3+2)x3 = -7.5 + 5  (  5x3  = – 2.5
Böylece sistemimizin son biçimine ulaştık.

x1 +  x2 +   x3 = 3

        -x2 +   x3  = -2.5
                 5x3 = -2.5
Hemen sonuçları yazabiliriz.
x3 = -2.5/5 = -0.5

x2 = 2.5 + x3 = 2.5 -0.5 = 2
 x3 = 3 – x2 – x3 = 3 – 2 + 0.5 = 1.5  
Tamamen aynı sonuca fakat çok daha az sayıda işlem yaparak ulaştık.                              

GAUSS Yöntemi LCDS çözümünde en çok kullanılan yöntemdir. Çok kullanılan her yöntem gibi çok sayıda iyileştirme işlemi görmüştür. Aşağıda bunların bazılarını kısaca ele alacağız. Ancak önce bu yöntemi bilgisayar programı haline getirmek için uygulayabileceğimiz bazı noktalara işaret edelim.
Dikkat edilirse GAUSS Yönteminin uygulamasında [ai j] katsayılar matrisi, her adımda,
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matrisleri ile çarpılarak:
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[image: image61.wmf]
matrisine dönüştürülmekte ve denklem sistemimiz:
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biçimine getirilmektedir. Bu biçimde formüle edildiğinde yöntemin programlanması büyük ölçüde basitleşerek n tane nxn matrisin çarpımı işleminden ibaret hale gelmektedir. Ancak bu yukarıda verilen sayısal örneğin aksine, her adımda bütün denklemlerle işlem yapmayı gerektirdiği için işlem sayısını arttırmaktadır.
Bir örnek yapalım.
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matrisi verilmiş olsun. Şimdi G1 matrisini oluşturalım ve G1A çarpımını gerçekleştirelim.
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Şimdi G2 yi oluşturalım ve G2G1A çarpımını yapalım.
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G3 ü oluşturalım ve G3 G2G1A çarpımını yapalım.
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Son olarak G4 ü oluşturalım ve G4 G3 G2G1A çarpımını yapalım.
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Görüldüğü gibi birim matrise ulaştık. Şu halde G4 G3 G2G1 çarpımı A-1 matrisine eşittir. Yani
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matrislerinin çarpımı yapıldığında sonuç matris aradığımız A-1 matrisi olacaktır. İlk bakışta zahmetli bir işlem gibi görünse de, eğer bilgisayarınızda bir matris çarpım programı varsa, bu işlem çok çabuk sonuç verecektir. Ters matrisin bulunmasından sonra köklerin bulunması için 
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yazılması yeterlidir. 

Yukarıda belirtildiği gibi her adımda bütün denklemlerle uğraşmak yerine, şimdi inceleyeceğimiz GAUSS-JORDAN Yöntemi her adımda bir denklemi eksilterek, bu işlemi yürütebiliriz. Bu defa yukarıdaki Gi matrisleri yerine:
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matrislerinin kullanılması ile gerçekleştirilir. Sonuçta:
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ifadesine gelinir. Bu ifadenin sağ tarafı birim matris olduğuna göre:
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olmalıdır. Yani GAUSS-JORDAN Yöntemi bu biçimi ile bir ters matris üretme yöntemidir. Bu yöntemin bu biçimde kullanılması aynı denklem sisteminin birden fazla sağ taraf vektörü bulunması halinde kolaylık sağlayacaktır. Çünkü çözüme ulaşmamız için:
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yazmamız gerektiğine göre her farklı bi vektörü için yalnızca bu son ifadeyi uygulamamız yeterli.

GAUSS-JORDAN Yönteminin literatürde en çok rastlanan biçimindeki uygulaması ‘Genişletilmiş Matris’  adını verdiğimiz
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matrisi üzerinde yukarıda açıklanan a11( ann köşegeni üzerindeki elemanları bire indirmek ve altındaki bütün matris elemanlarını sıfırlamak işlemleri aynen fakat yalnız satır operasyonları yapılarak gerçekleştirilir. Böylece sonuç matrisi şu biçimde elde edilir.
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Bu matristeki sayılardan yararlanarak xi değerleri hemen hesaplanabilir.
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Bu son biçimi ile GAUSS-JORDAN Yöntemi programlama açısından kolayca kullanılır hale gelir. Gerçekten de yukarıdaki işlemler program tekniğine uygun bir biçimde yazılmak istendiğinde:
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biçiminde ifade edilebilir ki burada:

· i = 1, 2, ...n, j = 1, 2,...n+1

· 
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olarak kullanılmaktadır.
Gerek GAUSS ve GAUSS-JORDAN Yöntemlerinde işlem sayısı n3/3 civarındadır.
Örnekler:
1. 0.5x1 +   2x2 = 1.65
    x1 + 1.5x2 = 1.55
sisteminin katsayılar matrisini GAUSS-JORDAN Yöntemi ile ters çeviriniz ve sistemi 

çözünüz.
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n = 2 olduğuna göre, A nin tersini hemen hesaplayabiliriz.

[image: image84.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

=

-

4

.

0

8

.

0

6

.

1

2

.

1

1

2

0

2

4

.

0

0

6

.

1

1

1

2

1

J

J

A


Şimdi sistemin çözümünü hesaplayalım.
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2.   x1 +   x2 –   x3 = 4

  x1 –   x2 + 3x3 = 2

3x1 - 2x2 + 4x3 = 4
sistemini GAUSS-JORDAN Yöntemi ile çözünüz.
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Şimdi sırayla Ji matrislerini oluşturarak A-1 matrisini bulalım.
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Artık A matrisinin tersini oluşturabiliriz. Bunu yaparken J3J2J1 çarpımının sırasına dikkat etmeliyiz.
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Köklerin bulunması için bir tek işlemimiz kaldı. Onu da yapalım.
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Bu yöntemin sağladığı önemli bir avantaj aynı katsayılar matrisine sahip fakat sağ tarafları farklı her denklem sistemi için A-1 bulunduktan sonra bir tek matris çarpanı ile çözümü temin etmesidir. Örneğin yukarıdaki sistemle birlikte şu sistemin çözümü de, aşağıdaki gibi, hemen yazılabilir.
  x1 +   x2 –   x3 = 1

  x1 –   x2 + 3x3 = 5
3x1 – 2x2 + 4x3 = 9
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 x1 +  x2 – x3 = 8       x1 = 5,  x2 = 0, x3 = -3
     x1 –   x2 +  x3 = 2
     2x1 + 2x2 +  x3 = 7
sistemini GAUSS-JORDAN Yöntemi ile çözünüz.
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3.5. KATSAYILAR MATRİSİNİ ÇARPANLARA AYIRMA YÖNTEMLERİ:
Bu ad altında sayılabilecek birçok yöntem mevcuttur. Ancak bunlardan yalnızca biri iyi bilinmekte ve çok sık kullanılmaktadır.
Genel olarak bir kare matris iki matrisin çarpımı olarak yazılabilir. Yani:
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Görüldüğü gibi A matrisinin L çarpanında n2 ve U çarpanında n2 olmak üzere 2n2 elemanın çarpımı ile A matrisinin n2 elemanı belirlenmiştir. Diğer sözlerle A belli ise ve L ile U bulunacaksa 2n2 bilinmeyen fakat n2 bağıntı (denklem) mevcuttur. Bu durumda bulunacak 2n2 elemanın, örneğin n2 tanesini baştan ve keyfi olarak seçebiliriz. Bunu şöyle yaptığımızı düşünelim.
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Bu çarpan matrislerde 2[(n+(n-1)+...+2+1]=2[n(n+1)/2] = n2+n eleman mevcuttur. Ancak L matrisinde lii = 1 seçildiğine göre bilinmeyen sayısı n2 ye eşittir. Şu halde li j ve ui j elemanları ai j cinsinden belirlenebilir. n = 3 alarak işlemleri yapalım.
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( u11 = a11 ,  u12 = a12 ,  u13 =a13
( l21 = a21/a11 ,  u22 = a22 – (a21/a11)a12 ,  u33 = a23 - (a21/a11)a13
( l31 = a31/a11 ,  l32 = [a32 – (a31/a11)a12]/[ a22 – (a21/a11)a12] , 
                 u23 =a33 -  [a23 - (a21/a11)a13 – (a31/a11)a13]/ [a32 – (a31/a11)a12]/[ a22 – (a21/a11)a12]
Oldukça karmaşık ve uzun bir işlem zinciri! Aslında bu işlem zinciri basitleştirilebilir ve programlanabilir. Ancak işlem sayısının çokluğu dolayısı ile önceki yöntemlerimizden üstün bir sonuç sağlamaz.
CHOLESKİYÖNTEMİ:
Buna karşılık çarpanlara ayırma yönteminin çok büyük kolaylık sağladığı özel bir katsayılar matrisi biçimi vardır. Matematiksel fiziğin diferansiyel denklemleri büyük çoğunlukla ikinci mertebeden olduklarından bunların (ileride göreceğimiz Sonlu Fark Yöntemleri yardımı ile) çözümünde A katsayılar matrisi, hemen daima,
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biçimindeki bir ÜÇKÖŞEGENEL Matris olan LCDS ler ile karşılaşırız. Böyle bir sistemin çözümünü kısaca incelemeliyiz.
 Yalnız bu paragrafta geçerli olmak üzere notasyonumuzda küçük fakat önemli bir değişiklik yapacağız ve denklemlerimizin sıralamasını değiştireceğiz. Yani sistemimizi, öncekilerin tersine, şöyle yazacağız.
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Denklemlerin bu şekilde sıralanarak yazılması diferansiyel denklem çözümleri hesaplanırken kolaylık sağlamaktadır.
Yukarıda yaptığımız gibi Axi = bi denklem sistemini
Axi = LU xi = bi    ( Uxi = ti    ve   L ti = bi
şeklinde iki parçaya ayıralım. Matrisimizin özel biçiminden dolayı L ve U matrislerini
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biçiminde seçebiliriz. Önce Uxi = ti bağıntılarını hesaplayalım.  
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Gerçekten de çarpım gerçekleştirilir ve katsayılar matrisine eşitlenirse:
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bağıntıları elde edilir. Böylece sıfırları tamamen işlem dışı bırakan ve çok kolay programlanabilen bir yöntem elde ettik.
Bu yöntemin uygulamasında 10n kadar çarpma işlemi bulunduğunu açıkça görüyoruz. Kuşkusuz bu, büyük n değerleri için, bütün sıfırları işleme soktuğumuz önceki yöntemlerin işlem sayısı n3/3 değerine göre çok büyük bir tasarruf sağlayacaktır.
Örnek:
1. Aşağıdaki LCDS yi CHOLESKİ Yöntemi ile çözünüz.
x3 +  2x2         = 7

2x3 +  x2 +   x1 = 9

          x2 + 3x1 = 5


[image: image112.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

=

=

=

=

=

=

=

1

2

2

3

3

1

2

1

1

2

2

2

3

3

0

0

1

0

0

2

1

0

0

1

0

0

1

3

1

0

1

1

2

0

2

1

u

c

u

c

u

l

l

d

a

c

d

a

c

d

A



[image: image113.wmf]3
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3.6. İTERASYON YÖNTEMLERİ:
Bu ad altında sayılabilecek bir çok yöntem vardır. Burada bunlardan birbirine çok benzeyen ikisine kısaca yer verilecektir.
Çözümünü aradığımız LCDS, yukarıdan beri yazdığımız gibi,

a11x1 + a12x2 + ...+ a1n = b1
a21x1 + a22x2 + ... + a2n = b2
...

an1x1 + an2x2 + ... + annxn =bn
olsun. Bu sistemi şu biçimde yazabiliriz.
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Ya da (i j KRONECKER Deltasını kullanarak aşağıdaki gibi kısaltabiliriz.
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Şimdi iterasyon işlemine başlayabiliriz. Eğer xi = xi(0) gibi bir ilk değer takımı tahmin edilebiliyorsa bunları denklemlerde yerine koyarak:
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xi(1) ilk iterasyon değerlerimizi elde edebileceğimiz açıktır.

Bu işlemi tekrarlayarak iterasyonu devam ettirebiliriz.
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Tabii her adımda:

(xi( p) – xi(p-1) ( = ei(p)
biçiminde hesaplayabileceğimiz n elemanlı ei(p) vektörünün normunun nasıl değiştiğini kontrol etmeliyiz.
Eğer ei(p) vektörünün normu yani

[image: image118.wmf](

)

(

)

(

)

2

)

(

2

)

(

2

2

)

(

1

)

(

...

p

n

p

p

p

i

e

e

e

e

+

+

+

=


değeri artan iterasyon değerleri ile
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değerine eriştiğimizde, yani hatayı temsil eden ei(p) vektörünün normu önceden belirlediğimiz tolerans değeri T den küçük olduğunda, iterasyonu keseriz. Verilen LCDS nin, varsa, tek bir çözümü olduğunu bildiğimize göre bulduğumuz değerler aradığımız çözüm takımıdır.
İterasyon işlemini iki ayrı yöntemle yapabileceğimiz açıktır. İterasyonun p inci adımından p+1 inci adımına geçerken

1. Yalnız xi(p) leri kullanarak bütün denklemleri hesaplar ve xi(p+1) leri buluruz.
2. Her denklemi sırayla kullanarak xi(p) lerle birlikte önceki denklemlerden bulduğumuz xi(p+1) değerlerini –hesapladığımız anda- xi(p) lerin yerine –iterasyon adımının bitmesini beklemeden geçirerek- kullanırız.
Genelde ikinci yöntemin iterasyon işlemini hızlandırdığı düşünülebilir.

Yukarıda açıkladığımız iterasyon yönteminin her adımında n2 kadar çarpma işlemi yapılamaktadır. Ancak çözümün bulunması için kaç iterasyon adımı gerekeceğini önceden tahmin etmek hemen hemen imkânsızdır. Genel olarak bu iterasyon sayısı şu üç etkene bağlı olarak değişir.
a. Başlangıç takımı değerleri xi(0): Bunların seçimi için çeşitli yollar kullanılabilir. Doğal olarak ilk değerlerin seçilmesi iterasyon sayısını etkileyecektir. bilgisayar uygulamalarında bu değerler, genellikle
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biçiminde seçilebilirler.

b. Yakınsama Hızı: Kuşkusuz hata vektörü ei(p) nin, eğer iterasyon yakınsıyorsa, sıfıra yaklaşma hızı iterasyon sayısını doğrudan etkileyecektir. Yakınsak iterasyon halinde ei(p) nin küçülme hızını arttırmak için bazen
xi(p) yerine xi(p)* = xi(p){1+ ei(p)}
değeri geçirilerek işleme devam edilir. p büyüdükçe ei(p)( 0 olacağına göre bu değişiklik küçük p değerleri için etkili olacak ve muhtemelen iterasyon işlemini hızlandıracaktır.

c. Hata Sınırı-Tolerans T: T değerinin gereğinden çok küçük seçilmesi birbirine çok yakın xi(p) değerleri ile işlem yapmayı gerektireceği için bir yandan iterasyon sayısını arttırırken diğer yandan, ve çok daha önemli olarak, yuvarlatma hatalarının hızla birikmesine neden olur ve çözümü anlamsız hale getirebilir.
Örnek:
1. Aşağıdaki denklem sistemini İterasyon Yöntemi ile çözünüz.
	x
	y

	3
	0

	1,5
	1,5

	2,25
	0,75

	1,875
	1,125

	2,0625
	0,9375

	1,96875
	1,03125

	2,015625
	0,984375

	1,992188
	1,007813

	2,003906
	0,996094

	1,998047
	1,001953

	2,000977
	0,999023

	1,999512
	1,000488

	2,000244
	0,999756


2x - y = 3

 x + y = 3

Önce sistemimizi iterasyon formuna getirelim.

x = (3+y)/2

y = 3 – x

İlk değerleri hesaplayalım.

x(0) = 3/2,  y(0) = 3
İterasyonları yürütelim.

x(1) = (3+0)/2 =1.5,   y(1) = 3 – 1.5 = 1.5

x(2) = (3+1.5)/2 = 2.25,   y(2) = 3 – 2.25 = 0.75
İzleyen iterasyon değerleri yandaki tabloda gösterilmiştir. Açıkça görüldüğü gibi kökler:

x = 2,  y = 1
değerlerine yakınsamaktadır. İterasyon yöntemi ile çözüm yapılırken yakınsama gözleniyorsa çözüme ulaşılır. Ancak yakınsama her zaman söz konusu olmaz.
Şimdi ıraksayan bir örnek seçelim.

2. Aşağıdaki sistemi İterasyon Yöntemi ile çözünüz.
2x – 3y = 7

  x +  y =1
Bu denklemleri sağlayan değerlerin x = 2 ve y = -1 olduğu hemen görülüyor. Şu halde bu değerlere doğru bir yakınsama beklemeliyiz.
Denklemlerimizi iterasyon formunda yazalım:

x = (7+3y)/2

y = 1 – x

İlk değerlerimizi bulalım.

x(0) = 7/2,  y(0) = 1
İlk iterasyonumuzu yapalım. Önce ilk iterasyon yöntemini kullanalım yani x ve y değerlerini iterasyon adımı bittikten sonra değiştirelim.
x(1) = (7+3.1)/2 = 5,  y(1) = 1 – 7/2 = - 5/2

İterasyonlara devam edelim.

x(2) = (7+3.(-5/2))/2 = -1/4,   y(2) = 1–5 = -4
x(3) = (7+3.(-4))/2 = -5/2,   y(3) = 1 – (-1/4) = 5/4
x(4) = (7+3.(5/4))/2 = 43/8,   y(4) = 1 – (-5/2) = 7/2
x(5) = (7+3.(7/2))/2 =35/4 ,   y(5) = 1 – 43/8 = -35/8
Hata vektörünün normunu hesaplamaya dahi lüzum kalmadan görüyoruz ki iterasyonumuz ıraksamakta. 
Şimdi ikinci yöntemi deneyelim. Bu defa bulduğumuz x ve y değerlerini hemen kullanmaya başlayacağız.

x(0) = 7/2,  y(0) = 1

x(1) = (7+3.(1))/2 = 5,    y(1) = 1-5 = -4

x(2) = (7+3.(-4))/2 = -5/2,   y(2) = 1 – 5/2 = -3/2

x(3) = (7+3.(-3/2))/2 = 5/4,   y(3) = 1 – 5/4 = -1/4

x(4) = (7+3.(-1/4))/2 = 25/8,   y(4) = 1 – 25/8 = -17/8
x(5) = (7+3.(-17/8))/2 = 5/16,   y(5) = 1 – 5/16 = 11/16

Görüldüğü gibi her iki yolla da yakınsama sağlanmadı. 
Bazen xi lerin sırasını değiştirerek yakınsamayı sağlamak mümkün olur. Bu problem için de bunu deneyebiliriz. Birinci denklemden x- i değil y- yi ikinciden ise x- i çözerek yeniden deneyelim.

Bu düşünceyle iterasyon denklemlerimizi yeniden oluşturalım.

2x – 3y = 7 (   y = (2x-7)/3

	-2,33333
	1

	-1,66667
	2,666667

	-0,55556
	1,555556

	-1,2963
	2,296296

	-0,80247
	1,802469

	-1,13169
	2,131687

	-0,91221
	1,912209

	-1,05853
	2,058528

	-0,96098
	1,960982

	-1,02601
	2,026012

	-0,98266
	1,982658

	-1,01156
	2,011561

	-0,99229
	1,992293

	-1,00514
	2,005138

	-0,99657
	1,996575

	-1,00228
	2,002284

	-0,99848
	1,998478

	-1,00101
	2,001015

	-0,99932
	1,999323


  x +  y = 1 (   x = 1- y

İlk değerlerimizi yeniden belirleyelim.
y(0) = -7/3,   x(0) = 1  
İterasyon işlemini yürütelim.

y(1) =(2.(1) – 7)/3 = -5/3 
x(1) = 1 – (-5/3) = 8/3

y(2) = (2.(8/3) -7)/3 = -5/9

x(2) = 1 – (-5/9) = 14/9

İterasyonun devamı yandaki tabloda yer almaktadır.

Açıkça görülüyor ki bu defa iterasyonumuz yakınsamıştır ve aranan değerler:

x = 2,  y = -1
olarak belirlenmiştir.
Ne olduğunu anlamak için  2x – 3y = 7, x +  y = 1doğrularını bir grafikte gösterelim.
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Grafikte yakınsayan (düz çizgi) ve yakınsamayan (kesik çizgi) iterasyon sonuçlarını hemen görüyoruz. Bu problemin bir benzerini B2 deki Kökbulma Yöntemlerinde görmüştük. Eğimi büyük olan eğriden (burada doğru) x- i çözüyorduk ve yakınsama sağlanıyordu.

Kuşkusuz iki doğru için bu kuralı uygulamak sorun değil. Ama çok sayıda (örneğin 100) denklem içeren bir sistem halinde bu kuralı uygulamak zor. Böyle hallerde ne yapabiliriz?

Yine örnekleyerek devam edelim.   
3. Bu defa üç bilinmeyenli, üç denklemli bir sistem alalım.
(x=1, y=2, z=4)

2x + 3y - 2z  = 0

x +   y +  z = 7  
3x + 2y  -  z = 3
İterasyon denklemlerimizi oluşturalım ve ilk değerlerimizi bulalım.
y = 2(z – x)/3               (   y(0) = 2
z = 3x + 2y - 3        (   z(0) = -1
x = (3y – 2z)/2   (   x(0) = 8/2 = 1.5

Bu değerlerle iterasyon sonuçları, her iki yoldan da, yakınsama sağlamamaktadır.

	x
	y
	z
	
	x
	y
	z

	2
	-1
	1,5
	
	2
	-1
	1,5

	-2
	2,333333
	-4,33333
	
	-0,5
	0,166667
	-1,33333

	7,833333
	-8,11111
	4,277778
	
	0,541667
	-0,54167
	-1,89583

	-16,4444
	13,81481
	-24,7037
	
	0,8125
	-1,17361
	-2,40278

	45,42593
	-46,7531
	39,7716
	
	0,727431
	-1,63021
	-3,24045

	-109,901
	99,78189
	-133,14
	
	0,761285
	-2,14902
	-4,12731

	282,8128
	-277,302
	290,8347
	
	0,832538
	-2,72779
	-5,04264

	-706,787
	665,0814
	-793,199
	
	0,891746
	-3,34203
	-6,02573

	1790,821
	-1722,68
	1924,103
	
	0,952218
	-3,99699
	-7,08153

	-4508,12
	4288,152
	-4951,07
	
	1,019129
	-4,69872
	-8,21079

	11383,3
	-10889,6
	12367,74
	
	1,090921
	-5,44993
	-9,41894

	-28702,1
	27379,89
	-31349,5
	
	1,167485
	-6,25377
	-10,712

	72419,36
	-69179,3
	78896,57
	
	1,249421
	-7,11403
	-12,0959

	-182665
	174374,7
	-199250
	
	1,337141
	-8,0347
	-13,5769

	460812
	-440041
	502350,3
	
	1,431017
	-9,02
	-15,162

	-1162412
	1109842
	-1267556
	
	1,531481
	-10,0745
	-16,8582

	2932319
	-2799917
	3197120
	
	1,638998
	-11,203
	-18,6736

	-7396996
	7062744
	-8065502
	
	1,754063
	-12,4107
	-20,6164

	18659618
	-1,8E+07
	20345358
	
	1,877207
	-13,7032
	-22,6956


Şimdi aynı denklemleri alalım fakat sıralamayı aşağıdaki gibi düzenleyelim.
3x + 2y  -  z = 3

2x + 3y - 2z  = 0

 x +   y +  z = 7 
x = (3 – 2y + z)/3, x(0) = 1
y = 2(z – x)/3,  y(0) = 0
z = 7 – x – y,  z(0) = 7
Bu denklemler ve ilk değerler ile iterasyon sonuçları şöyle bulunur.

	y
	x
	z
	
	x
	y
	z

	0
	1
	7
	
	1
	0
	7

	4
	3,333333
	6
	
	3,333333
	2,444444
	1,222222

	1,777778
	0,333333
	-0,33333
	
	-0,22222
	0,962963
	6,259259

	-0,44444
	-0,2963
	4,888889
	
	2,444444
	2,54321
	2,012346

	3,45679
	2,925926
	7,740741
	
	-0,02469
	1,358025
	5,666667

	3,209877
	1,27572
	0,617284
	
	1,983539
	2,455418
	2,561043

	-0,43896
	-0,93416
	2,514403
	
	0,216735
	1,562872
	5,220393

	2,29904
	2,130773
	8,373114
	
	1,698217
	2,348118
	2,953666

	4,161561
	2,258345
	2,570187
	
	0,419143
	1,689681
	4,891175

	0,207895
	-0,91764
	0,580094
	
	1,503937
	2,258158
	3,237904

	0,998493
	1,054768
	7,70975
	
	0,573862
	1,776028
	4,65011

	4,436654
	2,904255
	4,946739
	
	1,366018
	2,189394
	3,444587

	1,361656
	-0,30886
	-0,34091
	
	0,688599
	1,837325
	4,474075

	-0,02137
	-0,02141
	5,9472
	
	1,266475
	2,1384
	3,595125

	3,979072
	2,996646
	7,042776
	
	0,772775
	1,881567
	4,345658

	2,69742
	0,694877
	0,024283
	
	1,194175
	2,100989
	3,704836

	-0,44706
	-0,79019
	3,607703
	
	0,834286
	1,9137
	4,252014

	2,931926
	2,50061
	8,237249
	
	1,141538
	2,073651
	3,784811

	3,824426
	1,791133
	1,567465
	
	0,87917
	1,937094
	4,183736

	-0,14911
	-1,02713
	1,384441
	
	1,103182
	2,053702
	3,843115

	1,607714
	1,560888
	8,176241
	
	0,911904
	1,954141
	4,133955

	4,410235
	2,653605
	3,831398
	
	1,075224
	2,039154
	3,885622

	0,785196
	-0,66302
	-0,06384
	
	0,935771
	1,966567
	4,097662


Görüldüğü gibi ilk yöntem yakınsama sağlamamış fakat ikincide, yavaş da olsa, yakınsama gerçekleşmiştir.
Ne yazık ki elimizde n>2 halinde yakınsamayı garanti edecek ayrıntılı bir teori yoktur. Genellikle kabul edilen ve uygulanan yöntem katsayılar matrisinin a11( ann köşegenindeki sayıların, kendi satırlarındaki diğer katsayılardan büyük olmasını sağlayacak biçimde denklemlerin sırasını değiştirmektir. Yukarıdaki örnekte de böyle yapılarak sonuç elde edilmiştir.
Böyle a11( ann köşegeni üzerinde diğerlerine nazaran daha büyük sayılar içeren matrislere ‘Köşegen Ağırlıklı’ matrisler diyoruz. Önceden de belirtildiği gibi köşegen ağırlıklı matrislere adi veya kısmi diferansiyel denklemlerin sayısal özümlerinde çok sık rastladığımız için bu matrisler özel bir önem taşımaktadır. 
x+y=1





2x-3y=7
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