2. DENKLEMLERİN KÖKLERİNİN BULUNUŞU:
2.1 PROBLEMİN TANIMI:
Bu bölümde sürekli ve gerçel değerlere sahip olduğunu kabul ettiğimiz f(x) fonksiyonu için:

f(xk ) = 0 şartını sağlayan x = xk
değerlerini yani f(x) = 0 denkleminin köklerini bulmayı amaçlayan sayısal yöntemlerin bazılarını inceleyeceğiz.

Burada f(x) tamamen keyfi fakat gerçel bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun kökleri arasında gerçel ve karmaşık kökler bulunabilir. Burada bunlardan yalnızca ‘gerçel kökleri’ bulmayı amaçlayacağız.
Bu nedenle, örneğin, z – a = 0 gibi karmaşık denklemleri veya x2 + 1 = 0 gibi yalnızca sanal köklere sahip gerçel denklemleri konumuzun dışında bırakıyoruz.
Genelde kökbulma problemi iki aşamada çözümlenir.
Bunlardan ilkinde köklerin yeri kabaca –yani düşük hassasiyetle- saptanır. Aslında incelediğimiz denklemin kuruluşu ile ilgili bilgimiz varsa çok defa köklerin yerini de kabaca biliriz ve böyle bir durumda bu birinci aşama zaten gerçekleştirilmiş olur.
İkinci Aşamada köklerin yeri istenilen hassasiyette hesaplanır. Bu bölümün asıl amacını bu ikinci aşamada kullanılabilecek yöntemler oluşturmaktadır.
2.2 KÖKLERİN YERİNİN YAKLAŞIK OLARAK BELİRLENMESİ:
Bir denklemin köklerinin yaklaşık olarak hangi değerleri alacağını –veya daha doğru bir ifade ile hangi iki değer arasında kalacağını- belirlemek için en genel ve en basit yöntem aşağıdaki iyi bilinen teoremi doğrudan uygulamaktır.
Teorem:
Eğer a ve b gerçel ve farklı sayıları ile belirlenen a ( x ( b aralığında tanımlanmış f(x) fonksiyonu bu aralıkta sürekli ise ve
f(a).f(b) < 0

ise öyle bir (ve en az bir) a ( ( ( b sayısı vardır ki:

f(() = 0
olsun.
Bu teoremin uygulamasını basit örnekler yardımıyla açıklayalım.
1. f(x) = xex/2 – 5 = 0
Kolayca görülüyor ki x>0 için çözüm aramalıyız. 
Basit bir tablo yapalım. (x = 1.0 seçelim.
	x
	0
	1.0
	2.0

	ex/2
	1
	1.649
	2.718

	xex/2
	0
	1.649
	5.437

	xex/2- 2
	- 5
	- 0.351
	+ 0.437


Aradığımız kökün x = 1 ve x = 2 arasında olduğu kolayca görülüyor.
2. f(x) = xSinx – 0.5 = 0
Sinüs fonksiyonunun periyodik özelliğini biliyoruz. Bu nedenle birden fazla kök bulmamız olasılığı var; dolaysıyla denklemi biraz daha yakından incelemeliyiz.
Önce şunu görelim: Verilen denklemi y = xSinx eğrisi ile y = 0.5 doğrusunun kesişme noktaları olarak yorumlarsak y<0 bölgesinde herhangi bir kök bulunmayacağını açıkça görürüz. Öte yandan Sinx fonksiyonu her k tamsayısı için x = k( de sıfır olmaktadır ve her iki sıfır arasında da ya bir maksimum ya da bir minimumdan geçmektedir. O halde varsa ilk kökler 0<x<( aralığındadır.
Aynı aralığın simetriği olan -(<x<0 bölgesinde Sin(-x) = -Sinx ve  -xSin(-x)=xSinx olmaktadır. Yani bu aralıkta xSinx fonksiyonu Çift Fonksiyondur; diğer sözlerle y- eksenine göre simetriktir. Öte yandan y = 0.5 doğrusu da y- eksenine göre simetriktir. Öyleyse x>0 için bulacağımız x = xk köklerinin negatifleri de x<0 bölgesindeki kökleri belirleyecektir.
Böylece problemimizi 0 < x < ( aralığına sıkıştırmış olduk. Yine bir tablo yapalım. 

(x = ( / 5 seçelim.
	x
	0
	(/5 

( 0.63
	2(/5         ( 1.26
	3( /5
( 1.89
	4( /5
( 2.52
	 (
(3,14

	Sinx
	0
	0.5878
	0.9511
	0.9511
	0.5878
	0

	xSinx
	0
	0.3703
	1.1984
	1.7976
	1.4913
	0

	xSinx-0.5
	-0.5
	-0.127
	+0.6984
	+1.2976
	+0.9813
	-0.5


Beklediğimiz gibi 0<x<( aralığında iki kök mevcut ve bunlar

( /5 < x1 < 2( /5   ve  4( /5 < x2 < (
aralıklarında yer almaktadır.

Böylece -( < x < ( aralığındaki kök içeren dört aralığı belirledik. Diğer x- değerleri için de benzer şekilde hareket ederek bu problemdeki sınırsız sayıdaki xk değerlerini belirleyebiliriz. 
3. f(x) = x2 + 1.1x - 2.76 = 0
Verilen denklem basit bir ikinci dereceden cebirsel denklemdir. Bunun, iki tane olduğunu bildiğimiz, köklerini bulmak için çok iyi bildiğimiz ve kesin sonuçlar veren bir yöntemimiz var. Ancak bu problemi de yukarıdakiler gibi ele alabiliriz.
Köklerden en az birinin negatif olabileceğini düşünerek, bir ilk deneme için -3 < x < +3 aralığını, yukarıdakilere benzer bir tablo yaparak, araştıracağız. (x = 1.0 seçelim.
	x
	-3
	-2
	-1
	0
	+1
	+2
	+3

	x2 + 1.1x - 2.76
	+2.94
	-0.96
	-2.86
	- 2.76
	-0.66
	+3.44
	+9.54


Kolayca bulduk ki köklerimiz -3 <x < -2 ve +1 < x < +2 aralıklarındadır. Kuşkusuz köklerden biri ya da her ikisi de bizim keyfi olarak seçtiğimiz -3 < x < +3 aralığında bulunmayabilirdi. Böyle bir durumda yapabileceğimiz tek şey tarama aralığımızı büyütmekten ibarettir.
Yukarıdaki örneklerde izlediğimiz yolu bir bilgisayar programına dönüştürebilmemiz için yöntemi bilgisayar dillerinden birine dönüştürürken rehber olarak kullanacağımız bir ALGORİTMA ya ihtiyacımız var. Aşağıda bir örnek algoritma verilmiştir.
Algoritma Örneği:
1. f(x) = fonksiyonunu tanımla

2. a < x < b aralığını tanımla

3. [a,b] aralığındaki adım uzunluğunu belirle, örneğin dx = (b –a)/N ifadesindeki N tamsayısını seç.
4. Döngüyü başlat:
x = a + kdx, f(a+kdx) değerlerini hesapla, k = 0, 1, 2,…, N
5. Bulduğun değerleri tablo halinde yaz. 
Görüldüğü gibi bu algoritma, aynen yukarıdaki örneklerde yaptığımız gibi. sadece bir tablo hazırlamakta fakat köklerin yerini belirlemek amacıyla yaptığımız işaret değişimi olayını araştırmamaktadır. Bir mantık işlemi gerektiren bu algoritma parçasını aşağıdaki, Köklerin Hassaslıkla Bulunuşu ile ilgili, ilk yöntemde ekleyerek algoritmayı tamamlayacağız.
Program Örneği:
Yukarıdaki basit algoritmayı istediğimiz programlama dilinde yazabiliriz. Bu kitapta EXCEL + BASIC kullanılarak örnekler verilecektir.
2.2 KÖKLERİN İSTENEN HASSASLIKLA BELİRLENMESİ:
Yukarıdaki yöntemle köklerin bulunduğu aralığı kabaca belirledikten sonra, bunlardan istediğimiz birini (ya da hepsini) nasıl daha hassas bir şekilde saptayacağımızı bu paragrafta inceleyeceğiz. Önce şunu söyleyelim. Sayısal yöntemlerle kök bulurken, daima bir yaklaşım hesapladığımıza göre, bir kökün tam değerini bulmamız ancak çok küçük bir tesadüfün neticesi olacaktır. Dolayısıyla bulacağımız kök her zaman bir hata içerecektir. Bu da bizi Tolerans kavramına getirir.

Aşağıda göreceğiz ki hassaslıkla kök bulma yöntemlerinin hepsi iterasyon işlemi ile sonuç vermektedir. İşte bir iterasyon işlemini hangi noktada keseceğimizi belirlemek için, daha önce yaptığımız gibi, Tolerans değerini ölçek olarak kullanacağız. Yani ardışık iki iterasyonda bulduğumuz iki kök xk – 1 ve xk ise,

(xk – xk - 1( < T
olduğunda iterasyonu bitireceğiz. Böylece Tolerans, kökün değerini hangi hassaslıkla saptayacağımızı belirlemiş oluyor. Bu iki xk – 1 ve xk değerinden istediğimizi kök olarak alabiliriz.  Doğal olarak tolerans küçüldükçe hata küçülecek fakat işlem uzayacaktır.
Tolerans değerinin seçilmesi incelediğimiz problemin kendi karakteri, yani ele aldığımız denklemin hangi fiziksel ya da başka türlü bir olayı hangi hassaslıkla temsil ettiği ile ilişkilidir. Hazır Kökbulma Programlarında, Yuvarlatma hatalarının etkilerini de küçültmek için, T = 10 – 8 ve daha küçük değerler kullanılmaktadır. Ancak her zaman bu kadar küçük hassasiyet (yani bu kadar uzun hesaplama zamanı) gerekmeyebilir. Nitekim aşağıdaki örneklerde T = 10 – 3 kullanılmakla yetinilecektir.     

Önceki paragrafta yaptığımız tanım hatırlanırsa tolerans Kesme Hatasının ölçüsü gibi düşünülebilir.
Artık hassaslıkla kökbulma işlemi için kullanılan yöntemleri inceleyebiliriz.
I. Ardışık Daralan Aralıklar:
Bu yöntem yukarıda köklerin yerini belirlemek için kullandığımız yolu, her adımda aralığı biraz daraltarak, istediğimiz hassasiyete erişinceye kadar, tekrarlayan çok basit bir iterasyon işleminden ibarettir.
Programlanması ve uygulanması kolay, fakat hesaplama süresi uzun yani yakınsama hızı, genellikle küçüktür.

Örnekle açıklayalım.

Yukarıdaki ilk örneği alalım. Birinci iterasyonu 
	x
	0
	1.0
	2.0

	ex/2
	1
	1.649
	2.718

	xex/2
	0
	1.649
	5.437

	xex/2- 2
	- 5
	- 0.351
	+ 0.437


olarak yapmış ve kökü 1.0 < xk < 2.0 aralığına sıkıştırmıştık. Şimdi ikinci iterasyon için yeni bir (x aralığı seçmeliyiz. Genelde bunu ilk seçtiğimiz (x değerini küçülterek yani örneğin bir sayı ile bölerek, örneğin (x = (x/10 gibi, yaparız. Burada da öyle yapalım ve (x = (x/10 alalım. Şimdi bu adım uzunluğu ile 1.0 < x < 2.0 arasında bir tablo yapacağız.
	x
	1.0
	1.1
	1.2
	1.3…
	2.0

	ex/2
	1.649
	1.733
	1.822
	
	2.718

	xex/2
	1.649
	1.907
	2.187
	
	5.437

	xex/2- 2
	-0.351
	-0.093
	+0.187
	
	+ 0.437


Tablonun kalan bölümünü hesaplamamız gereksiz; kökü, bu defa 1.1 < xk < 1.2 aralığına sıkıştırdık. Şimdi bu aralıkta yine (x/10 = 0.01 = (x alalım ve tablomuzu yeniden hazırlayalım. 
	x
	1.10
	1.11
	1.12
	1.13
	1.14…
	1.15…
	1.20

	ex/2
	1.733
	1.742
	1.751
	1.759
	1.768
	
	1.822

	xex/2
	1.907
	1.934
	1.961
	1.988
	2.016
	
	2.187

	xex/2- 2
	-0.093
	-0.066
	-0.039
	-0.012
	+0.016
	
	+0.187


Bu defa kökü 1.130 < xk < 1.140 arasına sıkıştırdık. Toleransımız T = 10 – 2 olsaydı ister 1.13 ü ister 1.14 ü kök olarak kullanabilirdik. Ancak toleransımız 10-3 olduğuna göre (x = (x/10 = 0.001 alarak bir adım daha atmak zorundayız.
	x
	1.130
	1.131
	1.132
	1.133
	1.134
	1.135…
	1.140

	ex/2
	1.759
	1.760
	1.761
	1.762
	1.764
	
	1.768

	xex/2
	1.988
	1.991
	1.994
	1.996
	2.0002
	
	2.016

	xex/2- 2
	-0.012
	-0.009
	-0.006
	-0.004
	+0.0002
	
	+0.016


Böylece kökü istediğimiz toleransa uygun olarak 1.133 < xk < 1.134 aralığına sıkıştırmış olduk. Verilen tolerans açısından bunların ikisi de köktür. Ancak tablonun son sütununa baktığımızda xk = 1.134 kullanmamızın daha doğru olduğu açıklıkla görülmektedir.
Görüldüğü gibi Ardışık Daralıklar Yöntemi basit bir fikre dayandığı için anlaşılması çok kolay fakat kâğıt kalemle hesap yapıldığında uygulaması çok sıkıcı bir yöntemdir. Ancak bir bilgisayar için sıkıcılık söz konusu olmayacağından uygulamasının kolaylığı düşünülerek tercih edilebilir. Üstelik aşağıda inceleyeceğimiz diğer kök bulma yöntemlerine göre çok önemli bir üstünlüğü ardır. Birbirine çok yakın iki kökü kolaylıkla birbirinden ayırır.

Ancak yavaş yakınsayan bu yöntem karmaşık ve uzun iterasyonlar gerektiren işlemlerde tercih edilmez. Örneğin her adımda yüz kadar cebirsel denklemin çözüldüğü ve yüzlerce adım gerektiren bir iterasyon işleminde bu yöntemin kullanılması büyük bir zaman (bilgisayar zamanı) kaybına yol açabilir.

Algoritma Örneği:
Kuşkusuz bu yöntemin algoritması, köklerin yerini kabaca belirlemek için kullandığımız yöntemin algoritmasına çok benzeyecektir. Kısaca örnekleyelim:
· f(x) = fonksiyonunu tanımla
· a < x < b aralığını tanımla

· [a,b] aralığındaki adım uzunluğunu belirle, örneğin dx = (b –a)/N ifadesindeki N tamsayısını seç.

2. Döngüyü başlat:

· x = a + kdx, f(a+kdx) değerlerini hesapla, k = 0, 1, 2,…, N

· k > 0 için f[a+(k-1)dx]. f[a+kdx] çarpımını hesapla

· f[a+(k–1)dx]. f[a+ kdx] = 0 ise xk = a + kdx tir. 5. e git.
· f[a+(k–1)dx]. f[a+ kdx] > 0 ise k = k + 1 için döngüye devam et,

· f[a+(k–1)dx]. f[a+ kdx] < 0 ise 3. e git.
3. (xk – xk -1( değerini hesapla.

· (xk – xk -1( ( T ise 4. e git. 

· (xk – x k-1( > T ise dx = dx/N alarak 2. ye git.

4. MİN[(f(xk - 1)( , (f(xk)(] değerini seç, buna ait x değerini xk olarak al ve 5. e   
git.
5. Bulduğun değerleri tablo halinde yaz. 

Program Örneği:
II. Ardışık Kirişler:
Bu yöntem, esas itibarı ile, yukarıdaki yöntemle ayni fikre dayanmaktadır. Ancak burada kökün bulunduğunu saptadığımız a < x < b aralığında a dan b ye doğru giderken, yukarıdaki gibi çok sayıda x + kdx adımı atmak yerine tek bir adımda daha iyi bir yaklaşım elde etmek hedeflenmektedir.

Bu amaçla, ilk adımda x1 = a, x2 = b kabul edilerek [x1 , f(x1)] ve [x2 , f(x2)] noktalarından geçen kirişin x- eksenini kestiği c noktası bulunur.  

Bir şekil çizerek açıklayalım.
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Basit geometrik bağıntılardan:
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olduğunu hemen görebiliriz. Buna göre:
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hemen elde edilecektir.
Bundan sonrası aynı işlemin, Tolerans sağlanıncaya kadar tekrarlanmasından ibarettir. Yani ikinci adımda x1 = a, x3 = c kabul edilerek [x1 , f(x1)] ve [x3 , f(x3)] noktalarından geçen kirişin x- eksenini kestiği d noktası bulunur. İkinci adımdan sonra ( x3 – x2 ( farkı ile Tolerans karşılaştırılır; sağlanıyorsa iterasyon bitirilir, sağlanmıyorsa devam edilir.
Yöntemin uygulamasına başlamadan önce f(a) ve f(b) nin büyüklüklerini karşılaştırarak, şekilde görüldüğü gibi, x1 = MAX[f(a), f(b)] olarak seçilmelidir.
Açıkça görülüyor ki bu yöntem öncekinden daha hızlı sonuç verecektir. Ancak önemli bir sıkıntısı var. a < x < b aralığında birden fazla kök olduğunda yöntemin ne sonuç vereceği önceden söylenemez. Şekil çizerek açıklayalım.


[image: image3]
Görüldüğü gibi a <x < b aralığında iki kök olduğu zaman xk kök bölgesinden uzaklaşmaktadır. Üçüncü bir kök olsaydı, yine bir şekil yardımıyla hemen gösterilebilir ki, xk bunlardan birine yaklaşabilecekti fakat güvenilir bir sonuç vermeyecekti.
Aslında yukarıdaki problemin çözümü çok zor değil. Eğer en başta f(a) ve f(b) için  yaptığımız gibi her adımda f(xk – 1) ve f(xk) yı karşılaştırır ve formülde yerine koyarken:

f(a) yerine MAX[(f(xk – 1)(,(f(xk)(] ve a yerine buna ait x- değerini,

f(b) yerine MİN[(f(xk – 1)(,(f(xk)(] ve b yerine buna ait x- değerini

koyarsak bu sorun çözülür. Şekli buna göre değiştirelim:

Görüldüğü gibi köklerden birine(!) yaklaşıyoruz. Ancak hangisine yaklaştığımız biraz tesadüfe bağlı. En güvenilir yol bu yöntemi kullanırken a < x < b aralığını tek bir kök içerecek kadar küçültmektir.
Dikkat edilirse yukarıda yaptığımız küçük değişiklik, a < x < b aralığında tek kök olması halinde de bize bir avantaj sağladı. İlk biçimi ile bu yöntem, ilk şekilden de görüleceği gibi, köke tek yönden yaklaşmakta. Eğer yukarıda belirtildiği gibi her adımda
f(a) yerine MAX[(f(xk – 1)(,(f(xk)(] ve a yerine buna ait x- değerini,

f(b) yerine MİN[(f(xk – 1)(,(f(xk)(] ve b yerine buna ait x- değerini

kullanırsak, aradığımız köke iki taraftan yaklaşacağımız açıktır. Bu, bazı problemlerde bir gereklilik olabilir.

Şimdi bazı örnekler çözelim.
1. f(x) = xex – 2 = 0
Bu basit denklem için kökün bulunabileceği bir aralığı 0 < x < 2 biçiminde, sadece denkleme bakarak,  hemen tahmin edebiliriz. Ancak daha iyi bir yol kökün yerini kabaca tayin eden ilk baştaki tablomuzu hazırlamaktır. Öyle yapalım ve bu aralıkta kalacağımıza göre, örneğin, (x = 0.5 alarak bir tablo hazırlayalım.
	x
	0
	0.5
	1.0
	1.5…
	2.0…

	ex
	1
	1.649
	2.718
	
	7.389

	xex
	0
	0.824
	2.718
	
	14.778

	xex - 2
	-2
	-1.176
	+0.718
	
	12.778


Kök aralığını 0.5 < x < 1.0 biçiminde daralttık.
Şimdi önce 0 < x < 2 için ve sonra 0.5 < x < 1.0 için yöntemimizi ayrı ayrı iki defa uygulayalım. Böylece başlangıçtaki kök aralığı genişliğinin çözüm üzerindeki etkisini gözlemlemeye çalışalım. İşlemlerin gereksiz uzamaması için T = 10 – 1 alacağız. Tabii isteyen okuyucu bu değeri küçülterek aşağıdaki problemlerin çözümünü daha hassas hale getirebilir. Ancak, bu takdirde, yuvarlatma hatalarının etkisini azaltmak için noktadan sonraki hane sayısını arttırmak gerekeceği unutulmamalıdır.
a = 0.5, f(a) = -1.176, b = 1.0, f(b) = 0.718
Bu değerleri formülde yerine koyalım.
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Böylece c = 0.810 bulduk, bu değerle denkleme gidersek f(c) = -0.179 elde ederiz. Bu değer, mutlak değerce, hem f(a) ya hem de f(b) ye göre sıfıra daha yakındır. Dolayısıyla köke yaklaştık.
Şimdi ikinci adıma geçelim. Bu adımda b yerine az önce hesapladığımız c değerini ve f(b) yerine de f(c) değerini kullanmalıyız. Buna göre:
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Bu adımda c = 0.866 ve f(c) = 0.059 elde ettik; anlaşılıyor ki köke biraz daha yaklaştık. Devam etmezden önce toleransımızı kontrol edelim.
(0.866 – 0.810( = 0.056 < T = 0.1

O halde, bu tolerans değeri için, problem çözülmüştür. Sonuçta xk = 0.866 olarak saptanmıştır.
Şimdi aynı problemi daha geniş olan 0 < x < 2 aralığı için bir daha çözmeye çalışalım.
a = 0, f(a) = -2, b = 2, f(b) = 12.778
Burada dikkat etmemiz gereken bir nokta var. (12.778(>(-2( olduğuna göre a ve b nin yerlerini değiştirmemiz gerekiyor. Yani şöyle kullanmamız lazım.
a = 2,  f(a) = 12.778, b = 0, f(b) = -2 

Bu değerleri formülde yerine koyalım.
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c = 0.271 bulduk, çözümün ikinci adımına devam edelim.
Bu adımda b yerine c = 0.271 ve f(b) yerine f(c) = -1.645 değerleriyle formülü uygulayacağız.
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Bu defa b yerine c = 0.468 ve f(b) yerine f(c) = -1.253 ile formülü uygulayacağız,
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Bir adım daha, b = 0.604 ve f(b) = -0.895
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Son bir adım daha, b = 0.695 ve f(b) = -0.607
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Daha ileri gitmeden bulduğumuz c ( =xk ) ve f(c) değerlerini bir tablo haline getirelim.
c:      0.271, 0.468, 0.604, 0.695, 0.754,… 
f(c): -1.645, -1.253, -0.895, -0.607, -0.398,…
Görüldüğü gibi c değerleri, önceki örnekte hesapladığımız kök değeri xk = 0.866 ya yavaş ta olsa yaklaşmaktadır. Benzer biçimde f(c) de sıfıra doğru küçülmektedir. 
Bir grafik çizerek, ilk iki adımı gösterelim.
[image: image13.emf]-4
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2.  f(x) =  -2x3 + x2 ex – 17 = 0,    x>0, T = 10 - 1
Önce kökün yerini kabaca belirlemeliyiz. Kolayca görülüyor ki, 0 < xk < 7 olmalıdır. O halde 0 < x < 7 arasında bir tablo yapalım. Ancak x- büyüdükçe ex in çok hızlı büyüyeceğini düşünerek adım uzunluğunu (x = 0.5 alabiliriz.
	x
	1.0
	1.5
	2.0
	2.5
	3.0…
	7.0

	-2x3
	-2.0
	-6.76
	-16.0
	-31.25
	
	

	x2ex
	2.718
	10.08
	29.56
	76.14
	
	

	f(x)
	-16.282
	-13.68
	-3.44
	+27.89
	
	


Kökün yerini 2.0 < xk < 2.5 olarak belirledik. Şimdi formülümüzü uygulamak için (27.89(>(-3.44( olduğunu göz önünde tutarak,
a = 2.5, f(a) = 27.89 ve b = 2.0, f(b) = -3.44
değerleri ile formülümüzü uygulayalım.
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c = 2.05 ve f(c) = -1.59 bulduk, bunları b ve f(b) yerine koyarak bir adım daha atalım.
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c = 2.074 ve f(c) = -0.618 bulduk. Bu değerlerle devam edebiliriz. Ancak verilen toleransı kontrol edelim.

(2.074 – 2.05( = 0.024 < 0.1
yani toleransı sağladık. O halde bu tolerans için, (-0.618( < (-1.59( olduğuna göre, aradığımız kök xk = 2.074 tür.
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III: Bileşen Denklemlere Ayırma Yöntemi:
Herhangi bir f(x) denklemi verildiğinde bunu, tamamen keyfi olarak,

f(x) = g(x) – h(x) = 0
olacak biçimde yazabileceğimiz açıktır. Geometrik olarak düşünürsek, yaptığımız işlemin:
y = f(x) eğrisini y = g(x) ve y = h(x)
gibi iki daha basit eğrinin bileşimi olarak belirlemek olduğunu hemen görürüz. Kuşkusuz bileşenler olarak düşündüğümüz g(x) ve h(x) eğrileri farklı biçimlerde seçilebilirler. Örneğin:
f(x) = x2 +5x – Sinx = 0 ise, bu denklem  (   g(x) = x2 = 0 
                                                                          h(x) = -(-5x+ Sinx) = Sinx -5x = 0
                                                                     (  g(x) = 5x

                                                                           h(x) = -(-x2 + Sinx) = Sinx – x2 = 0
biçimlerinde (veya başka biçimlerde) parçalanabilir.
Bu şekilde elde ettiğimiz y = g(x) ve y = f(x) fonksiyonları (eğrileri),
f(x) = g(x) – h(x)

olarak seçildiklerine göre f(x) = 0 olduğunda y =g(x) ve y = h(x) fonksiyonları (eğrileri) aynı y- değerine sahip olacaktır. Diğer sözlerle bileşen iki eğrinin birbirleri ile kesiştiği noktalar bileşke eğrisinin sıfır olduğu yani f(xk ) = 0 yapan x = xk noktaları olacaktır. Şu halde:

f(xk) = 0 ( y = g(xk) ve y = h(xk) denklemlerinden bulacağımız y değerleri aynıdır.
Şimdi bir adım daha atalım ve seçtiğimiz bu y =g(x) ve y = h(x) fonksiyonlarından birinin, örneğin h(x) in x- e göre çözüldüğünü yani:
y = h(x) ( x = H(y)
biçiminde yazılabildiğini farz edelim.
 Böylece f(x) = 0 denklemi yerine: Aynı x- ve y- değerlerine sahip olan
y = g(x) ve x = H(y)
denklemlerini geçirmiş olduk. 
Bu denklem takımı bize basit bir iterasyon işlemi kurma şansı sağlıyor. Şöyle ki, kökün yerini kabaca bildiğimize göre bu değere xi  dersek:
1. yi = g( xi ) den y değerini hesapla ve bu değeri kullanarak

2. xi+1 =H( yi ) den xi+1 değerini bul.

3. (xi+1 – xi( (  T  
· Sağlanmıyorsa yeni x değeri ile 1. e git,

· Sağlanıyorsa iterasyonu bitir. 

Bu iterasyon işleminin yakınsayıp yakınsamayacağına dair şu anda hiçbir şey bilmiyoruz. Bu konuyu birazdan ele alacağız.
Burada şu noktaya dikkat etmekte yarar vardır. İterasyon yaparken y = h(x) bileşen fonksiyonunu x = H(y) biçimine sokarak kullanacağımıza göre, mümkün olan durumlarda y = h(x) fonksiyonunu x- e göre kolayca çözülebilecek bir biçimde seçmeye özen göstermeliyiz. 
Önce basit bir örnek çözelim.

f(x) =  x2 - 7x + 10 = 0
Köklerinin 2 ve 5 0lduğu açıkça görülen bu denklemi ilk bölümde ele almış ve burada anlatılan yönteme uygun olarak g(x) = 7x – 10 ve h(x) = x2 biçiminde bileşenlere ayırarak çözmeye çalışmış fakat iterasyonun ıraksadığını görmüştük. Şimdi denklemi azıcık farklı bir biçimde bölelim ve yöntemimizi uygulayalım.
Bu defa g(x) = x2,  ve h(x) = 7x – 10 olsun. Buna göre:
y = x2 ve x = ( y+10)/7
denklemleri ile iterasyon yapacağız; x1 = 1 olsun.
· y = x2 ( y1 = 1(  x = ( y + 10)/7 ( x2 = 1.571
· y = x2 ( y2 = 2.47(  x = ( y + 10)/7 ( x3 = 1.78

· y = x2 ( y3 = 3.173(  x = ( y + 10)/7 ( x4 = 1.88

· y = x2 ( y4 = 3.542(  x = ( y + 10)/7 ( x5 = 1.935

· y = x2 ( y4 = 3.742(  x = ( y + 10)/7 ( x5 = 1.963

· y = x2 ( y5 = 3.850(  x = ( y + 10)/7 ( x6 = 1.979
· y = x2 ( y7 = 3.917(  x = ( y + 10)/7 ( x7 = 1.988
Görülüyor ki iterasyonumuz, gerçek değerini xk = 2 olarak bildiğimiz, köke, yavaş da olsa yakınsamaktadır.

Ayni problemi, diğer kökü bulmak amacı ile x1 = 6 alarak, bir daha çözelim.

· y = x2 ( y1 = 36 (  x = ( y + 10)/7 ( x2 = 6.571

· y = x2 ( y1 = 43.2 (  x = ( y + 10)/7 ( x2 = 7.6
Daha ileri gitmemize gerek yok; iterasyonun ıraksadığı açıkça görülüyor. İlginç bir sonuç bulduk. Yöntemimiz aynı denklemin bir kökü için yakınsarken ikincisinde ıraksıyor. Bunun sebebini bulmalıyız.
Bu amaçla  g(x) = x2 ve h(x) = 7x – 10   eğrilerinin grafiğini çizelim. 
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Bu eğrilerin kesişme noktaları, yani aradığımız kökler, civarında hemen göze çarpan bir farklılık var. Yakınsama elde ettiğimiz x1 = 2 civarında h(x) in eğimi, g(x) in eğiminden büyük; buna karşılık ıraksama gözlemlediğimiz x2 =5 civarında h(x) in eğimi g(x) in eğiminden küçük. Şu halde bu konuyu incelemeliyiz.
Yakınsama Şartı:
Yakınsama Şartını görmenin en iyi yolu aşağıdaki grafikleri incelemektir. 
Yukarıda x1=0 civarında yakınsama olduğunu görmüştük. Bu nokta civarında grafiğimizi büyüterek çizelim ve yaptığımız hesaplamaları sırasıyla bu grafik üzerinde gösterelim.
· İlk değerimiz x1 olarak verilmişti, bu değeri kullanarak y1 =g(x1) değerini bulduk.
· Bu değeri x = H(y) de yerine koyarak x2 = H(y1) değerini hesapladık.
· Bu x2 değeri ile y2 = g(x2) değerini bulduk.

· …

Bu işlemin x1, x2, x3,… değerlerini xk kök değerine yaklaştırdığı grafikten açıkça görülüyor.
[image: image19.emf]
Buna karşılık ikinci kök olan xk = 5 civarında ıraksama görmüştük. Bunu da grafikle açıklayalım.
 Bu amaçla grafiğimizi ikinci kök civarında büyüyerek yeniden çizelim. Grafikten kolayca görülüyor ki bu halde ıraksama kaçınılmazdır.
[image: image20.emf]
Buna göre bu yöntemi uygularken dikkat etmemiz gereken konuyu, geometrik gösterim yardımıyla, açıklamış olduk.
Kök civarında 
(dg/dx(<(dh/dx(
seçmemiz gerekiyor.
Örnek problem çözmeye devam edelim.
a) x3 – 2x2 – 5 = 0, T = 10 -1
Denkleme biraz dikkatlice bakıldığında x < 0 için gerçel kök bulunamayacağı hemen görülüyor. Şu halde x > 0 için kök arayacağız. x = 0.5 ten başlayarak (x=0.5 aralıklarla bir tablo yapalım:

Aslında tabloyu hazırlarken denklemi bileşenlerine de ayırmamızda yarar var. En açıkça görülen seçimi yapalım: [x3] –[2x2+5] = 0. Bu fonksiyonlardan hangisi g(x) hangisi h(x) henüz karar vermedik.

	x
	0.5
	1.0
	1.5
	2.0
	2.5
	3.0

	x3
	0.125
	1.0
	3.375
	8
	15.625
	27

	2x2+5
	5.5
	7
	9.5
	13
	17.5
	23

	x3-(2x2+5)
	-5.375
	-6
	-6.125
	-5
	-1.875
	+4


Tablomuza göre 2.5 < x < 3 aralığında bir kök var. Dolayısıyla bu iki fonksiyonun türevlerini bu civarda karşılaştıracağız. Türevleri yazalım:
[x3]’ = 3x2, [2x2+5] = 4x
Hemen görülüyor ki x > 4/3 ( 1.334 olduğunda, her x- için  3x2 > 4x olacaktır. Öyleyse

h(x) = x3 ve g(x) = 2x2 + 5
seçmeliyiz. Buraya kadar yaptıklarımızı bir grafikte toplayalım.



Artık iterasyon işlemini başlatabiliriz. Başlangıç olarak x1 = 2.5 seçelim.
· g(x) = y = 2x2 + 5 (  y1 = 17.5
· h(x) = y = x3 ( x = ( y ) 1/3 ( x2 = 2.596
· y = 2x2 + 5 (  y2 = 18.481, x = ( y ) 1/3 ( x2 = 2.641

· y = 2x2 + 5 (  y2 = 18.980, x = ( y ) 1/3 ( x2 = 2.667

İterasyonu istediğimiz kadar (tabii yuvarlatma hatalarının birikimine dikkat ederek!) uzatabiliriz. Ancak başlangıçta verdiğimiz tolerans için çözüme ulaştık. Aradığımız kök verdiğimiz tolerans için xk = 2.667 dir. Bu kökle denkleme gidelim.
(2.667)3 – 2(2.667)2 - 5 = 18.980 – 14.231 – 5 = -0.251
2. f(x) = 2 e -x – Sin(x-1) + 0.47 = 0,     x > 0,     T = 10 – 1
Önce denkleme dikkatlice bakalım. x- radyan değerinden verildiğine, (/2 ( 1.571 ve 0 < ( < (/2 aralığında Sin(-( ) = - Sin( olduğuna göre 0 < x < 2.571 aralığında denklemin bütün terimleri ayni işaretli olacaktır. Yani kök varsa x>1 aralığında bulunabilir. Bunu düşünerek tablomuzu x = 1 değerinden başlatalım ve adım uzunluğunu (x = 0.25 seçerek hazırlayalım.

	x
	1.00
	1.25
	1.50
	1.75
	2.00
	2.25…

	2e-x
	0.736
	0.573
	0.446
	0.348
	0.135
	

	Sin(x-1)
	0
	0.247
	0.479
	0.682
	0.842
	

	f(x)
	1.206
	0.796
	0.437
	0.136
	-0.237
	


Böylece kökü 1.75 < xk < 2.00 aralığına sıkıştırdık.
Şimdi yukarıdaki yöntemi uygulayalım. Görülüyor ki e–x ve Sin(x-1) gibi iki fonksiyonumuz var. Bunların ikisinden de x- e göre çözüm bizi, diğerine nazaran, daha kolay bir yere götürmeyecek.
Her iki hali de incelemeye çalışalım.

y = g(x) = 2e –x + 0.47,  y = h(x) = Sin(x-1)
Bu seçimle iterasyon denklemlerimizin türevleri:
(dg/dx( = 2e-x ,  (dh/dx( = cos(x – 1) 
y = 2e –x + 0.47,  x = 1+ ArcSiny

olacaktır. x1 = 1.75 alarak iterasyonumuzu yürütelim.
· y1 = 0.818 (   x2 = 1.958

· y2 = 0.752 (   x3 = 1.851
· y3 = 0.784 (    x4 = 1.901
· y4 = 0.768 (    x5 = 1.877
· y5 = 0.776 (    x6 = 1.888
· y6 = 0.772 (    x7 = 1.883
· y7 = 0.774 (    x8 = 1.886
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IV: NEWTON-RAPHSON Yöntemi:
Bu paragrafta anlatacağımız yöntem yukarıda açıkladığımız Bileşen Denklemlere Ayırma yönteminin geliştirilmesi ve programlamaya uygun hale getirilmesi ile elde edilmiştir. Bu yöntem son derecede başarılı bir denklem çözme yöntemidir. O kadar ki küçük büyük hemen bütün bilgisayarların hafızasında bulunan hazır denklem çözücüler bu yönteme dayanmaktadır.
Yöntemin ana fikri önceki yöntemdeki sorun çıkaran özelliklere çözüm bulmaktır. Öyleyse önceki yöntemin sıkıntı veren özelliklerini hatırlayalım.
a) Bileşen Denklemlere Ayırma Yöntemi, f(x) = 0 denklemini f(x) = g(x) – h(x) = 0 gibi iki bileşene ayırmaya dayanır. Ancak bu işlemi yani h(x) ve g(x) in seçilmesi işlemini programlaştırmak çok zordur. Üstelik, örneğin x2 – 4 = 0 gibi, bazı hallerde bunu yapmak mümkün olmaz.
b) g(x), h(x) seçimi yapılsa dahi bunların türevlerinin kök civarındaki değerlerini buldurmak ve karşılaştırmak programlama açısından çok zordur. Eğimi fazla olan fonksiyonu h(x) olarak değiştirdikten sonra y = h(x) ten yararlanarak x = H(y) fonksiyonunu bulma işlemi de programcı için bir karabasan olabilir.
İşte bu zorlukları kaldırmak ya da azaltmak amacı ile şöyle hareket edeceğiz.

Verilen denklem y = f(x) = 0 ise, bunu,

y = g(x) = f(x) + x

                                                             y = h(x) = x

iki bileşen denkleme ayırdığımızı farz edelim. Böylece f(x) = g(x) – h(x) = 0 şartını sağlamış ve üstelik daha önemlisi x- e göre çözme sorununu bir çırpıda halletmiş olduk. Çünkü:

y = h(x) = x   (    x = H(y) = y
zaten görülüyor.

Şimdi elimizde türevlerin eğimini karşılaştırma konusu kaldı. Hemen görülüyor ki, her x- için
dh/dx = 1

olmaktadır. Tabii eğer g(x) = f(x) + x in eğimi < 1 olduğunu bilsek bütün sorunlarımız çözülür. Ancak tesadüfler dışında bunu bekleyemeyiz. O halde f(x) fonksiyonu yerine öyle bir F(x) fonksiyon koymalıyız ki:
1. Bu fonksiyonun kökleri f(x) in kökleri ile çakışsın.
2. g(x) = F(x) + x < 1 koşulu sağlansın.
Bu yeni fonksiyonu 
F(x) = - f(x)/f’(x)
olarak seçtiğimizi düşünelim ve türevini alalım.

F’(x) = -[f’ 2(x)] / [f’ 2(x)] + f(x)f’’(x) / [f’ 2(x)] = -1
Görülüyor ki f(x) = 0 olduğunda F(x) = 0 olduğu gibi F’(x) = -1 olmaktadır. Yani

g(x) = f(x) + x yerine g(x) = F(x) + x = x – f(x)/f’(x) (( g’(x) = 0)
yazdığımızda 
· hem  f(x) = g(x) – h(x)

· hem (dg/dx(xk  <(dh/dx(xk
· hem de x- e göre çözümü hazır bir h(x) fonksiyonu bulmak

şartlarının hepsi sağlanmış oluyor. Buraya kadar yaptıklarımızı toplar ve programlama dillerine uygun bir biçimde yazarsak bir iterasyon işlemine ulaşırız. Yani i iterasyon sayısını göstermek üzere:
yi+1 = xi – f(xi)/f’(xi),   xi+1 = yi+1,  i = 1,2,… 
veya                                         
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biçimindeki, iyi bilinen NEWTON-RAPHSON Formülüne geliriz.
Bu formülün geometrik yorumu çok basittir. Formülü,
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biçiminde yazar ve basit bir grafik çizersek:


[image: image26]
Görüldüğü gibi NEWTON-RAPHSON Yöntemi, bir xi noktasından geçen teğet yardımıyla xi+1 noktasına ulaşarak köke yakınsamaktadır.
Yakınsama ve Kesme Hatası konularını incelemezden önce birkaç örnek çözelim.
1. f(x) = 2 e -x – Sin(x-1) + 0.47 = 0,     x > 0,     T = 10 – 1
Yukarıda çözdüğümüz bu problemi bu defa NEWTON-RAPHSON Yöntemi ile çözelim.

 f(x) = 2 e -x – Sin(x-1) + 0.47 = 0
f’(x) = -2e-x – Cos(x-1)
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Yukarıdaki gibi x1 = 1.75 alarak iterasyonu başlatalım.
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Görüldüğü gibi sonuca çok çabuk ulaştık. Ancak şunu hemen belirtelim: ‘x4’ değeri yuvarlatma hatası kadar öncekinden farklıdır; çünkü yeteri kadar ondalık hane kullanmadık. 
2. f(x) = x2 – Sin(2x) = 0,  T = 10 -1
Hemen görülen bir kök xk1 = 0 dır. İkinci köke gelince, Sin(2x) ( 1 olabileceğine göre aradığımız bu kökün 0 < xk2 < 1 aralığında olacağı açıktır. Nitekim [x2]  ve [Sin(2x)] fonksiyonlarını basit bir grafikte birlikte gösterirsek bu durum açıkça anlaşılır.
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Şimdi NEWTON-RAPHSON Yöntemini uygulayalım.
f(x) = x2 – Sin(2x) ( f’(x) = 2[x - Cos(2x)]
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1. x0 = 1          (  
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2. x1 = 0.9679  ( 
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3. x2 = 0.9668   ( 
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4.   f(x) = (x2-7)Sin(x) + e(x-3) - x = 0, T =10 -1
Denkleme bakıldığında x ve Sinx fonksiyonları x = 0 da sıfır olduğuna ve e(x-3) bu civarda sıfıra yakın bir değer (e-3(0.0497) aldığına göre, Sinx fonksiyonunun dalgalı karakterini hesaba katarsak bu civarda en az bir kök bekleyebiliriz. Gerçekten de kaba bir grafik bize  x=0 civarında bir değil fakat, sadece -4 < x < +4 aralığında bile, tam beş adet kök bulunduğunu gösteriyor. Bundan genel olarak bir denklemin kökünü aradığımızda köklerin yerini kabaca belirlememizin çok önemli olduğu sonucunu görebiliriz.
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Yöntemimizi bu köklerden x = 0 a en yakın olanı bulmak için, x1 = 0 alarak, uygulayalım.
f(x) =(x2-7)Sinx + e(x-3) – x  (  f’(x) = 2xSinx + (x2-7)Cosx + e(x-3) -1
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x1 = 0 alırsak
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Verilen toleransa göre bu yeterli hassaslıkta bir yaklaşımdır. Diğer kökler de benzer biçimde hesaplanabilir.
Hata Hesabı:
NEWTON-RAPHSON Yönteminin hata hesabını yapmak için verilen f(x) fonksiyonuna ait TAYLOR Serisini xi civarında yazalım.

f(x) = f(xi) + (x - xi)f’(xi) +(1/2!) (x - xi)2f’’(()   ( ( (x,xi)
Bu ifade f(x) sürekli ve türetilebilir olduğu her x- noktası için yazılabilir. Şimdi varsayalım ki x = xk dır. Bu durumda:
f(xk) = f(xi) + (xk - xi)f’(xi) +(1/2!) (xk - xi)2f’’(() 
elde ederiz. Bu ifadeyi xk ya göre çözersek:
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Parantez içindeki büyüklüğün xi+1 olduğunu biliyoruz. İfadeyi buna göre düzenleyelim,
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Bu ifadeden görüyoruz ki seçtiğimiz xi değeri köke yeteri kadar yakınsa, hesapladığımız xi+1 değerindeki hatamız (xk - xi) 2 mertebesinde olacak yani bizi köke yaklaştıracaktır. Şu şartla ki (f’’(xi)(( f’’(() olsun ve f’(xi) ( 0 olsun. Burada ( , (xk ,xi) aralığından(f’’(xi)(( f’’(() olacak şekilde seçilmiş bir sayıdır. Tabii xk yı bilmediğimize göre çok defa xk ( xi+1 almak zorunda kalırız. Bu şartlar altında iterasyonun her zaman yakınsayacağını söyleyebiliriz.
Bir basit örnek seçerek Kesme hatasının değişimini görelim.

5.  f(x) = x2 – 4 = 0
Köklerinin x = ( 2 olduğunu bildiğimiz bu denklem için yöntemimizin formülünü oluşturalım.

f(x) = x2 – 4  (  f’(x) = 2x,   f’’(x) = 2, 
Dikkat etmemiz gereken bir nokta var. Köklerin tam ortasındaki x1 = 0 seçimini yaparsak, bu problem için,  f’(xi) = 2xi = 0 oluyor ve yöntem kullanılamaz hale geliyor. Şu halde aşağıda bu yöntem için algoritma hazırlarken verdiğimiz ya da bulduğumuz xi değerinin f’(xi) = 0 yapmasına karşı bir önlem almamız gerekecek.
Çözüme devam edelim.
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x1 =5 seçelim (  x2 = 5-21/10 =2.9,                         ( HK2 = (2.9-5)2 (2/10) (  0.88
x2 = 2.9         ( x3 = 2.9 – (2.92-4)/5.8 ( 2.14          ( HK3 = (2.14-2.9)2 (2/5.8) ( 0.199
x3 = 2.14       ( x3 = 2.14 – (2.142-4)/4.28 ( 2.005  ( HK3 = (2.005-2.14)2 (2/4.28) ( 0.0085
Bu defa köklerin arasında bir değer seçerek ayni işlemleri tekrarlayalım.

x1 =0.5 seçelim  (  x2 = 0.5 – (0.52 -4)/1 =4.25,   ( HK2 = (4.25-0.5)2 (2/1) ( 28.12
x2 =4.25            (  x3 = 4.25-(4.252-4)/8.5 ( 2.6   ( HK3 = (2.6-4.25)2 (2/5.2) ( 1.05
x3 =2.60            (  x4 = 2.60-(2.602-4)/5.2 ( 2.07  ( HK3 = (2.07-2.6)2 (2/4.14) ( 0.136
x4 =2.07            ( x5 = 2.07-(2.072-4)/4.14 ( 2.001(HK4 = (2.001-2.07)2(2/4.002) ( 0.0024
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