KLASİK MEKANİK

1. GİRİŞ:
Fizik Biliminin bir alt dalı olan Klasik Mekanik şu üç temel kavram arasındaki ilişkileri açıklamaya çalışır:
· Hareket
· Kuvvet

· Zaman

Aslında bu üç kavramın tanımlarını yapmak gerçekten zordur ve, en aşağı, ARİSTO dan beri filozofları ve fizikçileri meşgul etmektedir. Bu zorluğun en önemli nedenlerinden biri bu kavramları ayrı ayrı tanımlamanın mümkün olmaması ve bilinen bütün tanımlamaların ‘döngüsel’ yani tanımlanan şeyi biliniyor varsayan tanımlamalar biçiminde sunulmasıdır. Kuşkusuz aşağıda verilecek tanımlamalar da bu kusuru içerecektir. Yine de bu kavramları, sırasıyla, tanımlamaya çalışalım.

HAREKET:
Sabit ve biliniyor varsayılan bir eksen takımına göre cisimlerin yer ya da şekil değiştirmesi.

KUVVET:
Cisimlerin yer ya da şekil değiştirmesine ya da içerdikleri iç kuvvetlerin (Gerilmelerin) değişmesine neden olan fiziksel etki.

ZAMAN:
Duran ya da hareket eden bir cismin hareketini, standart hareket olarak kabul ettiğimiz, dünyanın kendisi ya da Güneş etrafındaki hareketine oranlayarak bulduğumuz sayı.
Dikkatli okuyucular bu kavramlar arasında Uzay kavramından söz edilmediğini fark etmişlerdir. Bunun sebebi Klasik Mekanikte Uzayın tanımlanamaz fakat algılanabilir yani ölçülebilir bir şey olduğu kabulüdür. Diğer sözlerle açıklarsak Uzay o kadar temel bir kavramdır ki onu açıklayabilecek daha basit bir kavram bulunamaz ve dolayısı ile Uzayı tanımlamak hem olanaksız ve hem de gereksizdir.

Kuşkusuz günümüz fiziği için yukarıdaki açıklama yetersiz ve hatalıdır; günümüzdeki anlayış Uzay ve Zamanın aynı ölçüde temel kavramlar olduğunu yani herşeyin Uzay-Zaman adını verdiğimiz ortamda gerçekleştiğini kabul etmektedir. EİNSTEİN alemi adını verebileceğimiz bu Uzay-Zaman ortamı bizim konumuzun dışında kalacaktır.
Yukarıda verdiğimiz tanımların bir az daha iyi anlaşılabilmesi için şu noktalara dikkat etmemiz gerekli.
1. Öncelikle çalışmamızda yalnızca Katı Cisimler ile ilgileneceğiz. Yani ele alacağımız her cismin üzerindeki, keyfi seçilen, her iki nokta arasındaki uzaklık daima sabit kalacaktır. Diğer sözlerle Akışkanlar Mekaniği konumuzun dışındadır.
2. Cisimlerin içindeki kuvvetler yani Gerilmeler ve yukarıdaki kabul dolayısı ile Şekil Değiştirmeler de konumuzun dışındadır yani Mukavemet Bilimi de bizi ilgilendirmeyecektir.
Bu iki sınırlayıcı kabul altında yukarıdaki tanımlarımızı irdeleyelim.

Açıkça görüldüğü gibi hem kuvvet ve hem de zaman için verdiğimiz tanımlamalar hareket kavramın dayanıyor. Diğer sözlerle hareket yoksa kuvvetten ya da zamandan söz etmek olanaksızdır. Ama hareketi açıklamak için de kuvvet ve zaman kavramlarını kullanmamız kaçınılmaz. İşte başlangıçta belirttiğimiz ‘döngüsel’ tanımlama özelliği kendisini böylece belirtmiş oldu.
Aslında Kuramsal Fizik ve Felsefenin en ilginç konularından birini oluşturan bu ‘daha iyi tanımlar arama’ işlemini bir kenara bırakmak zorundayız. Yukarıdaki tanımları şimdilik yeterli sayarak yolumuza devam edeceğiz.

Şimdi Klasik Mekanik sahnesini adım adım oluşıurmaya çalışalım.

En temel kavramımız olan uzayı, artık üç boyutlu bir eksen takımı olarak düşüneceğiz. Genellikle Kartezyen Eksen Takımı kullanacağız. Buna göre ele alacağımız her olay aşağıdaki basit çerçeve içinde gerçekleşecektir.
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Yukarıdaki çalışmamızda uzay ile zaman kavramlarını birbirinden kopardığımızı yani zamanın uzaydan bağımsız olarak akıp giden bir şey olduğunu kabul etmiştik. Buna göre eksen takımımızda yer alan x-,y- ve z- büyüklüklerinin her birinin doğrudan zamana bağlı olduğunu kabul etmemizde bir sakınca yok o halde bu büyüklükleri şekilde gösterildiği gibi x(t), y(t), z(t) biçiminde tanımlayabiliriz.

Bu soyut eksen takımı kavramı kimseyi ürkütmesin. Aslında yeryüzeyinin herhangi bir O noktasında ayakta duran bir gözlemcinin ayaklarından başına doğru (yeryüzüne dik doğrultuda) çizildiğini varsaydığımız ve yönünü yerden uzaklaşan yani  yukarı doğru seçtiğmiz hayali çizgi üzerindeki ölçümlerimizi z- ile göstereceğimizi kabul etmiş olduk. Aynı gözlemcinin sağ kolunu (vücut düzlemi içinde) yukarı kaldırdığını ve omuzları ile elinin aynı doğru üstünde kaldığını varsayalım. Bu doğru üzerindeki ölçümlerimizi de, gözlemciden uzaklaşan yönü pozitif kabul ederek, x(t) ile gösteriyoruz. Gözlemcimizin sol kolunu da omuz hizasına kadar öne doğru kaldırdığını ve x(t), y(t) eksenlerine dik durumda tuttuğunu varsayarsak, yine gözlemciden uzaklaşan yön pozitif alınmak koşuluyla y(t) eksenimizi elde etmiş oluruz.  Bundan sonraki bütün çalışmalarımız bu eksen takımı içinde gerçekleşecek yani her şeyi O noktasında kımıldamadan ve kollarını oynatmadan çakılı duran gözlemcimizin gözüyle göreceğiz.
Şunu hemen belirtelim tanımladığımız bir Sağ eksen takımıdır ve bütün çalışmalarımızı, istisnasız olarak, Sağ eksen takımı kullanarak yapacağız.
Açıkça görülüyor ki bu eksen takımını, pratikte karşılaştığımız problemleri temsil etmesini isteyerek fakat keyfi olarak böyle seçtik. Elbetteki başka eksen takımları da seçilebilir hatta eksen takımımızın Kartezyen olması da gerekli değildir ve istenirse eğrisel koordinatlar da kullanılabilir. Ancak gerçek problemlerle benzeşimi apaçık olan bu eksen takımını, genellikle, tercih edeceğiz.

Çalışmamızın ilk aşamalarında Oxyz eksen takımımızı tamamen hareketsiz kabul edeceğiz; yani olayları Sabit Eksen Takımına bağlı olarak inceleyeceğiz. İleri aşamalarda ise Hareketli Eksen Takımları kullanarak bazı olayları inceleyeceğiz.

Üç boyutlu Oxyz eksen takımını bütün problemler için kullanabiliriz. Ancak bazı hareketleri incelerken eksen takımımızı öyle seçebiliriz ki hareketin parametreleri yani tanımlamak için kullanacağımız sayısal değerler eksilir. Bunların en güzel örnekleri şunlardır.

· Doğrusal Hareket: Bütün hareketini aynı doğru üzerinde gerçekleştiren bir katı cisim için Oxyz eksen takımımız yerine bu doğru üzerine (ya da ona paralel) yerleştirilmiş bir Ox eksen takımını kullanmayı tercih edeceğiz. Böylece incelediğimiz hareketi yalnızca x(t) parametresine bağlı bir ‘Tek Boyutlu/Doğrusal Hareket’ olarak adlandırabileceğiz.
· Düzlemsel Hareket: Bütün hareketin bir düzlem içinde gerçekleşmesi halinde elimizdeki hareketi ‘İki Boyutlu/Düzlemsel Hareket’ olarak adlandıracağız ve bu hareketi, örneğin, Oxz eksen takımında, yalnızca x(t) ve z(t) parametrelerine bağlı olarak, inceleyeceğiz.
· Sarkaç Hareketi: Duvardaki saatin sarkacını düşünelim. Hareket daima (duvara   paralel) aynı düzlem içindedir. Üstelik Sarkacın konumunu belirlemek için tek bir parametre, örneğin, düşey doğrultu ile yaptığı açının verilmesi yeterlidir. Yani bir ‘Tek Boyutlu Hareket’ söz konusudur. 
· Silindir/Küre yüzeyi üzerindeki Hareket: Her iki halde de silindir ekseninden olan     r = (x2+ y2)1/2 ya da küre merkezinden olan r = (x2+ y2+z2)1/2 mesafesi sabit kalacağından artık Oxyz eksen takımımızın üç serbest değişkeni yoktur; verilen bağıntı serbest değişkenlerimizi bir adet eksiltmiştir. Dolayısı ile ‘İki Boyutlu Hareket’ sözkonusudur. Bu son iki örnekte verilenler gibi hareketleri incelerken artık Oxyz Kartezyen Eksen Takımımızı bir kenara bırakıp geometrik özellikleri bu hareketlere uyan Silindirik (Yarı Kutupsal) ya da Küresel Eksen Takımlarını kullanmayı yeğleyeceğiz.
Klasik mekaniğin çok ilginç bir özelliği var. İstenilirse bir cismin hareketi -belli bazı koşullar altında- o cismi etkileyen kuvvetler göz önüne alınmadan incelenebilir. Diğer sözlerle bu halde hareket problemi yalnızca uzay ve zaman arasındaki bir ilişkiye yani bir çeşit ‘Değişken Geometri’ ya da ‘Zamana Bağlı Geometri’ problemine dönüşür. Hareketi anlamada kuşkusuz büyük bir basitleştirme sağlayacak bu çalışma biçimine KİNEMATİK adını veriyoruz. Sağladığı basitlikten ötürü hemen bütün Mekanik metinlerinin başlangıcında Kinematik konuları yer almaktadır; biz de aşağıda aynı yolu izleyeceğiz.
Doğal olarak Kuvvetlerin hesaba katılmadığı bir Mekanik problemi eksik kalacaktır. Bu yüzden hareketi oluşturan ve hareketın oluşturduğu Kuvvetleri de hesaplayarak yapılan hareket analizleri DİNAMİK adı altında toplanmıştır ve hareket problemini tümüyle incelediği için bazen Dinamik kelimesi doğrudan Mekanik kelimesi yerine de kullanılmaktadır. Aşağıda bizim de yapacağımız gibi Dinamik analizler, iyi bir Kinematik bilgisinin üzerine inşa edilirse hem kolaylık ve hem de açıklık sağlayabilir.
Dinamik ve Kinematik arasındaki şu ilişkiyi gözden kaçırmamak gerekir. Bir çok kuvvetten oluşan bir kuvvetler sisteminin bir ve bir tek bileşkesi vardır. Buna karşılık aynı bileşke kuvvetine sahip sınırsız sayıda kuvvet sistemi güşünülebilir. İşte bu nedenle bir Kinematik problemi sınırsız sayıda Dinamik problemini temsil edebilirken bir Dinamik problemi bir ve bir tek Kinematik problemi doğurur.
Çok sık rastlanan dolayısı ile pratikte çok büyük önemi olan bir özel hal var. Bir cismin üzerine etkiyen bütün Kuvvetleri bileşkesi ve bütün Momentlerin bileşkesi birlikte sıfıra eşitse bu cisim için ‘Denge’ halindedir denilir. Dinamik problemlerinin önemli bir özel hali gibi düşünülen böyle ‘dengedeki cisimlerin üzerindeki kuvvet ilişkilerini inceleyen’ Mekanik konularını da STATİK adı altında topluyoruz. Statik problemleri, ilişkileri dolayısı ile, İç kuvvetleri yani Gerilmeleri ve Şekil Değiştirmeleri inceleyen Mukavemet problemleri ile birlikte ele alınır; dolayısı ile biz de öyle yapacağız.
2. KİNEMATİK- MADDESEL NOKTANIN HAREKETİ:
Yukarıda da belirttiğimiz gibi artık yalnızca hareketin kendisini inceleyeceğiz. Başlarken işlerimizi kolaylaştıracak bir temel düşünceyi açıklamamız lazım.

Katı Cisim - Maddesel Nokta:
Asıl görevimiz bir Katı Cismin hareketini incelemek ama bunun yerine boyutları sıfır(!) olan ve Maddesel Nokta adını vereceğimiz bir nesnenin hareketini inceleyerek başlayacağız. Bunun bazı nedenleri var:

a) Bazı özel hareketlerde katı cismin bir noktasının nasıl hareket ettiğini bilmek cismin bütün noktalarının hareketini bilmekle eş anlamlıdır. Örneğin bir silindir içindeki pistonun hareketi ya da basit sarkacın hareketi gibi. Böyle hareketlerde bir noktanın hareketi bütün diğer noktaların hareketini belirlemektedir.
b) Daha önemlisi bir noktasının hareketini belirlediğimiz bir katı cismin diğer noktalarının hareketini bu ‘hareketi belirlenmiş noktaya göre’ belirlemek problemin büyük ölçüde basitleşmesini sağlayacaktır. Diğer sözlerle dikkatimizi, önce, sadece bir tek noktadan ibaretmiş gibi düşündüğümüz katı cismin hareketini belirlemeye yönelteceğiz. Fakat bu hedefe ulaştıktan sonra katı cismin bütün diğer noktalarının hareketlerini de bu noktaya göre belirlemeye çalışacağız. Böylece bulduğumuz basit hareketlerin ‘toplanması’ ile yeni ve karmaşık bir hareket biçimi elde etmiş olacağımız açıktır. Buradaki ‘toplama’ işlemini ileride dikkatle ele alacağız. Örneğin bir futbol topunun hareketini inceliyorsak topun -meselâ- merkezinin nasıl hareket ettiğini inceledikten sonra topun bu merkez etrafındaki dönme hareketini bu merkeze göre hesaplamaya çalışacağız.
c) Pratıkte sık karşılaştığımız daha ilginç bir problem birbirlerine esnek bağlarla bağlı birden fazla katı cismin hareketini incelemektir. Bunu yaparken de önce bu cisimlerden birinin ‘seçtiğimiz’ bir noktasının hareketini belirlemek sonra da bağlantı biçimini gözönünde tutarak diğer cisimler üzerindeki noktaların hareketini incelemek yoluna gideceğiz. Örneğın seyir halindekl bir helikopterin -meselâ- ağırlık merkezinin hareketini belirledikten sonra -yine meselâ- pervanelerinden birinin uç noktasının hareketini ağırlık merkezine göre hesaplayabiliriz. Burada da çok dikkatle yapmamız gereken bir ‘toplama işlemi’ sonucunda helikopterin pervanesinin ucunun nasıl hareket edebileceğini bulabiliriz.
Görüldüğü gibi Maddesel Noktanın hareketini incelemek gerçekte mevcut olmayan ‘boyutsuz-sıfır boyutlu’ bir nesnenin hareketini değil fakat gerçekte mevcut olan bir katı cismin üstündeki bir noktanın hareketini incelemek olarak algılanmalıdır.

Artık Maddesel Noktanın hareketini incelemeye başlayabiliriz.

Yer Vektörü:
Yukarıda hareketi inceleyeceğimiz ‘sahne’nin Oxyz eksen takını olduğunu ve hareketini inceleyeceğimiz ‘nesne’nin bir maddesel nokta olduğunu söylemiştik. Şimdi bu maddesel nokyamıza A adını verelim ve bunu eksen takımımızda gösterelim.
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Şekilde gösterilen OA vektörüne A nın Yer Vektörü diyoruz.
A noktasının Oxyz ekden takımındaki koordinatlarının (x,y,z) olduğunu ve Oxyz eksen takımının birim vektörlerinin, şekildeki gibi i, j, k olduğunu kabul edelim. Buna göre:

  OA = xi + yj + zk
olacaktır.

A hareket edebilen bir noktayı temsil ettiğine göre yukarıdaki ifade yalnızca verilen bir t- anı için geçerlidir. Zamanın etkisini de içeren daha doğru ifade şöyle yazılmalıdır.


[image: image3.wmf]Þ

ï

þ

ï

ý

ü

=

=

=

)

(

)

(

)

(

t

z

z

t

y

y

t

x

x

  OA = x(t)i + y(t)j + z(t)k

Aslında vektörler Lineer Cebirin en kapsamlı incelenmiş en ayrıntılı sonuçlara bağlanmış konularından birini oluşıurur. Kuşkusuz burada benzeri incelikte bir ‘vektörler’ metni veremeyiz. Buna karşılık Klasik Mekanikte çok büyük kolaylık sağlayan vektör kavramlarını, yeri geldikçe, çok basit ve yalnızca mekanik problemlerine yönelik bir biçimde ele alacağız.

Vektörsel Fonksiyon ve Türevleri:
Bir vektörsel fonksiyon (ya da vektör fonksiyonu) bir (bazen birden fazla) skaler sayı verildiğinde bir ve bir tek vektörü belirler.

(Aslında birden fazla vektörü belirleyen vektör fonksiyonları da düşünülebilir; ancak bunlar konumuzun dışında bırakılmıştır.) 

Hemen bir örnek verelim. Yukarıda ele aldığımız Yer vektörü:

rA = xA(t) i +  yA(t)  j + zA(t) k
verilen her t değeri bir ve bir tek vektörü belirlemektedir.

Vektör fonksiyonları için süreklilik, limit, türev ve integral tanımları yapılabilir ve bu tanımlar skaler fonksiyonlar için yapılanlara benzer.

Ana fikir şudur. Bir vektör şiddeti, doğrultusu ve yönü olan bir büyüklük olmasına rağmen skaler fonksiyonlar için bildiğimiz bu kavramlar eğer vektör fonksiyonunun şiddeti için geçerli ise vektör fonksiyonu için de, çok defa, geçerlidir. 

Bunları kısaca özetleyelim.

Limit: Bir a ( t ( b aralığında tarif edilen bir r(t) vektör fonksiyonu ve bu aralıkta yer alan bir a ( t0 ( b noktası düşünelim. Eğer istediğimiz kadar küçük her (>0 sayısı için  /t - t0 / <( olduğunda    /r(t) - r(t0)/ <( şartını sağlayabilecek bir (>0 sayısı bulunabiliyorsa r(t0) değerine r(t) nin t = t0 noktasındaki limitidir denir.

Hemen görülüyor ki /r(t)/ için limit tanımı yapsaydık yukarıdakinden farklı olmayacaktı.

Süreklilik: Bir a ( t ( b aralığında tarif edilen bir r(t) vektör fonksiyonu ve bu aralıkta yer alan bir a ( t0 ( b noktası düşünelim. Eğer t = t0 noktasında r(t) ( r(t0) ise r(t) için t0 noktasında süreklidir denir.

Türev: Bir a ( t ( b aralığında tarif edilen bir r(t) vektör fonksiyonu ve bu aralıkta yer alan bir a ( t0 ( b noktası düşünelim. Eğer h>0 ve a ( t0+h ( b noktası için oluşturulan limit bir r’(t0) değerine erişiyorsa yani 

r’(t0) = limh→0{[ r(t0+h) -  r(t0)]/h}
oluyorsa r’(t0) değerine,  r(t) nin t = t0 daki türevi denir.

Benzer biçimde r’(t) nin de türevi tanımlanabilir.
İntegral:  Bir a ( t ( b aralığında tarif edilen r(t) ve R(t) vektör fonksiyonlarını düşünelim. Eğer r(t) = dR(t)/dt ise  R(t)  ye r(t) nin integralidir denir.
Vektörlerle ilgili söyleyeceklerimiz şimdilik bu kadar. İleride diğer vektör işlemleri ve bunların mekanikteki uygulamaları hakkında kısa bilgiler vermeye devam edeceğiz.
Yörünge:
A noktasının sabit bir nokta olmadığını zamanla yer değiştirdiğini kabul ettik. Varsayalım ki bu hareket t=t0 anında A0 nokrasında başlamış ve t=t1 anında A1 noktasında bitmiştir. 
Bu t0 ≤ t ≤ t1 aralığında hareketin sürekli olduğunu (yani maddesel noktamızın hiç bir noktada ortadan kaybolup sonra başka bir noktada ortaya çıkmadığını) kabul edersek ortaya üç boyutlu bir uzay eğrisi çıkacağı açıktır.

Basit bir şekil çizelim.
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Yörünge: Şekildeki E eğrisi; yani A noktasının A0 (t=t0) noktasından A1 (t=t1) noktasına kadar geçtiği bütün noktalar, A nın geometrik yeri.
Alınan Yol/Yörünge Uzunluğu: E eğrisinin A0 ve A1 noktaları arasında kalan parçasının uzunluğu.

Mesafe/Yer Değiştirme Miktarı: A0A1 doğru parçasının uzunluğu.

İnceleyeceğimiz problemlerin tümünde yörünge eğrisinin tanımlı ve sürekli bir matematik ifadesinin bulunduğunu ve bu ifadenin istediğimiz mertebede tanımlı ve sürekli türevlere sahip olduğunu kabul edeceğiz.
Yukarıda verilen x =x(t), y = y(t), z = z(t) denklemlerine yörünge eğrisinin ve A nın hareketinin parametrik denklemleri denir. Basit örnekler yardımı ile bu tanımları biraz daha yakından inceleyelim.
Doğrusal Hareket:
A nın yörüngesinin bir doğru üzerinde kalması halinde A nın hareketini Doğrusal Hareket olarak adlandırabiliriz ve eksen doğrultularımızdan birini bu doğru üzerinde seçerek problemi basitleştirebiliriz. Basit bir örnek hareket alalım ve tanımlarımızı uygulayalım. Varsayalım ki A noktası A0 dan 3 birim uzaklıktaki bir A1 noktasına gitmiş fakat hareketini ters yönde sürdürerek A1 den 1 birim uzaklıktaki bir A2 noktasında bitirmiştir. Şekil çizelim. 

Eksen takımımızı öyle seçelim ki x- ekseni A nın yörüngesi ile çakışsın ve O noktası ile A0 noktası üstüste gelsin. Bu durumda yer vektörlerimizin de tamamı bu doğru üzerinde olacaktır. Buna göre hareketin başlangıcında yani t=0 anında A maddesel noktasının yer vektörü sıfır uzunlukta yani sıfır vektör olacaktır.  A maddesel noktasının A1 ve A2 noktalarına geldiği zamanlardaki yer vektörleri şekilde (açıkça gözükmesi için biraz yukarı ve aşağı kaydırılarak) çizilmiştir. 
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Kolayca görülüyor ki, bu hareketteki: 
A maddesel noktamızın Yörünge Uzunluğu ya da Aldığı Yol A0A1 + A1A2 = 4 birim, 
Buna karşılık Mesafe ya da Yer Değiştirme Miktarı  A0A1 - A1A2 = 2 birim  olacaktır. 
Eğer A maddesel noktası dönüş hareketini O noktasına kadar sürdürseydi yer vektörleri OA0 ve OA2 sıfır vektörler olacaktı; bu hareket için:

Yörünge uzunluğu/Alınan Yol = 4 birim

Mesafe/Yer Değiştirme Miktarı = 0  olacaktı. 

[image: image6]
Konuyu daha iyi anlamak amacıyla Oxyz eksen takımımıza dönersek, hareket doğrultusunu x- ekseni ile çakışık seçtiğimiz için bu harekete ait parametrik denklemler, genel olarak:

x = x(t), y = 0, z = 0

biçiminde yazılacaktır. 

Dikkat edilirse yukarıda ele aldığımız bu basit harekette A maddesel noktasının ne zaman hangi noktada bulunacağına dair bilgi yoktur. Çünkü bu özel hale ait olan x = x(t) parametrik yörünge denklemini hiç kullanmadık.

Buraya kadar yaptığımız çalışmaya göre bunu nasıl belirleyebileceğimize dair herhangi bir bilgi de yoktur. Şu halde x = x(t) yi keyfi olarak seçebiliriz. Yapalım.

Varsayalim ki A0→A1 arasında x = t,  fakat A1→A2 arasında x = 10 t seçilmiştir; yani maddesel noktamız A0 dan A1 noktasına, örneğin, 1 birim zamanda (t=1) ulaşmışsa geri dönüp yeniden A0 noktasına gelmesi 1/10 birim zaman gerektirecektir. Biraz aşağıda Hız kavramını biçimsel olarak tanımlayacağız ama günlük tecrübelerimizden de biliyoruz ki zamanla yer arasındaki bu ilişki maddesel noktanın hızı ile ilgilidir.
Elbette başka x = x(t) seçimleri de yapabilirdik. Örneğin x = Sin t , x = t2, ... gibi.

Peki, bunlardan hangisi gerçekçi? Bu sorunun cevabını Kinematik Bilimi veremez, bu kabullerin hepsi Kinematik açısından eşdeğerdir. İleride göreceğiz ki bu sorunun cevabı sistemi etkileyen kuvvetler hesaba katılınca kendiliğinden ortaya çıkacaktır yani hangi kabul hangi koşullar altında gerçek bir maddesel nokta hareketini belirler sorusunun cevabını Dinamik problemlerini incelerken bulacağız.
Dairesel Hareket:
Bu halde A maddesel noktasının yörüngesinin R yarıçaplı bir daire olduğunu varsayalım ve A nın t = t0 anında A0, t = t1 anında ise A1 noktalarnda bulunduğunu varsayalım.

Yine bir şekil çizelim ve yer vektörleri ile birlikte Yörünge Uzunluğu ve Yer Değiştirme Miktarı kavramları için verdiğimiz tanımları uygulayalım.

Varsayalım ki Oxz eksen takımımızın xz düzlemi A maddesel noktasının üzerinde hareket ettiği dairenin düzlemi ile çakışmaktadır ve O noktası dairenin merkezi ile üstüstedir.

[image: image7]
Şekildeki gibi r yarıçaplı bir dairenin çemberinin Oxyz eksen takımında 
y = 0,   x2 + z2 =R2
biçiminde verileceğini biliyoruz. Şimdi basit bır özel hal düşünelim.
t = t0 da x =0, olsun; öyleyse z = R olmalıdır. Yani A0 noktasının koordinatları (0,R) alınmıştır.
t = t1 da x =R, olsun; öyleyse z = 0 olmalıdır. Yani A1 noktasının koordinatları (R,0) alınmıştır. Çizelim.


[image: image8]
A0 dan A1 e kadar Alınan Yol/Yörünge Uzunluğu:  ( R / 2
A0 dan A1 e kadar Mesafe/Yer Değiştirme: R(2
Bir basit örnek daha düşünelim ve kabul edelim ki t = t0 anındaki A0 noktası ile t = t1 noktası A1 noktası çakışmıştır. Yani A maddesel noktası çember üzerinde bir tam tur yapmıştır. Buna göre:
A0 dan A1 e kadar Alınan Yol/Yörünge Uzunluğu:  2( R
A0 dan A1 e kadar Mesafe/Yer Değiştirme: 0

olacaktır. Kuşkusuz başka bir çok özel hal düşünülebilir.

Şimdi A maddesel noktasının ne zaman hangi noktada bulunacağı sorusuna cevap bulmaya çalışalım.

Bu problemde A maddesel noktası y = 0 düzleminde kalmak zorundadır; ayrıca bu düzlemdeki x2 + z2 = r2eğrisi üzerinde kalacaktır. O halde hareketimizin parametrik denklemleri:

y = 0,   z = ±((R2 - x2)   ve   x = x(t)

olacaktır.
Görüldüğü gibi bir defa x = x(t) bağıntısı belirlendiğinde y = 0 ve z = ±((R2 - x2) bağıntıları dolayısı ile maddesel noktanın Oxyz eksen takımındaki konumu t- ye bağlı olarak tamamen belirlenmiş olacaktır.

Ama, burada da, aynen yukarıda olduğu gibi x = x(t) yi nasıl seçmemiz gerektiğine dair bir bilgi yoktur. Yani x = x(t) bağıntısının keyfi olarak seçilmesinde Kinematik Bilimi açısından herhangi bir sakınca yoktur. Tabii bu seçimin hangi gerçek problemle ilgili olduğu, önceden de belirtildiği gibi, bir Dinamik problemidir.

İncelediğimiz özel problem bize bir başka yönden de yol göstericidir. Hareketin tamamı bir dairenin çemberi üzerinde gerçekleşmektedir. O halde Oxyz eksen takımı yerine bu ve benzeri bazı problemlerde Oyr( eksen takımını kullanabiliriz.
Bir şekil çizelim.


[image: image9]
Bu eksen takımında hareketimizi belirleyen denklemleri kolaylıkla yazabiliriz.
y = 0, r = R, ( = ((t)

Hemen görülüyor ki hareketi belirlemek için ( = ((t) ilişkisinin verilmesi yeterlidir.

Bu Oyr( eksen takımının Yarı Kutupsal eksen takımı olduğunu ve Oxyz eksen takımı ile ilişkisinin:

x = rCos(, y = y, z = rSin( 

olduğunu biliyoruz..
Düzlemsel Hareket:
Yukarıda incelediğimiz hareketler, özel düzlemsel hareketlerdir. Yörünge denklemlerini hatırlayalım.

Doğrusal Hareket: y = 0, z = 0, x = x(t)
Dairesel Hareket: y = 0, z = ±((R2 - x2) ve x = x(t)

En genel halde düzlemsel hareketi artık kolaylıkla tanımlayabiliriz.
Düzlemsel Hareket: y = 0, x = x(t), z = z(t)

Bu denklemlerden yararlanarak Yörünge Denklemini bulmak, en azından ilkesel olarak, hiç zor değildir. x = x(t), z = z(t) denklemlerinden birisini t- için çözer diğerinde bu t- değerini yerine koyarsak Yörünge Denklemini elde ederiz. Eğer x = x(t), z = z(t) denklemlerinin hiçbirinden t- çekilemiyorsa, ya da çok karmaşık ifadelerle karşılaşıyorsak, tek çözüm yolu t- ye uygun değerler vererek x = x(t), z = z(t) değerlerini ayrı ayrı hesaplamaktır.

Bir kaç basit örnek yapalım.

1. y = 0, x = 2t, z = t2   →    y = 0, t = x/2, z = x2/4
2. y = 0, x = t - Sint, z = t + 3    →   y = 0, t = z - 3, x = z - Sin(x-3) - 3

3. t = 0, x = exp(Sint-t), y = 3t2 + Cos(2t-5)  →  y = 0, z = ?f(x) 
Uzay Eğrisi üzerinde Hareket:
Yörünge eğrisinin bir üç boyutlu uzay eğrisi olması halinde x = x(t), y = y(t), z = z(t)  parametrik denklemlerinden bir z = z(x,y) bağıntısı çıkarmak ancak, yukarıda incelediğimiz özel haller gibi, bazı problemlerde mümkündür. Y apılacak iş doğrudan

 x = x(t), y = y(t), z = z(t) 

denklemlerini t- ye uygun değerler vererek hesaplamaktır.
Yörüngenin Asal/Doğal Koordinatları:
Yukarıda bazı basit hareketlerin farklı koordinat sistemlerinde farklı biçimlerde ifade edildiğine örnekler verdik.

Oxyz, Oyr( veya başka koordinat sistemlerinin seçiminin keyfi olduğu yani hareketin kendisinden bağımsız olduğu açıktır. Diğer sözlerle incelediğimiz hareketin matematik ifadesi koordinat sisteminin seçim şekline göre değişecektir.Gerçekten de, örneğin, ilk ele aldığımız doğrusal harekette OA0 mesafesini OA0 =0 değil de OA0=a alsaydık hareketimizin parametrik denklemi x = x(t) yerine x = a + x(t) olacaktı. 

Hareketin kendisi değişmemekle beraber seçilen her koordinat sisteminde aynı hareketi anlatan farklı bir matemetik ifade ile karşılaşırız. O halde bize düşen incelediğimiz harekete en uygun koordinat sistemini seçerek matemetik ifadelerin daha basit ve daha kolay anlaşılır olmasını sağlamaktır. Nitekim yukarıdaki dairesel hareket örneğinde yarı kutupsal koordinatları kullanarak hareketin matematik ifadesinin nasıl daha basitleştiğini gördük.
Benzer biçimde doğrusal hareket halinde de kartezyen eksen takımının nasıl bir kolaylık sağladığını biliyoruz.

Bu iki örneğin ortak yanı, her ikisinde de, maddesel noktanın yörüngesinin seçilen koordinat sisteminin bir koordinat eğrisine ya da doğrusuna paralel hareket etmesidir. Diğer sözlerle bir koordinat eğri/doğrusunu hareketli maddesel nokta kendi yörüngesi ile belirlemektedir.
Acaba yukarıdaki iki özel harekette yakaladığımız bu fikri, maddesel noktanın herhangi hareketine genelleştirebilir miyiz?

Kuramsal olarak, her hareket için bunu yapmamız mümkündür. Bu amaçla maddesel noktanın üzerinde hareket ettiği E eğrisini ( yani yörüngeyi) hareket -süreklilik geçerli kalmak koşuluyla- nasıl olursa olsun, kullanacağımız eğrisel koordinat sistemimizin koordinat eğrilerinden biri olarak kabul edebiliriz.

Oxyz eksen takımında bir şekil çizerek çalışmamıza devam edelim.

[image: image10]
Şekildeki E eğrisinin hareketli maddesel noktanın yörüngesi olduğunu ve bir t anında maddesel noktanın bir A noktasında bulunduğunu varsayalım.
E eğrisinin A noktasındaki teğetini düşünelim ve bu teğet üzerinde maddesel noktanın hareket yönünü pozitif kabul ederek bir t birim vektörü seçelim. Bu t vektörüne A noktasında dikgen olan D düzlemini düşünelim. Bu düzlemin içindeki bütün doğrultular t doğrultusuna diktir. Şu halde bu düzlem içinde keyfi olarak seçeceğimiz birbirine dik n1 ve n2 doğrultuları da t ye diktir. Bu doğrultular üzerinde de n1 ve n2 birim vektörleri tanımlandığında artık A noktasında yalnızca seçilen t anı için geçerli bir An1n2t koordinat sistemi elde etmiş oluruz.
Şimdi t anını ve bir az sonrasını, örneğin t + Δt anını birlikte düşünelim ve maddesel noktanın t + Δt anında bulunduğu noktayı B ile göstererek şeklimizi yeniden çizelim.

[image: image11]
Kuşkusuz A noktasında yaptığımız gibi B de de yalnızca t + Δt anında geçerli olacak bir Bn1n2t koordinat sistemi tanımlayabiliriz. Ancak şu noktaya dikkat etmeliyiz: An1n2t ve Bn1n2t koordinat sistemleri genelde birbirlerine paralel olamazlar.
Böylece bir ekseni maddesel noktanın yörüngesi üzerine ‘yatan’ eğrisel bir koordinat sistemi elde etmiş olduk. Bu koordinat sisteminin bir ekseni doğrudan hareketin yörüngesine paralel olduğu, yani hareketin kendisi tarafından belirlendiği için bu eksen takımına Hareketin Asal/Doğal (Sırfi) Koordinatları adını veriyoruz.

Şimdi yukarıda E eğrisi ile gösterdiğimiz ve maddesel noktanın yörüngesi üzerinde, belli bir başlangıç noktasından itibaren bir ölçüm yaptığımızı ve E eğrisinin bu eğrisel uzunluğunu s ile gösterdiğimizi düşünelim; öyle ki:

t = t0 olduğunda s = s0 ,  t = t1 olduğunda s = s1 , t = t2 olduğunda s = s2 , ... olsun.
Yani maddesel nokamızın E eğrisi üzerindeki yerini belirleyen bir s = s(t) fonksiyonu tanımlayalım. Bu ifadeye hareketin Asal (Sırfi) Denklemi adını vereceğiz.

Doğal koordinat sisteminde t vektörünün hız vektörüne daima paralel kaldığını ve bu sebeple fiziksel bir anlam taşıdığını görüyoruz. Bir az ileride n1 ve n2 vektörlerinin de fiziksel anlam taşıyacak biçimde tanımlanabileceğini göreceğiz.
Görüldüğü gibi eğer maddesel noktanın hareketini tam olarak belirlemek için iki bilgiye gereksinimimiz var:

· E eğrisinin geometrik tanımı,

· s = s(t) bağıntısı
Aslında bu iki bilginin de, ancak ve ancak hareket belli olduktan sonra ortaya çıkacağı açıktır. Öyleyse zaten aramakta olduğumuz bu bilgileri nasıl kullanacağız?

Bu çok yerinde sorunun iki cevabı var. Kısaca açıklayalım.

· Asal Koordinatları ve Asal Denklemi noktasal olarak kullanabiliriz ve sonsuz yakın çevresindeki hareket özelliklerinden yararlanarak hareketin genelinin taşıdığı özellikleri keşfedebiliriz.

· Pratik problemlerin çok büyük bir kısmında E eğrisi, fiziksel şartlar dolayısı ile, önceden belirlenebilen bir yüzey üzerinde yer alır. Bu yüzey yukarıdaki örneklerde de görülebileceği gibi bir düzlem, bir silindir yüzeyi, bir küre yüzeyi olabilir. Hatta, ileride ayrıntıları ile inceleyeceğimiz doğrusal hareket gibi, bazı hallerde E eğrisinin kendisini önceden belirlemek mümkün olabilir.
Burada şu noktaya da dikkat etmemiz gerekmektedir.

Bir A maddesel noktasıının yer vektörünü  rA = xA(t) i +  yA(t)  j + zA(t) k olarak tanımlamıştık. 

Kuşkusuz buradaki x=x(t), y=y(t), z=z(t) parametrik denklemi ile verilen değerler yörünge üzerindeki A maddesel noktasının verilen her t anında bulunduğu noktayı temsil edecektir.
Aslında yörünge üzerinde A noktasının verilen bir t anında hangi noktada bulunduğunu belirleyen bir denklemimiz daha var: Asal koordinatlarda yazılmış s = s(t) denklemi. Bu s(t) değeri de A maddesel noktasının yörünge üzerindeki yerini her t anında belirlemektedir. 

Bu iki denklem arasındaki fark x=x(t), y=y(t), z=z(t) parametrik denkleminin Oxyz koordinat sisteminde fakat s = s(t) denkleminin Otn1n2 koordinat sisteminde yazılmış olmasından ibarettir. Ancak x=x(t), y=y(t), z=z(t) ile belirlenen bir noktanın s=s(t) değerinin bulunması aşağıdaki örneklerde göreceğimiz gibi önemli bir matematik işlemdir.

Yörünge Uzunluğu/Alınan Yol Uzunluğu:
Bu paragrafta yukarıda tanımladığımız parametrik denklemler x=x(t), y=y(t),z=z(t) parametrik denklemi ile asal koordinat denklemi s=s(t) yi birlikte kullanacağız.
Amacımız s=s(t) üzerindeki herhengi iki nokta arasındaki s- uzunkuğunu hesaplamak.

Şeklin gereksiz yere karmaşıklaşmasına engel olmak amacıyla hareketin y=0 düzlemi içinde gerçekleştiğini varsayacağız.

Şimdi bir şekil çizelim ve problemimizi açıklıkla belirleyelim.


[image: image12]
Soldaki şekilde t=t0 anında bulunduğu A noktasından t=t1 anında bulunduğu B noktası arasında kalan ve uzunluğunu hesaplamak istediğimiz yörünge eğrisi parçası gösterilmiştir.
Sağdaki şekilde ise bu AB eğrisinin üzerinde hareket eden maddesel noktanın herhangi bir t (t0<t<t1) anında bulunduğu N ve t+Δt anında bulunduğu N’ noktaları gösterilmiştir.

Buradaki Δt değeri istediğimiz kadar küçük bir değer olarak kabul edilmiştir. Yörünge eğrisinin sürekli bir eğri olduğunu kabul ettiğimize göre Δt→0 limiti mevcuttur ve bu limit hal içim NN’ yayı ile N ve N’ noktalarını birleştiren doğru parçası aynı uzunlukta olacaktır. 
Buna göre:

Δt→0   için    ds2 = dx2 + dz2
yazabileceğimiz açıktır.

Öte yandan N noktasının yer vektörü r = x(t) i + z(t) k  olduğuna göre

 ds2 = dx2 + dz2 = /dr/
ifadesini hemen yazabiliriz.
Her ne kadar yukasıdaki şekil ve çıkarım, şekil basitliğini sağlamak için. iki boyutlu Oxz uzayında yapılmışsa da üç boyutlu Oxyz uzayına kolayca genişletebileceği açıktır.

O halde Oxyz için Yörünge uzunluğu denklemi aşağıdaki biçimde yazılabilir.
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Bu integral ifadede sınırlar zaman (t) cinsinden verilmiştir, ancak x-, y- z- de parametrik denklem dolayısı ile (t) cinsinden bilinmektedir; dolayısı ile problem çözülmüştür.

Basit bir örnek yapalım.

Bir maddesel nokta şekilde gösterilen dairesel yay üzerinde A dan B ye kadar hareket etmiştir. Yörünge uzunluğunu bulalım,
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Genel formülümüzü bu düzlemsel hal için yazalım:
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Öte yandan verilen yörünge üzerinde x2 + z2 = R2 ve dolayısı ile z2 = R2 - x2 olduğunu biliyoruz. Buna göre:

2zdz = - 2xdx → dz/dx = - x/z  →  (dz/dx)2 = x2/z2 = x2/(R2-x2)
bulunacaktır. Yerine koyalım.
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İntegralin sınırlarını bir an için görmezsek bu integrasyon işleminin sonucunu hemen yazabiliriz.

s = R.[ArcSin(x/R)}  = R.(Sinüs fonksiyonu x/R olan açı)
Şimdi integralin sınırlarına bakalım:
B noktasında t = t1   ve     x = R dir → ArcSin(R/R) = (/2
A noktasında t = t0   ve    x = 0 dır → ArcSin(0/R) = 0

Buna göre yörünge uzunluğunu, beklediğimiz gibi, şöyle buluruz.
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Aslında bu problemi hareketin Asal koordinatlarında çözmemiz gerekirdi. Çünkü pratikte rastlayacağımız pek çok problemde olduğu gibi bu problemde de apaçık görünen Asal koordinatlar Yarı kutupsal koordinat sistemi ile çakışmaktadır.
Bu Oyr( eksen takımının Yarı Kutupsal eksen takımı olduğunu ve Oxyz eksen takımı ile ilişkisinin:

x = rCos(, y = y, z = rSin( 

olduğunu biliyoruz. Dolayısı ile yukarıdaki ifadelerde bu yeni denklemleri kullanarak hemen sonuca gidebiliriz. Ancak çok daha basit bir yol da izleyebiliriz.

Tabii ki asal koordinatlar halinde yörünge eğrisi r = R (sabit) çemberidir. Öyleyse yörünge üzerinde değişebiln tek değişkenimiz ( dır ve t = t0 için ( = (/2, t = t1 için ( = 0 olmaktadır.
Öte yandan bu basit problem için ds = R d( olduğu açıktır.

Artık yörünge uzunluğunu hesaplayabiliriz.
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Vektör İşlemlerinin Kullanılması:
Şimdi Oxyz uzayımıza geri dönelim ve Yer Vektörü kavramını hatırlayalım.

Şekillerin gereğinden fazla karmaşık görünmemesi amacı ile y = 0 yani Oxz düzleminde çalışacağız.

Varsayalım ki Oxz uzayımızda A ve B noktaları:

OA = xA i + zA k ,  OB = xB i + zB k

yer vektörleri yardımı ıle tanımlanmıştır.
Bu iki vektörün önce toplamlarını, sonra da farklarını, şekil çizerek, hesaplayalım ve yukarıdaki tanımlarımız yardımı ile yorumlamaya çalışalım.

OA + OB    işlemi ile başlayalım.

OA + OB = OC olsun.
OA + OB = OC = xC i + zC k  =  (xA + xB) i +(zA + zB) k 
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Şimdi şeklimize bakalım ve sonucu yorumlayalım. 
Bir M Maddesel noktası O dan yola çıkarak önce A noktasina buradan da şekildeki C noktasına gitseydi ve bunu yaparken önce OA sonra da AC doğru parçaları üzerinde hareket etseydi
· Yörüngesi OAC olacaktı.

· Yörünge uzunluğu/Aldığı Yol: sAC = /OA/ +/OB/ = (xA2+ zA2)1/2 + (xB2+zB2)1/2  olacaktı.
Dlğer sözlerle söylersek bu iki vektörün toplanması bize OAC yolunu doğru çizgiler üzerinden gerçekleştiren bir maddesel noktanın yörüngesi ve yörünge uzunluğu hakkında bilgi vermektedir. Tabii bir maddesel nokta OAC yolunu yalnızca doğru çizgiler üzerinden değil fakat bu üç noktadan geçen hrhangi bir süreklı eğriyi izleyerek de kat edebilir. Dolayısı ile bu bilgi şimdilik yetersiz; ancak biraz aşağıda bu bilginin çok daha yararlı ve kullanışlı hale getirilebileceğini göreceğiz.

Buna karşılık bir M maddesel noktası O dan değil fakat A dan yola çıkarak B noktasına gitseydi ne olacaktı? Bu sorunun cevabını aşağıdaki gibi cevaplayabiliriz.
OA - OB    işlemi ile devam edelim. Vektörlerin toplanması kuralına göre:
OA - OB = AB olmak zorundadır. 
OA - OB = AB = xAB i + zAB k  =  (xA - xB) i +(zA - zB) k
[image: image1]
Şekilden de kolayca görüldüğü gibi OA - OB = AB vektörü A ve B noktalarını birleştirmektedir. Kuşkusuz bu vektörün uzunluğu A ve B noktaları arsaındaki uzaklığı verecektir. Eğer bir maddesel nokta herhangi bir yörünge eğrisini izleyerek A dan B ye varmışsa:
A→B Yer Değiştirme miktarı = /AB/ = [(xA - xB)2 +(zA - zB)2]1/2
değerini verecektir.

Yukarıdaki açıklamada maddesel noktanın A dan B ye giderken ne gibi bir yol izlediğinin önemi olmadığı açıktır. O halda şunu rahatça söyleyebiliriz. İki yer vektörünün farkı -her zaman- bu vektörlerin belirlediği noktalar arasındaki yer değiştirme miktarını verir.

Basit bir örnek problem çözerek buraya kadar söylediklerimizi uygulayalım.

Bir maddesel nokta A noktasından yola çıkarak, doğrusal hareketle, B noktasına ulaşmakta ve bu noktadan geri dönerek C noktasında hareketini tamamlamaktadır. A, B, C noktalarının koordinatları şekilde verilmiştir.
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Önce Yörünge uzunluğunu bulalım.

/AB/ uzunluğunu hesaplayalım.
AB = OA - OB → AB = (xA - xB)i + (zA - zB)k =(4 - 4)i + (4 - 1)k = 3k → /AB/ =3

/BC/ uzunluğunu hesaplayalım.

BC = OB - OC → BC = (xB - xC)i + (zB - zC)k =(4 - 4)i + (1 - 3)k = - 2k → /BC/ =2
Bu durumda Yörünge Uzunluğu/Alınan Yol: /AB/ + /BC/ = 3 + 2 = 5
Bu problemde maddesel nokta doğrusal hareket yapmaktadır. Dolayısı ile yukarıdaki yöntem Yörünge Uzunluğunu hesaplamaya elvermektedir. Eğrisel hareketler için bu yöntemi aşağıda genelleştireceğiz.
Şimdi Yer Değiştirme Miktarını bulalım.

AC = OA - OC → AC = (xA - xC)i + (zA - zC)k =(4 - 4)i + (4 - 3)k = 1k → /AC/ =1
Hareketin Başlangıcı - İLK ŞARTLAR:
Yukarıda incelediğimiz bütün örneklerde hareketin yörünge üzerinde hangi noktadan başladığını bilmemiz gerektiğini, yani bu başlangıç noktasının bir ön bilgi olarak verilmesi gerektiğini görüyoruz.
Bu bilgi hareketin ‘İlk Şartları’ nın bir parçasını oluşturuyor. Aşağıda hareketle ilgili başka karakteristik özellikleri incelediğimizde bazı başka ilk şartlara da ihtiyaç olacağını göreceğiz.

İlk şartlar genelde t = 0 ya da t = t0 değerleri için verilir. Yani hareketin başlangıcı, bir anlamda, zamanın başlangıcı sayılır.

Yörünge üzerindeki ölçüm fonksiyonumuz s = s(t) olduğuna göre yörünge için ilk şartı:
t = t0    için    s(t0) = s0  →  s0 =  s( x = x0 ,  y = y0 ,  z = z0)
olarak tanımlayabiliriz.

Böylece hareketin Oxyz eksen takımının hangi noktasından başladığı bir ön bilgi olarak belirlenmiş olur.

Maddesel Noktanın Hızı:
Günlük hayattan iyi bildiğimiz bir kavram olan hızı şimdi daha açık ve matematik bir bağıntı olarak tanımlayacağız.

Önce basit bir örnek alalım ve bir şekil çizerek düşüncelerimizi netleştirmeye çalışalım.
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Varsayalım ki bir maddesel nokta A dan yola çıkmış ve doğrusal bir yörünge üzerinde B noktasına varmıştır. AB uzunluğu verilmiştir ve, örneğin AB=10 BU (birim uzunluk: cm, m, km,...) tur. N noktası bu mesafeyi belli bir sürede, örneğin, Δt=2 BZ (birim zaman: sn, dk, saat,...) da almıştır.
Biliyoruz ki AB uzunluğunu, bu uzunluğu kat etmek için harcadığımız zamana bölersek hız dediğimiz kavrama ulaşırız. Verilen örnekte bu

Hız = AB/Δt =10/2 = 5 uzunluk/zaman

olarak hemen ortaya çıkmaktadır.

Ancak biraz daha dikkatli düşünmemiz gerek. Acaba maddesel noktamız bu AB doğru parçasının yarısını kat etseydi harcayacağı zaman Δt/2 mi olacaktı? Örneğin ilk yarıyı Δt/3 zamanda fakat ikinci yarıyı 2 Δt/3 zamanda kat edemez miydi? Bu soruların cevabının ‘Elbette ki yapabilirdi!’ olduğunu biliyoruz. Hatta yine biliyoruz ki bu maddesel nokta AB üstündeki bir noktada, örneğin Δt/5 kadar, durup AB yolunu yine de Δt zaman diliminde tamamlayabilirdi. Daha da ilginci bu maddesel nokta yolun bir bölümünde yön değiştirip BA doğrultusunda ilerleyebilir sonra tekrar yön değiştirerek AB mesafesini yine de Δt zaman diliminde bitirebilirdi.
Bu basit örnek üzerindeki irdelememizden çıkan sonuç şudur. Hız kavramı noktadan noktaya şiddeti ve yönü değişebilen vektörsel bir büyüklük olarak AB yolunun üzerindeki her N noktası için tanımlanmalıdır.

Şimdi daha genel bir yörünge eğrisi yani herhangi bir eğri alalım ve bu tanımı gerçekleştirelim.

Yine çok karmaşık şekillerle uğraşmamak için tanımı düzlemsel hareket için yapacağız ve sonra genelleştireceğiz.
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Çalışmamıza başlamadan önce küçük fakat önemli bir noktaya dikkat çekmeliyiz. Bu kitapta gerek şekiller ve gerekse metinde t harfi birbirinden çok farklı iki kavramı simgelemektedir. Bunları belirtelim.
· t :  Teğet vektör, koyu (bold) yazılmış.

· t :   Zaman 

Bu karmaşanın sebebi avrupa dillerinde teğet anlamına gelen ‘tangent’ kelimesi ile zaman anlamına gelen ‘time, temps, tempo’ kelimesinin baş harflerinin aynı olması. Ne yazık ki ülkemizde yazılan bilimsel kitapların, terimler açısından, avrupa dillerine bağlı kalması sonucunda bu harflerin bu biçimde kullanılması yaygınlaşmıştır ve biz de aynı yolu kullanmak zorundayız.

Şimdi yine şeklimize dönelim. Yörünge eğrisi s = s(t) üzerinde hareket eden bir maddesel noktayı göz önüne alıyoruz ve bunun  herhangi bir t anında N(t) noktasında, t + Δt anında ise N’(t+Δt) noktasında bulunduğunu düşünüyoruz.

Tanım gereği s =s(t) fonksiyonunun N noktasındaki değeri s(t) ise N’ noktasındaki değeri de s(t+Δt) olacaktır.
Şekilde de görüldüğü gibi N→N’ noktalarını birbirine bağlayan iki yol vardır:

· NN’ doğru parçası

· s=s(t) Yörünge eğrisinin N→N’ noktaları arasında kalan bölümü s(N→N’)

Süreklilik koşulu altında şunu  hemen söyleyebiliriz.

Δt → 0  yani Δt küçüldükçe / s(N→N’) -NN’/ → 0 yani bu iki eğri çakışır ve limitte NN’ doğrultusu s=s(t) eğrisinin N noktasındaki t  teğetinin eğimini belirler. Eğer s=s(t) N den N’ ye doğru artıyorsa yani /s(N)’) - s(N)/ ( 0 ise /t / ( 0 olacaktır.
Şimdi HIZ tanımımızı yapalım.

Günlük hayattan biliyoruz ki:

Hız = Alınan Yol (Uzunluk) / Geçen Zaman = s(N→N’) / Δt
Bu tanım sonlu bir uzunluk olan s(N→N’) değerini yine sonlu bir uzunluk olan Δt değerine bölerek elde edilmiştir ve bir doğrultu ya da yön içermez; bu nedenle bu kavrama Skaler Hız adını vereceğiz.

Şimdi Δt değerini küçülterek N’ noktasını N noktasına yaklaşalım ve limit hali düşünelim.

Yörünge eğrisi s=s(t) için süreklilik kabulümüz dolayısı ile şunu hemen yazabiliriz.

Hız = limΔt→0 { [s(t+ΔT) - s(t)] / Δt} = ds/dt 
Bu N noktasındaki hız değeridir ve üstelik artık bir doğrultu ve yön kazanmıştır. Bu nedenle bu hıza Vektörel Hız adını vereceğiz ve aşağıdaki gibi tanımlayacağız.
V = (ds/dt) t
Böylece Kinematiğin temel kavramlarından birini daha bulduk. Bundan böyle hız kelimesini yalnızca bu anlamda, kullanacağız ve V harfi ile göstereceğiz.
Yeniden anımsatalım: bu formülde ds/dt deki t zamanı fakat parantezin dışındaki t, s = s(t) eğrisinin N noktasındaki birim teğet vektörünü simgelemektedir.

Bu formülün belirlediği, zaten beklememiz gereken fakat yine de çok ilginç, bir gerçek var. 

‘Hareketli bir maddesel noktanın herhangi bir noktadaki hızı, yörünge eğrisinin o noktadaki teğetine paraleldir.’
Ya da tersine:

‘Hareketli bir maddesel noktanın yörünge eğrisi, her noktasında, o noktadaki hız vektörüne teğettir.’

İşte bu nedenle s = s(t) nin yazıldığı Otn1n2 eksen takımına hareketin Asal Koordinatları adını veriyoruz.

Böylece Hız vektörünü Asal Koordinatlarda belirlemiş olduk; şimdi bu V vektörünün alışık olduğumuz Oxyz ve Oyr( koordinatlarındaki ifadelerini bulalım.
Yine y = 0 Oxz düzleminde bir şekil çizelim ve yukarıda verdiğimiz hız tanımını bu sistemde inceleyelim.
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Şekilden hemen görüyoruz ki bu işlemi iki türlü yapapiliriz.
· Madem ki r(t) = x(t) i + z(t) k dır; o halde i ve  k sabit olduğuna göre:

dr/dt = (dx/dt) i + (dz/dt) k   →  Aradığımız bileşenler (dx/dt) ve  (dz/dt) dir.

· Madem ki NN’ = (dx2 + dz2)1/2 dir o halde Δt → 0 limitinde bu değerler (dx/dt) ve  (dz/dt) değerlerine ulaşacaktır.
Genelde bu hız bileşenlerini u = dx/dt, v = dy/dt ve w = dz/dt harfleri ile, ve vektörel hızı da V ile göstereceğiz. Şu halde hızın Kartezyen Oxyz eksen takımındaki bileşenleri şöylece yazılabilir.

dr/dt = V = u i + v j + w k =(dx/dt) i + (dy/dt) j + (dz/dt) k 

Doğal olarak /V/ = (u2+ v2+ w2)1/2 = [(dx/dt)2+ (dy/dt)2+ (dz/dt)2]1/2 olacaktır.
Şimdi V vektörünün Oyr( Yarı kutupsal koordinat sistemindeki bileşenlerini bulalım.
Yine y = 0, Or( düzleminde bir şekil çizelim ve yukarıda verdiğimiz hız tanımını bu sistemde inceleyelim.

Öncelikle, kartezyen ekzen takımına göre biraz daha karmaşık olan bu koordinat sistemindeki yörüngeyi s = s(t), V vektörünü çizelim ve V hız vektörünün bu koordinat sistemindeki bileşenlerini şekilde gösterelim.
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Şekilde s = s(t) eğrisi üzerindeki herhangi bir (r,( ) noktasındaki hız vektörü V [V//s(t)] gösterilmiştir. Aynı noktadan geçen r = st. ve ( =st. koordinat eğrileri de şekilde yer almaktadır.
· ( = st. r- doğrultusundaki birim vektör er , hız bileşeninin şiddeti ise vr ile,

· r = st. (- doğrultusundaki birim vektör e( , hız bileşeninin şiddeti ise v( ile

gösterilmiştir. 
Açıkça görüldüğü gibi /V/ = [vr2 + v( 2]1/2 bağıntısı sağlanmaktadır.

Bu b,leşenlerin V cinsindem değerlerini birazdan hesaplayacağtz. Ancak önce yarı kutupsal koordinat sisteminin bir temel özelliğini belirtmemiz gerekli. 
Aslında bu özellik bütün eğrisel koordinat sistemlerinde ortaya çıkan ‘ölçüm’ probleminin en basit halidir ve ileri matematik metinlerinde en genel halde nasıl çözümlenebileceği (Vektör/Tansör kavramları kullanılarak) ayrıntılı bir şekilde ele alınmaktadır. Aşağıda biz de vektör işlemleri ile bu problemi bir kere daha ele alacağız ama şimdi en somut ve en basit biçimi ile hemen bir açıklama yapmamız konuyu daha kolay anlaşılabilir hale getirecektir.
Önce matematık analizden hatırladığımız ‘birbirine yakın koordinat eğrileri ile ayrılmış’ yüzey elemanı kavramını hem kartezyen hem de yarı kutupsal koordinatlat için bir şekil üzerinde gösterelim.
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Şekildeki uzunluklar her yerde Δx =  Δz =1 ve Δr = Δ( =1 olarak alınmıştır. 

Şekilden de hemen görüldüğü gibi(sarı ile gösterilen) yüzey elementinin alanı kartezyen Oxz eksen takımında düzlemin her noktasında aynı kalmasına karşılık yarı kutupsal Or(  eksen takımında, r uzunluğu ile orantılı, büyümektedir. Diğer sözlerle yüzey elemanının alanı dS:

Kartezyen eksenler için: dS = dx.dz

Yarı kutupsal eksenler için: dS = dr.(r. d()

Bunun sebebi de şekilden açıkça görülmektedir. 

Yarı kutupsal eksen takımında:

( = st., r- doğruları üzerindeki uzunluk birimi dr sabit büyüklükte iken,
r=st., (- çemberleri üzerindeki uzunluk birimi r d( değişken büyüklüktedir.

Diğer sözlerle r=st., (- çemberleri üzerindeki uzunluklar yalnızca (- ya değil fakat r ye de bağlıdır. Buna karşılık ( = st., r- doğruları üzerindeki uzunluklar yalnızca r- ye bağlıdır.
Artık hızın yarı kutupsal koordinatlardaki bileşenlerini hesaplayabiliriz. 
Bu amaçla yeni bir şekil çizelim.
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Şekilden de hemen görüiebildiği gibi 
V = vr er + v( e( ,   /V/ =(vr 2 + v( 2)1/2
yazabiliriz. Burada 

vr : ( = st doğrusu üzerindeki yer değiştirmenin zamana oranıdır; yani vr = dr/dt,

v( : r = st doğrusu üzerindeki yer değiştirmenin zamana oranıdır; yani v( = r.d( /dt,

Buna göre yarı kutupsal koordinatlarda hız vektörü şu biçimi alır.
V = vr er + v( e( = (dr/dt) er + r.(d( /dt) e(
Üç boyutlu halde bu ifadelerin şöyle yazılacağı açıktır.

V = vr er + v( e( + vz ez = (dr/dt) er + r.(d( /dt) e( + (dz/dt) ez   (ez =k)
/V/ =(vr 2 + v( 2 + vz 2)1/2

Açısal Hız:
Yukarıdaki formüllerde yer alan d( /dt büyüklüğü O noktası etrafında ölçtüğümüz ( açısındaki, zamana bağlı değişimi ölçüyor; bu nedenle bu büyüklüğe Açısal Hız adını veriyoruz.

Bu büyüklüğü, genellikle, ‘devir (ya da tur sayısı) / zaman’ yahut da bir tur = 2( radyan olduğuna göre ‘radyan / zaman’ birimleri ile ölçeriz.
Açısal Hızı, genellikle, (  ile gösteririz.  →   ( =d( /dt
 Alan Hızı:
Bu paragrafta ilginç bir kavramı inceleyeceğiz.

Yine bir şekil çizelim ve bir maddesel noktanın bir E eğrisi üzerinde Δt kadar zamanda kat ettiği ΔE zunluğunu düşünelim.
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Bir maddesel nokta bir t aninda bir A noktasında bulunmaktadır. Bu A noktasının yer vektörünü OA = r  ile, bu vektörün uzunluğunu (şiddetini) ise r ile gösterelim.  Δt kadar zaman sonra maddesel nokta A’ noktasına gelmiş ve yer vektörü OA’ = r + dr olmuştur; Bu hareket için maddesel noktanın taradığı açı  Δ( dir. 
Bu hareket sonucunda ortaya çıkan (ve şekilde sarı renkte göstarilen) OAA’  alanına maddesel noktanın taradığı alan ve bu alanı taradığı hıza da Alan Hızı adını vereceğiz.

A noktasından geçen r = st. ve ( = st. koordinat eğrilerimizi düşünelim. Bu eğriler A noktasında (ve her noktada) dikgen olduklarına göre OAA’ açısı bir dik açıdır ve 

Δt → 0 limitinde AA’ mesafesi rΔ( uzunluğuna ya da daha doğrusu r d( uzunluğuna Öte yandan AA’ uzunluğu da  r + dr - r = dr  olduğundan dr uzunluğuna  yakınsayacaktır. Kuşkusuz Δt → 0 limit halinde dr = r d(   →  0 olacaktır; o halde dr ( rd( alabiliriz.
Buna göre OAA’ dik üçgeninin alanı r.dr/2 = r .(r.d( ) /2 
Maddesel noktanın Alan Hızı = (1/2)r2d( /dt olacaktır. 
Alan hızı kavramının tarihi önemi var. KEPLER 17. yüzyılın başlarında Güneş Sistemi için eliptik yörünge kavramını önermiş ve gezegenlerin bu yörünge üzerindeki alan hızlarının sabit olduğunu göstermişti. Bu teori yüz yıl kadar sonra NEWTON tarafından günümüzdeki biçimine getirilmiştir. 
Vektörlerle İşlemler:
Yukarıda Yer Vektörü kavramını ve vektörlerin toplama/çıkarma işlemlerini kısaca açıklayarak bunları yörünge ve hız kavramlarını açıklamada kullanmıştık.
Bu noktadan sonra yapacağımız çalışmalarda vektörlerin çarpımı işlemlerine başvurmak zorunda kalacağız. Bu nedenle burada matematik analizden bildiğimiz vektörlerle ilgili çarpım işlemlerini kısaca özetleyeceğiz.

Varsayalım ki a, b, c simgeleri skaler büyüklükleri ve A, B, C simgeleri ise vektörsel büyüklükleri göstermektedir. Bunlar arasındaki çarpma işlemlerini inceleyeceğiz.
Bir vektörün bir skalerle çarpımı:
A = xA i + yA j + zA k ise aA = a(xA i + yA j + zA k) = axA i +a yA j + azA k dır.
aA = Aa, a(A + B) = aA + aB  ve  (a + b)A = aA + bA olduğu açıktır.

Türev işlemi: (aA)’ = aA’
İki Vektörün Skaler Çarpımı:
Bu işlemi ‘.’ Simgesi ile göstereceğiz.

A = xA i + yA j + zA k ,   B = xB i + yB j + zB k  ve (  bu iki vektör arasındaki açı ise:

A.B = /A//B/.Cos(
· ( = 0    → Cos( = 1 → A.B = /A//B/  , (A ve B vektörleri birbirine paralel)

· ( = (/2 → Cos( = 0  → A.B = 0       ,  (A ve B vektörleri birbirine dik)

Görüldüğü gibi iki vektörün skaler çarpımının sonucu skaler bir sayıdır.

Bu işlemi birim vektörler i, j, k ya uygularsak:
i.j = i.k = j.k = 0 , i.i = j.j = k.k = 1

Bu tanıma göre:

A.B = xA xB + yA yB + zA zB
AB = BA , aA.B = (aA).B = A.(aB) ,   A.(B + C) = A.B + A.C olduğu açıktır.
Şimdi bir şekil çizerek skaler çarpımın geometrik anlamını görelim.
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A.B = /A//B/.Cos( 

bağıntısını inceliyoruz. Cos( skaler bir sayıyı gösterdiğine göre bunu şöyle yazabiliriz.

A.B = /A/ Cos( ./B/
Şekilden hemen görülüyor ki Aiz = /A/Cos( dır; şu halde:

A.B = Aiz . B
Özellikle B//B/ = eB  yani B yerine B doğrultusundaki birim vektörü kullanırsak:
A.B = Aiz . eB
yani A vektörünün B doğrultusundaki skaler bileşenini buluruz. Buna göre şunları hemen yazabileceğimiz açıktır.

A = xA i + yA j + zA k    →  A.i = xA ,  A.j = yA ,  A.k = zA
Türev İşlemi: (A.B)’ = A’.B +  A.B’
İki Vektörün Vektörsel Çarpımı:
Bu işlemi ‘x’ ile göstereceğiz. Bu işlem yukarıdakine göre bir az daha karmaşık; onun için adım adım gidelim.

A = xA i + yA j + zA k ,   B = xB i + yB j + zB k  ve (  bu iki vektör arasındaki açı ise:

· A ve B vektörlerinin vektörsel çarpımı bir vektördür. C = AxB
· /C/ = /A//B/.Sin( 
· C vektörünün doğrultusu A ve B vektörlerinin oluşturduğu düzleme diktir.
· C vektörünün yönü A,B,C vektörleri Oxyz eksen takımı gibi bir sağ eksen takımı oluşturacak biçimde seçilir.
Bunları bir şekil çizerek ifade edelim
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/C/ = /A//B/.Sin( 

· ( = 0 →  Sin( = 0  →  /C/ = 0  (A ve B vektörleri birbirine paralel)
· ( = (/2  →  Sin( = 1 → /C/ =/A//B/  (A ve B vektörleri birbirine dik)
Bu tanımı ve sonuçlarını i , j , k birim vektörlerine uygularsak:

ixi = jxj = kxk = 0 ,   ixj = k ,  jxk = i , kxi = j
Bu tanıma göre:
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 (Altı çizgili harfler vektorsel büyüklükleri göstermektedir.)
AxB = (yA zB  - yB zA) i + (xB zA - xA zB) j + (xA yB - xB yA) k 
AxB = - BxA (Determinantın iki satırı yer değiştiriyor.)
(aA) xB = a(AxB) = A x(aB) ,  Ax(B+C) = AxB + AxC  olduğu açıktır.
Türev İşlemi: (AxB)’ = A’xB + AxB’ 

Serret-Frenet Formülleri:
Dikkat edilirse bu çalışmadaki bütün dikkatimiz s = s(t) ile ve x = x(t), y = y(t), z = z(t) parametrik denklemleri ile belirlediğimiz yörünge eğrisi üzerinde yoğumlaşmıştır. Yörünge eğrisinin, genelde, bir uzay eğrisi olduğunu biliyoruz. O halde bu eğrinin geometrik özelliklerini biraz daha yakından incelememizde yarar var.
Doğal olarak burada vereceğimiz bilgiler sınırlı ve doğrudan mekanik problemlerine dönük olacaktır. Bu konu ile ilgili çok daha geniş ve doyurucu bilgiler Diferansiyel Geometri metinlerinde bulunabilir.

Yukarıda, örneğin, a( t( b gibi bir aralıkta sürekli ve türetilebilir bir s = s(t) fonksiyonu ile belirlediğimiz yörünge eğrisinin a → b ye kadar uzunluğunun şöyle ifade edilebileceğini görmüştük,
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Öte yandan s = s(t) eğrisinin maddesel noktanın yer vektörlerinin geometrik yeri olduğunu biliyoruz. Bu yer vektörü için Y(t) simgesini kullanırsak:
Y(t) = x(t) i + y(t) j + z(t) k    ve    dY/dt = (dx/dt) i + (dy/dt) j + (dz/dt) k 

yazabileceğimiz açıktır. Yukarıda /dF/ uzunluğunun t ve t + Δt zamanları arasındaki yer vektörlerinin vektörsel farkı olan ΔF in limit değeri olduğunu ve ayrıca t anında, dF/dt, ile temsil edilen hız vektörünün s(t) ye teğet olduğunu göstermiştik.

Şimdi biraz kestirmeden giderek s = s(t) nin her noktasındaki teğetlerinin uzunluğunun (yani s(t) üzerindeki bütün teğet noktalarının) toplamının s(t) nin uzunluğuna eşit olduğunu kabul edeceğiz.

Bu kabul altında hemen şunu yazabiliriz.
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Bu noktada hemen yazabileceğimiz bir sonuç ıse şudur.

ds/dt = /dY/dt/ 

Aslında bu sonuç zaten bildiğimiz bir şeyi yani ‘s = s(t) eğrisinin her noktadaki eğiminin o noktadaki hız vektörüne paralel olduğunu’ söylüyor. 

Şimdi bu teğet vektörün büyüklüğü hakkında bir çalışma yapalım. Kabaca yapacağımız işlem şu olacak hız genelde yol(s) / zaman (t) =ds/dt biçiminde ifade edilir. Biz şimdi bunu tersine çevirerek birim yol başına düşen hızı yani birim hızı bulmaya çalışacağız.
Varsayalım ki s = s(t) ifadesi t ye göre çözülebilir yani t = t(s) olarak yazılabilir. Eğer bu mümkünse x = x(t(s)), y = y(t(s)), z = z(t(s)) hemen yazılabilir. Bu durumda yer vektörümüz ve türevi şu biçimde ifade edilebilecektir.

Y(t) = x(t(s)) i + y(t(s)) j + z(t(s)) k
 dY/ds = (dx/dt)(dt/ds) i + (dy/dt)(dt/ds) j + (dz/dt)(dt/ds) k 

dY/ds =(dt/ds) [(dx/dt) i + (dy/dt) j + (dz/dt)] k  = (dt/ds)Y’(t)
dt/ds = 1/(ds/dt) ve tanıma göre ds/dt = /Y’(t)/ olduğunu düşünürsek sonucu hemen görürüz.

dY/ds = Y’(t)//Y’(t)/ =1
Böylece  dY/ds in birim şiddetli olduğunu gösterdik; ayrıca bu vektörün s = s(t) eğrisinin her noktadaki teğetini oluşturduğunu da biliyoruz. Öyleyse s = s(t) eğrisi üzerinde her noktada bu eğriye teğet olan bir birim vektör tanımlamış olduk. Bu vektörü daha önce de tanımlamış ve t ile göstermiştik; ancak buradaki gibi s(t) ile ilişkili olarak tanımlanadığında bu t vektörünü T ile göstermek adet olmuştur. Biz de öyle yapacağız. Şu halde:
T (t) = dY/ds = Y’(t)//Y’(t)/

olarak tanımlanmış oldu.

Tamamen aynı işlemleri T(t) için de tekrarlayarak T(s(t)) yi ve dT/ds vektörünü hesaplayabiliriz. Üstelik T(t).T(t) = 1 olduğundan 2T(t) T’(t) = 0 sonucunu verecek yani dT/ds vektörü T(t) vektörüne her noktada dikgen kalmak zorunda olacaktır. Diğer sözlerle her noktada s = s(t) eğrisine dikgen olan bir vektör bulduk.
Şimi bir adım daha atalım ve bu vektörü birim vektöre dönüştürelim. Yapacağımız şey çok basit dT/ds vektörünü kendi şiddeti yani /dT/ds/ ile böleceğiz. Ancak literatürle uyum sağlamak için bunu şöyle yapacağız.

( = /dT/ds/ ,  ( = 1/( , 

 N(s) = ( dT/ds
Böylece s = s(t) eğrisi üzerinde her noktada s(t) ye teğet T birim vektörüne her noktada dikgen olan bir N vektörü tanımlamış olduk. Bu vektöre normal vektör adını veriyoruz. Normal vektörün tanımında kullandığınız skaler büyüklükleri de
(: Eğrilik ve     (: Eğrilik Yarıçapı 

olarak adlandırıyoruz.

Şimdi elimizde s(t) yörünge eğrisine her noktada teğet olan (T) ve yine her noktada bu vektöre dikgen bulunan (N) iki birim vektör oldu. Eğer bunların vektörsel çarpımını oluşturursak her ikisine de dik yeni bir birim vektör elde ederiz. Yapalım.

B = TxN
Şimdi bulduğumuz sonuçları birlikte yazalım.

T (t) = dF/ds = F’(t)//F’(t)/
N(s) = ( dT/ds
B = TxN
Bunlardan basit işlemlerle elde edilebilen:

dT/ds = (1/()N

dN/ds = -(1/()T + (B
dB/ds = -(N
ifadelerine Serret-Frenet Formülleri adını veriyoruz.

Mekanik bilimi açısından bu formüllerin iki önemi var. 

Birincis, T , N , B birim vektrlerinin bir ve bir tek biçimde tanımlanması ve dolayısı ile bütün diğer vektörlerin bu sistemde tek bir biçimde temsil edilebilmesi yani bu üçlü vektör sisteminin hareketin kendisine bağlı bir özel koordinat sistemi oluşturması. Bu koordinat sistemine hareketin Doğal/Asal (Sırfi) koordinat sistemi denildiğini yukarıda belirtmiştik. 
İkincisi özel problemler dışında pratik problemlerin çözülmesinde pek bir işe yaramayan Doğal koordinat sistemi yardımı ile hareketin en genel biçimi için genel bazı kurallar bulunabilmesi.
Maddesel Noktanın İvmesi:
Kinematiğin hıza çok benzeyen fakat belki de hızdan daha önemli olan bir kavramına yani ivmeye geldik.

İvme kavramının önemi Klasik Mekanik biliminin iki ana bölümü olan Kinematik ile Dinamik arasında bir çeşit köprü oluşturmasından geliyor. Dinamikle ilgili çalışmalarımıza başladığımız zaman hareketli (ya da hareketsiz) cisimlerin üzerine etkiyen bütün kuvvetlerin bileşkesi ile ivme arasında bir ilişki kurulabileceğini ve bı ilişkinin dinamik probleminin çözümünde belirleyici olacağını göreceğiz.

İvmenin tanımı çok basit. Hızın birim zamandaki değişimine ivme diyoruz.
Aynı Hız gibi ivmenin de iki biçimde belirlenmesi mümkün.

· Ortalama İvme: a = (1/Δt)Δ/V/
· Anlık İvme: a = dV/dt

Matematik ifadelerinden de anlaşılacağı gibi ortalama ivme skaler bir büyüklüktür ve sonlu bir zaman dilimi (Δt) içinde hızın şiddetindeki (/ΔV/) net değişimini göstermektedir. Buna karşılık anlık ivme noktasal bir büyüklüktür ve sonsuz küçük bir zaman diliminde bir vektör fonksiyonu olan hızın net değişimini belirlemektedir. Anlık ivme,tanım gereği, vektörsel bir büyüklüktür.

Hız birimi uzunluk/zaman olduğuna göre ivme birimi, tanım gereği uzunluk/(zaman)2 olacaktır.
Örneğin arabanın hızı 10 sn de 100 km/saat değerine çıkıyor sözü 

a = (hız değişimi) / zaman = 100000m//36000sn2( 2,78 m/sn2
lik bir Ortalama ivmeyi anlatırken; arabanın hız vektörü, örneğin, V = t2 i  biçiminde ise
a = dV/dt = 2t i 
maddesel noktanın ‘verilen’ bir noktadaki Anlık İvmesini gösterecektir.

Bu noktadan itibaren esas olarak anlık ivme ile ilgileneceğiz ve bu kavramı kısaca ivme olarak adlandıracağız.

Yer vektörü cinsinden ivmeyi hesaplamak kolaydır. 

V = dr/dt ,  a = dV/dt → a = d2r/dt2
İvmenin Bileşenleri:
İvme için yukarıda verilen a = dV/dt tanımını kullanarak çeşitli koordinat sistemlerindeki ivme bileşenlerini hesaplayalım.

Doğal Koordinatlar:
Yukarıda herhangi bir hareket için maddesel noktanın yörüngesinin her noktada o noktadaki hız vektörüne teğet olduğunu göstermiş ve hız vektörünün Doğal Koordinatlardaki matemetik ifadesini bulmuştuk:
V = (ds/dt) t.

(Yeniden anımsatalım: bu formülde ds/dt deki t zamanı fakat parantezin dışındaki t, s = s(t) eğrisinin N noktasındaki birim teğet vektörünü simgelemektedir.)

İvmenin doğal koordinatlarını bu formülü türeterek bulacağız.

a =dV/dt  = d2r/dt2 = (d2s/dt2) t + (ds/dt)(dt/dt)

Bu bağıntının sağ tarafındaki ikinci ifadeye bakalım.

(ds/dt)(dt/dt) = (ds/dt)(dt/ds)(ds/dt) = (ds/dt)2(dt/ds)

Öte yandan yukarıda büldüğümüz Serret - Frenet formüllerinden birincisini buradaki notasyona uygun olarak yazalım. (T ( t ,  N ( n)
dt/ds = (1/()n

Bu durumda ivmenin Doğal Koordinatlardaki bileşenleri şöylece elde edilecektir.
a =dV/dt  = d2r/dt2 = (d2s/dt2) t + (1/()(ds/dt)2 n
Çok ilginç bir sonuç bulduk. Doğal Koordinatlarda yazıldığı zaman ivmenin yalnızca iki bileşeni var: teğetsel bileşen ve normal bileşen. Üçüncü yani B( b binormal doğrultusundaki bileşen sıfırdır. Diğer sözlerle ivmenin bileşenleri (t,n) düzlemi içindedir. Hareketin özellikleri ile ilgili -süreklilik dışında-  hiçbir kabul yapmadığımıza göre bu genel bir özelliktir. Bir şekil çizelim.
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Şekilde açık yeşil renkle gösterilen ve (t,n) vektörlerinin belirlediği bu D düzleminin iki özelliği var: Hareketli maddesel noktanın bulunduğu her noktada yörünge eğrisine teğet kalması ve hareketle birlikte noktadan noktaya konumunu değiştirmesi. D düzlemine her an s(t) eğrisine teğet olması dolayısı ile OSKÜLATÖR (Öpüşme) düzlemi denir: biz bu düzlemi İvme Düzlemi olarak adlandıracağız.
İvmenin doğal koordinatlardaki biçimini tekrar yazalım.

a = (d2s/dt2) t + (1/()(ds/dt)2 n
İlk terime Teğetsel Ivme diyoruz; bu, pozitif ya da negatif değerler alabilen bir büyüklüktür.

İkinci terime Açısal İvme adını veriyoruz; bu daima pozitif (ya da sıfır) değer alabilen bir büyüklük. (Çünkü (1/()(ds/dt)2 ( 0) Bu sebeple açısal ivme her noktada yörünge eğrisinin o noktadaki eğrilik merkezine yönelmiş bir vektördür.
Önemli Not: Doğal koordinatlar halinda n vektörü eğrilik merkezine doğru yönlendirilmiştir; ayrıca (1/()(ds/dt)2 ( 0 bu nedenlerle (1/()(ds/dt)2 n ile belirlenen normal ivme daima eğrinin ani dönme merkezine yani içbükey yanına doğru yönlenmiştir.
Kartezyen Eksen Takımı:
a = dV/dt = d2r/dt2 =  d2/dt2{x(t) i + y(t) j + z(t) k} = (d2x/dt2) i + (d2y/dt2) j + (d2z/dt2) k
/a/ = {(d2x/dt2)2 + (d2y/dt2)2 + (d2z/dt2)2}1/2
Yarı Kutupsal Eksen Takımı:
a = dV/dt =  d2r/dt2 = d/dt{(dr/dt) er + r.(d( /dt) e( + (dz/dt) ez}  
Bu türev işlemini yaparken, yarı kutupsal koordinatlarda hızın bileşenlerini bulurken yaptığımız çalışmayı hatırlamamız ve bir az daha dikkatli olmamız gerekiyor. Burada da aynı akıl yürütme yöntemini kullanmak mümkün ancak bir az zor. O yüzden şimd, yukarıda incelediğimiz vektör işlemlerinden yararlanacağız ve hemen sonuca gideceğiz.
Türev alma işlemini terim terim uygulayalım. Hızla ilgili çalışmamızdan biliyoruz ki birim vektörler zamana bağlı olarak düşünülmelidir. Dolayısıyla bunları da türev işlemine dahil etmeliyiz.
d/dt{(dr/dt) er} = (d2r/dt2) er + (dr/dt)(der /dt)

d/dt{r.(d( /dt) e(} = (dr/dt)(d( /dt) e( + r(d2( /dt2) e( + r(d( /dt)(de(  /dt)
d/dt{(dz/dt) ez} = (d2z/dt2) ez + (dz/dt)(dez /dt)

Şimdi en basitinden başlayarak bu birim vektör türevlerini inceleyelim.
Bu amaçla her üç birim vektörü temsil etmek üzere bir e birim vektörü alalım ve bunu Oxyz koordinat sisteminin birim vektörleri cinsinden yazalım. Bir birim vektörle ilgilendiğimize göre:

xe = Cos(  ,    ye = Sin(  , ze = z → e = Cos( i + Sin( j + ze k
Hemen görüyoruz ki ez ( k  → dez /dt = 0
Bu terimi hesaba katmadan e yi türetelim.
de/dt = -Sin( i + Cos( j
Şimdi vektörel çarpımın i = jxk = - kxj  ve  j = kxi özelliklerini hatırlayalım

de/dt = kx(Cos( i + Sin( j) = kxe
İlginç bir sonuç bulduk bir birim vektörün türevi alındığında kendisinin ( /2 döndürülmüş halini elde ediyoruz.

Bir şekil çizelim ve bu bulgımuzu er , e( vektörlerine uygulayalım.
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Şekilde k vektörü, görüntü karışıklığını önlemek amacı ile, O noktasına taşınmıştır. Bulduğumuz bu sonuçları denklemimize taşırsak:
a = [d2r/dt2 - r (d( /dt)2] er + [rd2( /dt2 + 2(dr/dt)(d( /dt)] e( + d2z/dt2 ez
ifadesine ulaşırız. Buradaki ikinci terim yerine şunu da yazabiliriz.

[rd2( /dt2 + 2(dr/dt)(d( /dt)] = [(1/r)d/dt(r2d( /dt)]

a = dV/dt = [d2r/dt2 - r (d( /dt)2] er + [(1/r)d/dt(r2d( /dt)] e( + d2z/dt2 ez
Böylece ivmenin yarı kutupsal koordinatlarını elde etmiş olduk.
Önemli not: Yarı kutupsal koordinatlarda er birim vektörü r > 0 doğrultusunda yönlendirilmiştir. Örneğin r = R = st. ve  ω = d( /dt =st. hali için bu ifadeyi yazdığımızda normal ivme
a = [ - r (d( /dt)2] er = - Rω2 er    

biçimini alırken; doğal koordinatlarda bu büyüklük, ayni özel hal: ρ = R, ds = Rdθ için
a = (d2s/dt2) t + (1/()(ds/dt)2 n = + Rω2 n
olarak bulunmaktadır. Aradaki fark, tabii ki, er = - n gerçeğinden ortaya çıkmaktadır.
3. KİNEMATİK- MADDESEL NOKTANIN ÖZEL HAREKETLERİ:
Bu bölümde yukarıdaki bölümde çıkardığımız genel denklemleri irdeleyeceğiz. Bu amaçla en basit hallerden başlayarak en genel hale kadar çeşitli hareket biçimlerini ele alacağız. Kuşkusuz inceleyeceğimiz hareketlerin pratikte en çok karşılaşılan problemleri temsil etmesine özen göstereceğiz.
A. Doğrusal Hareket:

İvmesiz Hareket / Sabit hızlı Hareket:
Düşünülebilecek en basit hareket biçimi. Kabul ediyoruz ki 

a = 0 → dV/dt = 0 → V = st. → V = V0
V0   değeri ilk şartlarda t = t0 için verilmiş değerdir.

ds/dt = V0  →  s = V0 t + s0
s0  değeri de ilk şartlarda t = t0 için verilmiş değerdir.

Bu hareketin ancak doğrusal bir yörüngede gerçekleşebileceğini şöyle görebiliriz. Doğal koordinatlarda ivme denklemini yazalım.

a =dV/dt = (d2s/dt2) t + (1/()(ds/dt)2 n = 0
Bu vektörse ifadenin her t anında sıfıra eşit olabilmesi için hem t ve hem de n nin katsayılarının ayrı ayrı sıfıra eşit olması gerekir. Yazalım:

d2s/dt2 = 0 Bu, yukarıda yaptığımız işlemin denklemidir; sonucu yukarıdadır.

(1/()(ds/dt)2 = 0 Bu ifadenin her t için gerçekleşebilmesi şu iki şarttan en az birinin gerçekleşmesi ile mümkündür.

· ds/dt = 0 →  s = st.  →  s = s0  Maddesel nokta s = s0 noktasında kalmıştır; hareket yoktur.
· 1/( = 0 ( → ∞ Yörüngenin eğrilik yarıçapı sonsuz büyüktür; yörünge bir doğrudur.

Böylece şu sonuca ulaşmış olduk: ‘İvmesiz hareket doğrusal harekettir.’ 

Bu bulgumuzun tersi doğru değildir; yani doğrusal hareket mutlaka ivmesiz hareket değildir. 
Dikkat etmemiz gereken bir nokta daha var. Madem ki ivmesiz hareket zorunlu olarak doğrusal bir yörüngeye sahiptir yani doğal koordinatalrından biri bir doğrudur (Yörünge) öyleyse kartezyen eksenlerimizden birini (genellikle x- eksenini) bu doğru olarak seçebiliriz ve bu halde yukarıdaki denklemimiz şu biçimi alır.

x = x0 + u0 t
Bu basit problemde görüldüğü gibi Doğal eksenlerde hareketi incelerken problemin özellikleri belli bir eksen takımında hareketin daha kolay ifade edilebileceğini gösterebilir. Bazen de, hareketin fiziğine bakarak seçilen bir koordinat sistemi bizi doğal koordinatlara götürebilir. 
Şimdi bunun bir örneğini göreceğiz.

 Sabit İvmeli Hareket:
Yine Doğal Koordinatları kullanalım ve hem hız hem de ivme denklemlerimizi yazalım.
a = dV/dt = (d2s/dt2) t + (1/()(ds/dt)2 n = st(!).
V = (ds/dt) t
İlk denklemdeki (!) işareti önemlidir. Çünkü ‘ivme sabittir’ sözü çift anlamlıdır. İvme vektörü sabittir veya ivme vektörünün şiddeti sabittir anlamlarından biri kastedilmiş olabilir.
Varsayalım ki a = st. yani vektörün kendisisnin sabit kalması istenmektedir. Diğer sözlerle ivme vektörünün her noktadaki (her t için) şiddetinin, doğrultusunun ve yönünün aynı kalması istenmektedir.

İvme formülüne bakıldığında istenilenin gerçekleşmesinin şu iki halde nümkün olduğu görülüyor.

· Her t anı için ( → ∞ ,   d2s/dt2 = st.

Bu, yukarıdaki ivmesiz hareketin doğrusal yörüngede genelleştırilmiş biçimidir. Sabit kabul ettiğimiz ivmenin şiddetini c ile gösterirsek bu özel halde denklemlerimiz şu biçimi alır. 
a = c i

d2x/dt2 = c

dx/dt = u0 + ct

x = x0 + u0 t + ct2/2

Çok büyük pratik önemi olan bu hali aşağıda ayrıntılarıyla inceleyeceğiz. 
Ikıncı hale geçmezden önce bir noktaya daha dikkat çekmeliyiz. ( → ∞ kabulu yapıldığında d2s/dt2 terimini yalnızca bir sabite değil fakat t- nin herhangi bir fonksiyonuna da eşitleyerek yukarıdaki denklemleri kullanabiliriz. Yine önemli pratik problemleri çözmemize yardım edecek bu hali de aşağıda ayrıntılı bir biçimde ele alacağız. Değişken İvmeli Doğrusal Hareket için denklemlerimiz, c = c(t) alınırsa:

a = c(t) i

d2x/dt2 = c(t)
dx/dt =  ∫c(t)dt
x =  ∫∫{c(t)dt}dt
biçimini alır.
B. Dairesel Hareket:

Sabit İvmeli Hareket:
İvme vektörünün sabit kalabileceği ikinci bir hali arıyoruz. Ancak bu defa değişik bir yol izleyip doğal koordinatları değil fakat yarı kutupsal koordinatları kullanarak incelememıze devam edeceğiz.

a = [d2r/dt2 - r (d( /dt)2] er + [rd2( /dt2 + 2(dr/dt)(d( /dt)] e( + d2z/dt2 ez
a = dV/dt = [d2r/dt2 - r (d( /dt)2] er + [(1/r)d/dt(r2d( /dt)] e( + d2z/dt2 ez
Önce şunu hatırlayalım. Doğal koordinatlarda ivmenin yalnızca iki bileşeni vardı; buna karşılık burada üç bileşenli bir vektörle karşı karşıyayız ve bu vektörün her t- için sabit kalmasını istiyoruz. 
Bu eksen takımında kolayca ifade edebileceğimiz bir yörünge seçelim. Kuşkusuz iki seçeneğimiz var: r = st. doğruları ve ( = st. çemberleri. (Şimdilik z(t) = 0 alalım.) Bu iki seçenekten birincisi yukarıda incelediğimiz doğrusal hareketin yarı kutupsal koordinatlardaki halidir. O halde r = st. seçelim.
Buna göre z = 0, r = R  kabulu bizi R yarıçaplı çember üzerindeki bir Dairesel Harekete götürecektir. Bu durumda ivme denklemi şu biçimi alır.
a = [ - R (d( /dt)2] er + [(1/R )d/dt(R2 d( /dt)] e(
( = d( /dt açısal hız kavramını da kullanarak bu ifadeyi yeniden yazalım.

a = [-R (2] er + R [d( /dt] e(
Yaptığımız r = R kabulü altında ivmenin sabit kalabileceği bir hal denklemden hemen kendini gösteriyor. 

( = d( /dt = (0 sabit kabul edersek → d( /dt = ( = 0 → a = [-R (0 2] er 
Gerçekten de ivmenin teğetsel bileşeni her t- için sıfırdır yani sabit kalmaktadır fakat normal bileşeninin şiddeti sabit kalmakla beraber yönü her t- için değişmektedir. Tanım gereği er vektörü yörünge dairesinin merkezinden geçmektedir ve yönü merkezden dışarı doğrudur. O halde sabit şiddetli ivmeye sahip dairesel harekette maddesel noktanın sabit -R(02 şiddetindeki ivmesi eğrilik merkezine doğru gerçekleşmektedir.
Yarı kutupsal koordinatlardaki hız formülünü kullanarak ivmeyi yeniden yazalım.

vt = R d( /dt  →vt = R(  →  ar = vt2/R

Bu ifadeden şunu görüyoruz: R büyüdükçe dairesel harekette ar nin yani normal ivmenin etkisi azalmakta ve R → ∞ için bu hareket doğrusal harekete dönüşmektedir.
Bu durumda hareket denklemlerimiz:

r = R  ve  ( = (0   için  ( =(0  + (0 t
biçimini alır.

Değişken İvmeli Hareket:
Aslında bu özel hal için:
d( /dt = 0 yerine, örneğin d( /dt = (  (bir sabit) 
değerini de kabul edebiliriz. Bu durumda hareket denklemlerimiz aşağıdaki biçimi alacaktır.

d2( /dt2 =  d( /dt = (
d( /dt = ( t + (0
( = ( t2/2 + (0 t + (0
C. Harmonik Hareket:
Harmonik Hareketin tanımını yapmadan önce yukarıdaki sabit ivmeli dairesel hareketin bazı özelliklerini ele alalım. Bunun için bir şekil çizelim ve ivmenin değişimini inceleyelim.

[image: image36]
 İncelediğimiz harekette r- doğrultusunda hız zaten olamaz: dolayısıyla vr = 0 ve vt = /V/ dir ve öte yandan ( = 0 kabulü dolayısıyla at = 0 ve ar = /a/ dır. Yukarıdaki şekilde yalnızca bu büyüklükler gösterilmiştir.
Daha önce de belirttiğimiz gibi dairesl hareket yapan N maddesel noktasının ivme vektörü her t anında (yani maddesel nokta çenberin neresinde olursa olsun) dairenin merkezinden geçiyor.

Şimdi bu özelliği kullanarak Harmonik Hareketı tanımlayalım.

Harmonik Hareket:
· Her t anında ivme vektörünün sabit bir noktadan (eğrilik merkezinden) geçmesi,
· Her t anında ivme vektörünün şiddetinin eğrilik merkezinden olan uzaklıkla orantılı olması

özelliklerini taşıyan harekettir.

Dairesel hareketin bu özelliklerden ilkini taşıdığı apaçıktır. İkinci özelliğe gelince aslında maddesel nokta daire merkezinden daima aynı uzaklıkta kaldığına ve normal ivme de sabit olduğuna göre o da sağlanıyor demektir. Tabii bu sabit R uzaklığında oluşan sabit ar = vt2/R ivmesi bir ‘basit’ özel haldir. Bu sebeple dairesel harekete Basit Harmonik Hareket denilir.

Harmonik hareketlerin yalnızca bir tanesi dairesel harekettir. Harmonik hareketler için her türlü esnek (HOOKE Kuralına uyan) malzemenin titreşimlerinden, gezegenlerin hareketlarine kadar pek çok örnek gösterilebilir.
Harmonik hareketlerin Trigonometrik Fonksiyonlar yardımıyla anlatılması büyük kolaylık sağlar. Aslında ‘Sinüs ya da Cosinüs fonksiyonları ile anlatılabilen hareketler Harmonik Hareketlerdir.’ denilebilir.

Gerçekten de şekildeki hareketi göz önüne aldığımızda, maddesel nıoktanın x- ekseni üzerindeki izdüşümünün (N’ noktasının) Eğrilik Merkezinden olan uzaklığı (yani apsisi)
x = R Cos((0 + (0 t)

olarak hemen yazılabilir.

Hareketin başlangıç anında maddesel noktanın koordinatları:

x0 = R Cos(0  ve  y0 = R Sin(0
olarak verilmiştir.

Cos((0 + (0 t) = Cos(0 Cos((0 t) - Sin(0 Sin((0 t)

özdeşliğini kullanırsak bunu şöyle de ifade edebiliriz.

x = x0 Cos((0 t) - y0 Sin((0 t)

Bu harekete daha doğrusu dairesel hareket yapan maddesel noktanın Ox ekseni üzerindeki izdüşümünün hareketinde hız ve ivme değerlerini yazalım.

dx/dt = - R (0 Sin((0 + (0 t)

d2x/dt2 = - R (02 Cos((0 + (0 t)

Harmonik hareketler kinematiğin ve daha da fazlasıyla dinamiğin en önemli problemleri arasındadır. Çeşitli kuvvet ve momentlerin etkisi altında oluşan Titreşim problemlerinin pratik önemi çok büyüktür.

Periyodik Hareket:
Periyodik hareketler şöyle tanımlanır.
Bir hareket için

x = x(t) = x(t + T)

y = y(t) = y(t + T)

z = z(t) = z(t + T)

olacak şekilde bir T sayısı bulunabiliyorsa bu parametrik denklemlerin anlattığı harekete Periyodik Hareket , T sayısına bu hareketin Periyodu ve f = 1/T sayısına da bu hareketin Frekansı adı verilir.

Periodik hareketin en basit iki örneği yukarıdaki N ve N’ noktalarının yaptıkları hareketlerdir. 

Gerçekten de dairesl hareket halinde T = 2( alarak
x = x(t) = R Cos(  = R Cos (2( + ( )  
y = y(t) = R Sin(  = R Sin (2( + ( ) 

yazılabileceği gibi aynı peryodla N’ noktasının hareketi için de 
x = x(t) = x0 Cos((0 t) - y0 Sin((0 t) = x0 Cos(2( + (0 t) - y0 Sin(2( + (0 t)

yazılabileceği açıktır.
4. ÖZET - FORMÜLLER:
Bu paragrafta metinde çıkarılan ve uygulamada çok rastlanan formülleri, metindeki notasyona bağlı kalarak, özetleyeceğiz.

Sabit İvmeli Doğrusal Hareket:
u(t) = u0 + at
s(t) = s0 + u0t + at2/2

Sabit İvmeli Dairesel Hareket:
ω(t) = ω0 + (t

θ(t) = θ0 + ω0t + (t2/2

Genel Hareket:

· Doğal Koordinatlar:
V(t) = (ds/dt) t
a(t) = (d2s/dt2) t + (1/()(ds/dt)2 n

· Kartezyen Koordinatlar:
V(t) = (dx/dt) i + (dy/dt) j + (dz/dt) k

a(t) = (d2x/dt2) i + (d2y/dt2) j + (d2z/dt2) k
ds2 = dx2 + dy2 + dz2
· Yarı Kutupsal Koordinatlar:
V = vr er + v( e( + vz ez = (dr/dt) er + r.(d( /dt) e( + (dz/dt) ez   (ez =k)
a = dV/dt = [d2r/dt2 - r (d( /dt)2] er + [(1/r)d/dt(r2d( /dt)] e( + d2z/dt2 ez
ds2 = dr2 + rdθ2 + dz2
5. KİNEMATİK- MADDESEL NOKTA - PROBLEMLER:
1. Oxyz eksen takımında A(3,2,5) ,  B(1,1,1)  ve  C(0,-2,6) noktaları veriliyor. Bu noktaların yer vektörlerini yazın ve grafik çizerek gösterin.
OA = 3 i - 2 j + 5 k
OB = 1 i + 1 j + 1 k = i + j + k
OC = 0 i - 2 j + 6 k = - 2 j + 6 k
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2. OA yer vektörünün yarı kutupsal Or( z koordinatlarındaki ifadesini bulun.
Kartezyen ve Yarı kutupsal koordinatları bağlayan ifadeler:

x = r Cos( ,   y = r Sin( ,  z = z  → r = (x2+y2)1/2 , ( = Arctg(y/x) ,  z = z
Hesaplayalım.

r = [32+(-2)2]1/2 = 131/2 ( 3,605

( = Arctg(-2/3) ( 33,690
z = z = 5

3. z = 0 düzleminde A(4,2) ve B(2,4) noktaları veriliyor. A ve B nin yer vektörlerini ve AB , BA vektörlerini bulun ve grafikte gösterin.
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OA = 4 i + 2 j ,  OB = 2 i + 4 j
AB = (xB - xA) i + (yB - yA) j = (4 - 2) i + (2 - 4) j = 2 i - 2 j
BA = (xA - xB) i + (yA - yB) j = (2 - 4) i + (4 - 2) j = - 2 i + 2 j = - BA
4. z = 0 düzleminde A(5,2), B(0,1) ve C(3,3) noktaları veriliyor. AB ve AC vektörlerini yazınız ve grafikte gösteriniz.

AB = (xB - xA) i + (yB -yA) j = (0 - 5) i + (1 - 2) j = -5 i - 1 j
AC = (xC - xA) i + (yC -yA) j = (3 - 5) i + (3 - 2) j = -2 i + 1 j
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5. Bir maddesel bokta merkezi M(5,0) noktasında bulunan R = 3 yarıçaplı bir daire üzerinde hareket ediyor. Çemberin x- eksenini kestiği noktalar A ve B; çemberin en üst ve en alt noktaları C ve D dir. Bu noktaların ve çember üzerindeki herhangi bir noktanın yer vektörlerini yazınız.
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OA =2 i ,  OB = 8 i ,  OC = 5 i + 3 j ,  OD = 5 i - 3 j
Çember üzerindeki herhangi bir N noktasının koordinatları x ve y ise:

ON = x i + y j
N noktası çember üzerinde kaldığına göre koordinatları

 (x - 5)2 + y2 = 32    →   y = ( [32 - (x - 5)2]1/2
denklemini sağlamalıdır. Buna göre 

ON = x i ( [32 - (x - 5)2]1/2 j
Parantez içindeki işlemler A, B, C ve D noktalarının koordinatlarının kontrolu kolay olsun diye yapılmamıştır.

6. Bir N maddesel noktası t = 0 anında A(2,2) noktasından yola çıkarak önce B(4,3) noktasına t = 5 anında ve sonra da C(1,-1) noktasına t = 10 anında ulaşıyor. Maddesel noktanın tümüyle doğrusal bir yörünge üzerinde hareket ettiğini düşünerek şunları bulunuz.

· Yol diagramı, aldığı yol ve yerdeğiştirme miktarı
· Ortalama hızları

Yol diagramını çizelim.
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Önce AB ve BC vektörlerini yazalım.
AB = (4 - 2) i + (3 - 2) j =  2 i +  j

BC = (1 - 4) i + (-1 - 3) j = - 3 i - 4 j
İki aşamada alınan yolları hesaplayalım.
/AB/ = (22 + 12)1/2 = (5 ( 2,24 BU 
/BC/ = ((-3)2 + (-4)2)1/2 = (25 =5 BU
Alınan Yol: /AB/ + /BC/ ( 7,24 BU
Yer Değiştirme miktarını bulalım.

AC = (1 - 2) i + (-1 - 2) j = - i - 3 j
/AC/ = ((-1)2 + (-3)2)1/2 = (10 ( 3,16 BU
AB üzerindeki Ortalama Hız = Δs /Δt = /AB/ /(5 - 0) = 2,24/5 ( 0,448 BU/BZ
BC üzerindeki Ortalama Hız = Δs /Δt = /BC/ /(10 - 5) = 5/5 = 1BU/BZ

AC üzerindeki Ortalama Hız = Δs /Δt = /AC/ /(10 - 0) = 7,24/10 ( 0,724BU/BZ

BU: Birim uzunluk,   BZ: Birim zaman

7. Bir Maddesel Nokta, t = 0 anında A(1,1) noktasından B(6,3) noktasına doğrusal bir hareket yapıyor. Hareketin Asal (Sırfi) Denklemi s = s(t) = 2t olarak veriliyor. Şunları bulunuz.
· Yol diagramı, aldığı yol, yer değiştirme miktarı

· Hareketin parametrik denklemleri

· Hareket için geçen zamanı, ortalama hızı, t = 1  anındaki hızı ve maddesel noktanın yeri.
AB = (6 - 1) i + (3 - 1) j = 5 i + 2 j 
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Bu problem için alınan yol ve yer değiştirme miktarı aynıdır ve /AB/ ye eşittir.
/AB/ = (52 + 22)1/2 = (29 ( 5,39 BU

Hareketin parametrik denklemlerini yazabilmek için y = y(x) bağıntısını bulmalıyız.

y - yA = [(yB - yA) / (xB - xA)](xB - xA) → y - 1 =[(3 - 1) / (6 - 1)](x - 1) = 0,4(x - 1)

→ y =0,4x + 0,6
s(t) ile x(t) ve y(t) arasındaki ilişkiyi bulalım
 ds = (dx2 + dy2)1/2 → ds/dx = [1 + (dy/dx)2]1/2 = [1 + (0,4)2]1/2 = 1,08
Buradan integrasyonla s = s(x) ilişkisini bulacağız. Yalnız dikkat etmemiz gereken bir nokta var  t = 0 anında x = 1 ve s = 0 dır. Buna göre işlemi yaparsak

s(x) = ∫1,08dx = 1,08x - 1,08 
Şimdi x = x(t) ilişkisini bulmalıyız.
s(t) = 2t olarak verildiğine göre 2t = 1,08x - 1,08 yazabiliriz.

→ x = (2t + 1,08) / 1,08 = 1,85 t + 1
→ y = 0,4(1,85 t + 1) + 0,6 = 0,74 t + 1

Bu son değer kendi kendini sağlıyor. Çünkü t = 0 olduğunda y = 1 olması gerekiyor.

Şimdi hareketin tamamlanması için geçmesi gereken zamanı önce x- ve sonra y- ifadelerini kullanarak hesaplayalım. Tabii iki sonucun aynı çıkması lazım.

x- doğrultusundaki yer değiştirme 6 - 1 = 5 BU dur.

x- doğrultusundaki hız u = dx/dt = 1,85 BU/BZ

Zaman = Uzunluk / Hız  → Δ t = 5/1,85 = 2,70 BZ

y - doğrultusundaki yer değiştirme 3 - 1 = 2 BU

y- doğrultusundaki hız v = dy/dt = 0,74 BU/BZ

Zaman = Uzunluk / Hız  → Δ t = 2/0,74 = 2,70 BZ

Maddesel noktanın hızı her t anında sabittir ve x- , y- doğrultusundaki hızların bileşkesidir. Buna göre:
/V/ = (u2 + v2)1/2 = [(1,85)2 + (0,742)]1/2 = (3,4225 + 0,5476)1/2 = (4 = 2 BU/BZ
Ortalama hız, t = 1 anındaki hız ve her 0 < t < 2,7 anındaki hız bu değere eşittir. 
Zaten  s = 2 t bağıntısı da ds/dt = 2 BU/BZ ile bunu göstermektdir.
Maddesel noktanın t = 1 anındaki yeri x- ve y- denklemlerinde t = 1 konularak hemen elde edilir. (Toplam süre 2,7 BZ olduğu için hareketin içindeyiz.)
x = 1,85 t + 1 = 2,85 BU
 y = 0,74 t + 1 = 1,74 BU

8. x =  Sin t , y = Cos t ,  0 (  t ( (  parametrik denklemleri veriliyor. Aşağıdakileri bulunuz.
· s = s(t)
· Yer vektörünün t- ye ve s- ye bağlı ifadeleri
· dY/ds türevi ve anlamı

dx = Cos t dt ,  dy = - Sin t dt  → ds2 = dx2 + dy2 = (Cos2t + Sin2t) dt2 → ds =( dt
t( 0 verilmiş → ds = dt

Hareketin başlangıç noktasında (t = 0 da) s = 0 → s = t
Y(t) = Sin t i + Cos t j , s = t olduğuna göre Y(s) = Sin s i + Cos s j
dY/ds = Cos s i - Sin s j
Vektörün bir s noktasındaki eğimini hesaplayalım: (-Sin s)/(Cos s) = - tg s

s(x,y) yörünge eğrisinin eğimini bulalım. dy/dx : (-Sin s)/(Cos s) = - tg s

dY/ds vektörünün her t anında (ya da her s için) yörüngeye teğet olduğu görülüyor. 

Bu vektörün şiddetini hesaplayalım: /dY/ds/ = Cos2 s  + Sin2 s = 1

Açıkça görülüyor ki dY/ds birim teğet vektördür. Aslında burada yaptığımız işlemler yukarıda Serret-Frenet Formüllerini çıkarırken yaptıklatımızın basit bir örnek probleme uygulamasıdır. 
T(s) = dY/ds = Cos s i - Sin s j
Böylece problemin çözümünü tamamlamış olduk. Ancak Serret-Frenet Formüllerini bulurken yaptığımız işlemlere, bu örnek üzerinde, devam edelim. Bu amaçla dT/ds vektörünü hesaplayalım.

dT/ds = - Sin s i - Cos s j
Hemen görülüyor ki /dT/ds/ = 1 dir ve dT/ds vektörünün eğimi Cotg s tir. Şu halde 

( = /dT/ds/ = 1 →  ( = 1/(  = 1

 N(s) =  dT/ds

biçiminde belirlediğimiz N(s) vektörü, (Cotg s )( - tg s) = -1 olduğu için, her s- noktasında T(s) vektörüne diktir. Yani N(s) vektörü yörünge eğrisinin normal vektörüdür.

Bulduklarımızı bir şekil üzerinde gösterelim.
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9. Bir maddesel nokta şekilde gösterilen y = x2 + 1 parabolü üzerinde s = at asal (sırfi) denklemine uygun olarak ve t = 0 anında A(-1,2) noktasından başlayarak hareket ediyor. Şunları bulunuz.
· A,B ve C noktalarının yer vektörlerini

· B ve C noktalarına kadar alınan yolu ve yer değişim miktarlarını

· A dan C ye kadar geçen zamanı
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OA = - i + 2 j ,  OB = j ,  OC = 2 i + 5 j
y = x2 + 1 → dy = 2xdx  
→  ds = (dx2 + dy2)1/2 = (dx2 + 4x2 dx2 )1/2 = (1 + 4x2)1/2dx
s = ∫A→B,C (1 + 4x2)1/2dx

Bu integrasyon işlemi, biraz uğraştırsa da, sonuçta şöylece yazılabilir:

Önce A→B arasındaki yay:
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Şimdi B→C arasındaki yay:
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Buna göre A→C toplam yolu  ΔsA→C = 1,28 + 4,35 = 5,63BU
Başlangıç noktası olan A da t = s = 0 olarak ve öte yandan s = 2t bağıntısı da verilmiştir.
Buna göre A→C toplam zaman    ΔtA→C = (sA→C)/2  = 5,63/2 = 2,82BZ
Yer değiştirme miktarlarını bulalım.
AB = OB - OA = j - (- i + 2 j ) = - i - j  →   /AB/ = (12 + 12)1/2 = (2BU
BC = OC - OB  = 2 i + 5 j -  j = 2 i + 4 j →  /BC/ = (22 + 42)1/2 =(20BU
AC = OC - OA =,  = 2 i + 5 j - (- i + 2 j) = 3 i + 3 j → /AC/ =(32 + 32)1/2 = (18BU

10. Bir maddesel nokta y = 3x - 1 doğrusu üxerinde s = t2 asal denklemine uygun ularak hareket ediyor. Hareketin A(-1,-4) noktasından başladığını varsayarak aşağıdakileri bulunuz.
· Hareketin parametrik denklemleri

· Hız vektörü

y = 3x - 1  →  dy = 3dx
ds = (dx2 + dy2)1/2  →  ds = (dx2 + 9dx2)1/2     →  ds =(10 dx → s =(10 x + s0
Hareketin başlangıç noktası x = -1 olarak veriliyor. Yani x = -1 iken t = s = 0 dır; öyleyse s0 = 0 olmalıdır. Buna göre:
x(s) = (1/(10) s  ve y(s) = (3/(10) s - 1 

elde edilir. Öte yandan s = t2  bağıntısını da kullanırsak parametrik denklemleri elde ederiz.
x(t) = (1/(10) t2  ve y(t) = (3/(10) t2 - 1
Parametrik denklemleri bildiğimize göre hız vektörünün x- ve y- bileşenlerini ve sonra hız vektörünü hesaplamak kolaydır.

u(t) = dx(t)/dt = (2/(10)t  ,   v(t) = dy(t)/dt = (6/(10)t
V = (1/(10) [2t i + 6t j]
11. Bir maddesel nokta için parametrik denklemler x(t) = 2t ve y(t) = t2 + 1 olarak verilmiştir. Hareketin t = 0 anında A(0,1) noktasından başlasığını kabul ediyoruz. Aşağıdakileri bulun.
· Yörünge denklemi ve Asal denklem

· Herhangi bir noktadaki Yer vektörünün ve hız vektörünün ifadeleri.

Yörünge denklemi:  x = 2t →  t = x/2 , y = t2 + 1  → y = x2/4 + 1
Asal denklem: x = 2t → dx = 2dt , y = t2 + 1  → dy = 2tdt
ds = (dx2 + dy2)1/2 →ds = (4dt 2 + 4t2 dt 2)1/2 =2(1 + t2)1/2dt
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Yer vektörü: Y(t) = 2t i + (t2 + 1) j
Hız vektörü; V(t) = 2 i + 2t j
12. Bir maddesel noktanın parametrik denklemleri x = t/3k ve y = tSinkt olarak verilmiştir. Hareketin t = 0 anında koordinat merkezinden başladığı varsayılıyor. Aşağıdakileri bulun.

· Yörünge denklemi ve grafiği

· Yer vcektörü ve Hız vektörü

· k>1 ve k<1 için bulduklarınızı irdeleyin.

Yörünge denklemi:  x = t/3k  →   t = 3kx ,   y = t Sinkt  → y = (3kx)(Sin3k2x)
               k<1                                              k=1                                      k>1
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Yörünge eğrileri, 0( t ( 4 , k<1, k=1 ve k>1 için yukarıdadır; k büyüdükçe belirlenen aralıktaki ‘titreşim’ sayısı artmaktadır.
Yer vektörü:  Y(t) = (t/3k) i + (t Sin kt) j
Hız vektörü; V(t) = (1/3k) i + [Sin kt +  kt Cos kt] j
13. Bir maddesel nokta yarıçapı R = 1BU olan bir daire üzerinde -hızı değişmeksizin- birim zamanda 3 tur yapıyor. Şunları hesaplayınız.

· Açısal hız

· Teğetsel hız

· Alan hızı

Dairenin bir tam turu 2( Radyan → Açısal hız Δ( /Δt = 6(Radyan/BZ
Dairenin yarıçapı R = 1 →  Teğetsel hız R Δ( /Δt = 6(BU /BZ
Alan Hızı = (1/2)R2Δ( /Δt  = 3(BU /BZ
14. Bir saat mekanizmasındaki yelkovan, akrep ve saniye kolunun açısal hızlarını hesaplayınız.
Yelkovan saatte bir tur yapıyor. ( =Δ( /Δt = 2( /60 = ( /30 Radyan/dakika

Akrep 12 saatte bir tur yapıyor. ( = Δ( /Δt = 2( / 12x60 = ( /360 Radyan/dakika
Saniye kolu dakikada 1 tur yapıyor. ( = Δ( /Δt = 2( /1 = 2(  Radyan/dakika
15. Ayın dünyadan uzaklığı (merkezden-merkeze) yaklaşık 400.000 km dir. Ay dünya etrafındaki bir turunu yaklaşık 27 günde tamamlamaktadır. Başlangıç noktası dünya merkezinde varsayılan bir eksen takımına göre ayın açısal hızını teğetsel hızını ve alan hızını hesaplayınız.
Açısal hız: ( =Δ( /Δt = 2( /(27x24x60x60) = ( /1166400 Radyan/saniye
Teğetsel hız: vt = R Δ( /Δt = (400000x3.14)/ 1166400 = 1.077 km/sn
Alan hızı:  (1/2)R2Δ( /Δt = (1/2)Rvt = (1/2)x400000x1.077 = 215363 km2/sn
16. Dünyanın yarıçapı yaklaşık 6370 km olarak kabul edilebilir. Dünyanın açısal hızını ve ekvator üzerindeki teğetsel hızını hesaplayınız.

Açısal hız: ( =Δ( /Δt = 2( /(24x60x60) = 7.27x10 -5 Radyan/saniye
Teğetsel hız: vt = R Δ( /Δt = 6370x1000x7.27x10 -5= 463 m/sn
(Not: Astronomlar bu hızı bizim yaptığımız gibi güneş etrafındaki bir tam dönme sayısı olan 365 güne göre değil fakat yaklaşık 364.003 günden oluşan yıldız yılına göre hesaplarlar.)
17. Bir şekil çizerek eğrisel hareket yapan bir maddesel noktanın teğetsel ve açısal hızlarını gösteriniz. Bu şekle dayanarak maddesel noktanın ivmesini asal koordinatlarda bulunuz. Bulduğunuz sonucu kullanarak dünyanın ekvator üzerindeki ivme bileşenlerini hesaplayınız.
Önce bir şekil çizelim ve yukarıda ivme ile ilgili verilen bilgileri tekrarlayalım.


[image: image48]
Şekilde yörünge eğrisi s = s(t) üzerinde hareket eden maddesel noktanın herhangi bir t- anında bulunduğu noktadaki hız ve ivmeler gösterilmiştir. Aynı andaki açısal hız ( olarak kabul edilmiştir.

Şimdi bildiklerimizi tekrarlayalım. Yörünge üzerinde hareket ettiğimize göre tek bir hız vektörümüz vardır: vt . Ancak incelediğimiz noktada genelde sıfır olmayan bir eğrilik ve buna bağlı olarak bir eğrilik yarıçapı r bulunduğuna göre bulunduğumuz nokta için bu vt vektörünü v( olarak düşünebiliriz. Buna göre herhangi bir t- anı (ya da herhangi bir nokta) için şunu hemen yazabiliriz.
vt = ds/dt et
Bu büyüklüğün zamana göre türevi bize ivmeyi verecektir.

a = d2s/dt2 et + (ds/dt)(det /dt)

Buradaki et yi artık eθ olarak adlandırabiliriz. İkinci terimdeki det /dt büyüklüğüne bakalım. Bu türevi (Serret-Frenet Formüllerini çıkarırken yaptığımız gibi) şöyle hesaplayabiliriz.

det /dt = (1/()(ds/dt)(de( /ds) 

 /e((s)/ =1 olduğunu biliyoruz. O halde /e( /2 =1 → 2 e( . de( /dt = 0 dır ve buna göre de (de( /dt) vektörü e( vektörüne  dik bir vektördür. Döndürme yönünü ( nın işareti belirleyeceğine göre bu birim vektör aslında n= -er vektörüdür ve şekilde gösterilmiştir. O halde bu problem için ivme vektörü şöyle yazılabilir.

a = d2s/dt2 eθ - (1/()(ds/dt)2er
Böylece ivmenin asal bileşenlerini yeniden bulduk. Şimdi bu formülü dünyanın hareketine uygulayalım.

Dünyanın açısal hızını önceki problemde ( =Δ( /Δt = 7.27x10 -5 Radyan/saniye (Sabit) olarak hesaplamıştık ve dünyanın yarıçapı R = 6370 km olarak verilmişti. 
r = R (sabit) → R =( , ( (sabit) halinde:

Δs = R Δ( ,  Δ(  = ( Δt    →    Δs = R( Δt →   Δs/Δt = R(    →    Δ2s/Δt2  = 0
Bunlara göre ekvator üzerindeki ivme şöylece hesaplanabilir.
a = - (1/R)(R()2 er = - R(2er → /a/= - 6370000(7,27x10-5)2 = - 0.034 m/sn2
Buradaki eksi işareti ivmenin Eğrilik Merkezine yönelik olduğunu göstermektedir.

18. Bir maddesel noktanın hareketi x = t2 ,   y = 2t + 3 parametrik denklemleri ile veriliyor.    t = 0 da s = 0 ,   x = 0 ,  y = 3  olarak kabul edildiğine göre:

· Hızın ve ivmenin kartezyen bileşenlerini bulunuz.
· t = 2 anındaki s(2) ,  V(2) ve a(2) değerlerini bulunuz.

x = t2 →  dx/dt = 2t →  d2x/dt2 = 2

y = 2t + 3 →  dy/dt = 2 →   d2y/dt2 = 0

V(t) = 2t i + 2 j →   V(2) = 4 i + 2 j   

 a(t) = 2 i →  a(2) = 2 i
19. Düşey Atış/Serbest Düşme Problemi: Bir maddesel nokta (örneğin çakıl taşı ya da mermi gibi bir küçük cisim) Oz ekseni üzerinde O noktasından z>0 yönünde bir w = w0 k  ilk hızı ile fırlatılıyor. Cisim hareketinin her anında bir az= -g k (yerçekimi) ivmesine sahiptir. Hava ile taş arasında gerçekte mevcut olan sürtünmenin doğuracağı Sürükleme Kuvvetini yoksayarak hareketi inceleyiniz.
Cismin herhangi bir t anındaki hızı:

w(t) = (w0 - gt) k 

olarak verilmiştir. Cismin hızının her t- anında g kadar azaldığı açıktır ve hızın sıfır olduğu nokta cismin erişebileceği en büyük yüksekliktir. Bu noktaya ulaşan cisim g ivmesi ile aşağı doğru harekete geçecektir.
Önce yukarı çıkış hareketini inceleyelim.

Tepe noktasında w(t=T1) = (w0 - gT1) k = 0 →w0 - gT1  = 0  →   T1  = w0 /g

Öte yandan her t- için:  dz/dt = /w(t)/ = w0 - gt → z(t) = w0 t - gt2/2 
Tepe noktasında t = T1 = w0 /g dir. O halde h = z(T1) = w0 (w0 /g) - g (w0 /g) 2/2 = w0 2/2g

Cisim bu h yüksekliğinden aşağı doğru sıfır ilk hızla harekete geçecek ve tabii ancak h kadar düşebilecektir. O halde iniş hareketinde t- yi yine sıfırdan başlatarak ölçersek:

z(t) = h - gt2/2 
denklemi geçerli olacaktır. Bu defa T2 kadar zamanda yere değdiğini varsayalım.

z(T2) = 0 = h - gt2/2 = w02 /2g - gT22/2  →  T2 = w0 / g   İlginç! T1 = T2 

Cismin yere değdiği andaki hızını da bulalım. w(t) = - gt → w(T2) = gT2 = w0
Sürtünmeleri ihmal ettiğimiz için taşımız elimizden çıktığı andaki hızı ile yere düşmektedir.

20. Eğik Atış Problemi: Yukarıdaki problemi azıcık değiştirelim ve taşımızı yatayla bir ( açısı yapacak şekilde ve  belli bir ilk hız ile fırlattığımızı düşünelim.Önce bir şekil çizelim ve hareketin geometrisini anlamaya çalışalım.


[image: image49]
Hava ile olan sürtünmeleri ihmal ettiğimiz için maddesel noktanın hareketi yalnızca verdiğimiz ilk hız ve yerçekimi ivmesi etkilemektedir. Önceki problemden farklı olarak burada ilk hızımız artık koordinat eksenlerinden hiçbirine paralel değildir. Yani ilk hizı şöyle ifade etmemiz gerekiyor.

V(t) = u(t) i +  w(t) k
Bu hızın t=0 anındaki şiddeti V0 olarak ve yönü x- ekseni ile yaptığı açı ( olarak verilmiştir. O halde t=0 anındaki büyüklükleri (0) altendisi ile gösterirsek:
/V(0)/ = V0   → V(0) = V0 Cos( i + V0 Sin( k   →    u = V0 Cos( ,  w = V0 Sin(
yazabiliriz. 
Maddesel noktanın t=0 anındaki hızının iki bileşeni olduğunu ve bunların şiddetlerinin yukarıdaki şekilde yazılacağını belirledik. Aslında doğal olarak bu hareketin başından sonuna kadar hız vektörünün x- doğrultusunda u ve z- doğrultusunda w olmak üzere iki bileşeni bulunacaktır.
Şimdi bunları ayrı ayrı inceleyelim.
x- doğrultusundaki u0 = V0 Cos( bileşeni üzerinde, sürüklemeyi ihmal ettiğimiz için, hiçbir değişiklik olamayacak; maddesel nokta hareketi başladığı u0 = V0 Cos( hızı ile bitirecektir.

z- doğrultusundaki w0 = V0 Sin( bileşeni üzerinde, sürüklemeyi ihmal ettiğimiz için, düşey doğrultudaki -g (yerçekimi) ivmesinin etkisi dışında hiçbir değişiklik olamayacaktır. O halde elimizdeki problem z- doğrultusunda yukarıdaki problemin w0  yerine w0 = V0 Sin( hızı konulmuş bir tekrarından ibarettir.
Yukarıdaki basit analize göre maddesel noktanın herhangi bir t- anındaki hızları aşağıdaki gibi yazılabilir.

x- yönünde u(t) = dx/dt = V0 Cos ( = st.

z- yönünde w(t) = dz/dt =  V0 Sin ( - gt 

Maddesel noktanın herhangi bir t- anındaki yeri buradan hemen bulunabilir.

x- yönünde x(t) = V0 Cos ( t , (t = 0 anında x0 = 0)

z- yönünde z(t) = V0 Sin ( t - gt2/2 ,  (t = 0 anında z0 = 0)

bu iki ifadenin birincisinden t = x /(V0 Cos ( ) bulunur ve ikinci ifadede yerine konursa yörünge denklemi hemen elde edilir.
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Açıkça görülüyor ki maddesel noktanın yörüngesi bir paraboldür.

Şimdi maddesel noktanın ulaştığı en büyük z(t) ve bunun gerçekleştiği x(t)  değerlerini hesaplayalım. Bunun için tamamen önceki problemde yaptıklarımızı tekrarlayacağız. Tepe noktasına varmak için geçen zamanı T1 ile gösterelim ve o noktada z- doğrultusundaki hızın sıfır olduğunu düşünelim.
w(t=T1) =  V0 Sin ( - gT1 = 0 → T1 = V0 Sin ( /g

Buna göre:

x(t=T1) = V0 Cos ( (V0 Sin ( /g) = (V02/g)Cos( Sin( = (V0 2/2g) Sin2(
z(t=T1) = V0 Sin ( (V0 Sin ( /g)  - g(V0 Sin ( /g) 2/2 = V0 2 Sin2 ( /2g
Tepe noktasından tekrar z = 0 noktasına kadar geçen zaman T2 yi (aynen önceki problemde olduğu gibi)

z(t=T2 ) = V0 2 Sin2 ( /2g  - gT22/2 = 0  →  T2 = V0 Sin ( /g =T1
O halde maddesel noktanın havada kaldığı süre: 2T1 = 2 V0 Sin ( /g

x- doğrultusunda ulaştığı maksimum uzaklık (Menzil): x(t=2T1) = (V0 2/g) Sin2(
Bu son neticeyi yörünge denkleminde z(t) = 0 yazarak yeniden bulmaya çalışalım.
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x1 = 0 hareketin başlangıç noktasını, x2 = (V0 2/g) Sin2(  ise bitiş noktasını (menzilini) göstermektedir.
21. Yukarıdaki problemde maksimum menzili veren ( açısını bulunuz.
Herhangi bir ( açısı ile ulaşılabilecek en büyuk x değerini yukarıda bulduk.

x(t=2T1) = (V0 2/g) Sin2(
Hangi ( açısının maksimum x- değerini vereceği soruluyor. Buna göre x = x(( ) kabul ederek ve ( ya göre türev alarak hemen sonucu bulabiliriz.

 x(() = (V0 2/g) Sin2( → dx/d( =2 (V0 2/g) Cos 2( = 0 → ( = ( /4
22. Bir N maddesel noktası R yarıçaplı bir daire üzerinde sabit ( açısal hızı ile hareket ediyor. Hızının ve ivmesinin kartezyen bileşenlerinin değişimini z>0 eksenine göre ölçülen ( açısına bağlı olarak inceleyiniz. 
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Şekilde N noktasının hızı v( ve ivmesi ar gösterilmiştir. 
v( nın x-, z- bileşenleri mavi ve ar nin x-, z- bileşenleri turuncu ile çizilmiştir; inceleyeceğimiz büyüklükler bunlardır.
Yörünge eğrisi r = R = st. çemberi olduğuna göre buna teğet olan v( hızı maddesel noktanın hız vektörüdür yani v( = vt dir ve şiddeti her t- için
 v( = R( 

Açısal hız ( = d( /dt = st. →  d( /dt = 0  verildiğine göre asal koordinatlarda ivme:
a = -[R (2] er + R [d( /dt] e(  

 ar = -R(2
Problemin bundan sonrası tamamen şekilde gösterilen -kenarları birbirine dik- açılardan yararlanarak bileşenlerin ifadelerini yazmaktan ibarettir.
u = R( Cos( , w = R( Sin(
ax = R(2Sin( , az = R(2Cos(
Açıkça görüldüğü gibi

( =0 için u = umaks. = R( ,w = 0, ( = (/2 için u = 0, w =-R( , ( = (/4 için u = -w = R((2 
( =0 için az= amaks.=-R(2 ,ax=0, ( = (/2 için az= 0, ax=-R(2 , ( =(/4 için ax= az= -R(2(2

(/2>(>(  aralığında işaret değişikliği ile aynı değerler.
6. KATI CİSMİN HAREKETİ:
Bu bölümde katı cismin hareketini ele alacağız. Genel bir analizden önce basit bir örnek seçerek çalışmamızın biçimini belirleyecek bazı temel kavramları incelemeliyiz.

Bu amaçla yukarıdaki bölümün problemleri arasında incelediğimiz eğik atış problemini ele alacağız ve bunu en basit katı cisim formlarından ikisi olan ‘cirit’ , ‘bilardo topu’  ve ‘gülle’ için irdeleyeceğiz.
Cirit probleminden başlayalım; yalnız gerçek ciritten bir az farklı olarak bizim ciritimiz, orta noktası M olan (AN = BN = AB/2), bir AB doğru parçası olsun. Varsayalım ki AB doğru parçası şekildeki eksen takımı içinde  O noktasından herhangi bir ilk hızla fırlatılmıştır ve havada hareket halindedir. 
Yukarıda yaptığımız Eğik Atış çalışması bize -eğer ciriti bir maddesel nokta kabul edersek- hareketin herhangi bir t- anındaki hızını hesaplama olanağı vermektedir. Şimdi varsayalım ki ciriti N maddesel noktasından ibaret kabul ettik ve bu noktanın hızını Eğik Atış problemi yardımı ile hesapladık.
Bir şekil çizelim ve şu soruya cevap arayalım: ‘N noktasının hız vektörü VN biliniyorsa A ve B noktalarının hızları VA ve VB için ne söylenebilir?’
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Cirit havada seyretmektedir. A, B ve M noktalarında farklı hizlar oluşmuştur. Tekrar soralım: ‘VA ve VB ile değeri bilinen VN arasında ne ilişki vardır?’
VA , VB ve VN nin AB doğrusu üzerindeki izdüşümlerini bulalım (şekilde kırmızı) ve bunları VA’ , VB!  ve VN’ olarak adladıralım. Ayrıca bu üç noktaya ait yer vektörleri (şekilde yeşil) OA ,  ON ,  OB  yi de çizelim.
Şunu biliyoruz:

ON - OA = AN ,   OB - ON = NB ,  AN = NB ,  AN 2 = NB 2 = (AB/2)2  (sabit bir uzunluk!)

Şu halde d(AN 2)/dt = AN.d(AN)/dt = 0  ve  d(NB 2)/dt = NB.d(NB)/dt = 0
Bu noktalara ait hızları yazalım.
VN = d(ON)/dt , VA = d(OA)/dt ,  VB = d(OB)/dt

Şimdi yukarıdaki fark bağıntılarını türetelim, ve sırasıyla, AN ve NB ile çarpalım.

AN.[ d(ON)/dt - d(OA)/dt ] = AN.d(AN/dt) = 0
NB.[ d(OB)/dt - d(ON)/dt ] = NB.d(NB/dt) = 0

Öyleyse(AN = NB = AB/2 olduğunu hatırlayarak) hemen şu temel sonucu görebiliriz.

AB.d(ON)/dt =AB.d(OA)/dt = ABd(OB/dt)   →    AB.VN = AB.VA = AB.VB
Bu sonucu sözlerle ifade edelim. Katı cisim olduğu kabul edilen bir AB doğru parçasının herhangi bir hareketinde üzerindeki bütün noktaların hızlarının AB doğrultusundaki bileşenleri birbirine eşittir. 
Tabii burada ‘cirit’ olarak hayal ettiğimiz bu AB doğru parçasını aslında herhangi şekle sahip bir katı cismin içinde yer alan herhangi iki A ve B noktalarını birleştiren bir çizgi olarak da düşünebileceğimiz açıktır. Çünkü AB doğru parçasına ait bir tek özelliği kullandık: AB = st. Bu ise bir katı cisim içinde yer olan herhangi iki noktayı birleştiren her doğru parçası için geçerlidir: çünkü katı cisimin tanımı budur. Diğer sözlerle bu AB doğru parçası, eğer bir küpün hareketini inceliyorsak bu küpün bir kenarı veya bir köşegeni; eğer bir silindiri inceliyorsak bunun simetri ekseni ya da herhangi biçimli bir katı cisim içinde herhangi bir doğru parçası olarak düşünülebilir.
Öyleyse yukarıdaki bulgumuzu yeniden sözlü olarak ifade edelim.

‘Hareketli bir katı cisim içinde seçilen her AB doğru parçasının üzerindeki bütün noktalardaki hızların AB doğru parçası doğrultusundaki bileşenleri birbirine eşittir.’
Şimdi ciritin hareketini başlangıcından bitimine kadar gösteren temsili bir şekil cizelim:
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Şekilde ciritin başlangıç noktasındaki konumu diğer noktalardaki konumu ile birlikte çizilmiştir.

Görülüyor ki cirit bir yandan kendisine paralel kalarak ilerlerken yani ötelerken bir yandan da üzerindeki (veya dışındaki) bir noktaya nazaran dönerek ilerlemektedir.

Bu dönerek ilerleme konusunu bir bilardo topunun hareketini inceleyerek yeniden ele alalım. Varsayalim ki bilardo topu masanın üzerinde ‘kaymaksızın’ yani her t- anında masaya başka bir noktası temas ederek ilerlemektedir. Kuşkusuz bu t- anında masaya değen noktanın hızı sıfır olacaktır.

Şimdi bir şekil çizelim ve problemi, yukarıda verdiğimiz kuralı da uygulayarak inceleyelim.
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Bilardo topunun masaya değen A noktası değme anındaki t- değeri için sabittir ve hızı sıfırdır. Şimdi bu noktayı merkezden geçen ve dolayısıyla 2R uzunluğundaki bir doğru ile B noktasına bağlayan doğru parçasını düşünelim. Yukarıda verdiğimiz kurala göre B noktasındaki hızın AB doğrusu üzerindeki izdüşümü sıfır olmalıdır. Gerçekten de B noktası A etrafında 2R yarıçaplı bir çenber çizdiğine göre B deki hız vektörü AB doğrusuna dik olmak zorundadır ve bu yüzden de AB üzerindeki izdüşümü sıfırdır.
Benzer şekilde A dan örneğin L uzaklıktaki bir C noktasını düşünelim. C noktası, incelediğimiz o anda, A etrafında L yarıçaplı bir çenber çizmektedir (şekilde kırmızı ile çizilmiş) ve sahip olduğu hız AC doğrusuna dik kalmak zorundadır. O halde C noktasının hızının da AC üzeindeki izdüşümü sıfıra eşittir.

Açıkça görüldüğü gibi bilardo topu bir yandan kendine paralel kalarak ilerlerken yani ötelerken bir yandan da durmadan değişen bir noktası (şekilde A noktası) etrafında dönme hareketi yapmaktadır

Bu öteleme ve dönme hareketi atılan ‘gülle’de de aynen kendini göstermektedir. Gerçekten de atıcının elinden fırlayan gülle bir yandan kendine paralel olarak ilerlerken bir yandan da kendi merkezi etrafında dönmektedir. 
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Yukarıdaki şekillerde sarı oklarla temsil edilen bu iki temel hareket aslında her katı cismin her hareketinde hemen gözlemlenebilir.
O halde katı cismin hareketini iki altbaşlıkta incelemek kolaylık sağlayacaktır.

· Öteleme: Katı cismin kendisine paralel kalarak yaptığı yer değiştirme.

· Dönme: Katı cismin içindeki veya dışındaki bir noktaya göre dönerek yaptığı yer değiştirme.

Kuşkusuz bu iki hareketin toplamı bize katı cismin hareketini tam olarak açıklayacaktır. O halde bu hareketleri ayrı ayrı incelememizde yarar vardır.
Ancak bu incelemeye başlamadan önce bir noktaya daha dikkat çekmemiz gerekiyor. Bu amaçla yukarıdaki gülle hareketini yeniden ele alalım,
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Şekilden görüldüğü gibi gülle bir O(((  eksen takımı içine yerleştirilmiştir. Hareketi bu eksen takımına göre belirlenecektir. Ancak istenildiği takdirde, şekilde gösterildiği gibi, hareketli cisme bağlı bir Pxyz eksen takımı daha seçilebilir. Doğal olarak, örneğin, bir N noktasının  Oxyz eksen takımına göre yazılan Yer Vektörü O(((  eksen takımına göre yazılandan farklı olacaktır. Kuşkusuz N noktasının O((( eksen takımına göre yazılan hızı, ivmesi, yörüngesi ve benzeri bütün hareket özellikleri de Pxyz eksenine göre yazılanlardan farklı olacaktır.
Şekilden de görülebileceği gibi O((( eksen takımının hareket eden cisimle ilgisi yoktur. Basitleştirici bir kabul olarak O((( eksen takımını her t- için hareketsiz kabul edebiliriz ve bu sisteme Sabit Eksen Takımı adını verebiliriz. Buna karşılık Oxyz eksen takımı cisimle birlikte hareket etmektedir. O halde bu koordinat sistemine Hareketli Eksen Takımı ya da Bağlı Eksen Takımı adını verebiliriz.
Buna göre:

İzafi/Göreli Hareket: Katı cismin Pxyz  Hareketli/Bağlı Eksen Takımına göre hareketi.

Mutlak Hareket: Katı cismin O(((  Sabit Eksen Takımına göre hareketi.

Sürüklenme Hareketi: Pxyz  Eksen Takımının O((( Eksen Takımına göre hareketi.

biçiminde adlandırılır. Bu tanımlar yardımı ile, simgesel olarak, şu genel kuralı ifade edebiliriz.
Mutlak Hareket = Sürüklenme Hareketi + Göreli Hareket
Açıktır ki bu ifade vektörsel büyüklükler arasında yazılmıştır ve toplama ya da eşitlik vektörsel büyüklükler arasında gerçekleştirilecektir.
Genelde pratikte en çok karşımıza çıkan problem 
‘Katı cismin Pxyz Hareketli/Bağlı Eksen Takımına göre hareketi yani göreli hareket belli iken bu hareketten O(((  Eksen Takımına göre harekete yani mutlak harekete geçmek’ 

biçimindedir.

Aşağıda ele alacağımız büıün problemlerde Hareketli/Bağlı eksen takımını hareket eden katı cismin bir noktasına bağlanmış ve dolayısıyla İzafi hareketin yalnızca dönme hareketinden oluştuğun kabul edeceğiz.
Eksen takımları ile ilgili söyleyeceklerimiz şimdilik bu kadar. İleride Dinamik problemlerini incelerken göreceğiz ki eksen takımı seçmek basit bir matematik işlem ya da keyfi bir tercih olayı değil fakat incelenen mekanik problemlerinin bazı özelliklerinin zorunlu kıldığı bir işlemdir.

Katı Cismin Öteleme Hareketi:
Basitçe ifade edilmek istenrse katı cismin her t- anında kendine paralel kaldığı harekete Öteleme Hareketi adını verdiğimizi yukarıda da belirtmiştik.

Öteleme Hareketi için bir diğer tanım şöyle yapılabilir. Katı cismin içinde seçilen her nokta çiftinin, örneğin A ve B nin, birbirlerine her zaman aynı uzaklıkta kalacaklarını katı cismin tanımı olarak kabul etmiştik. Şimdi bu iki noktanın belirlediği AB vektörünü düşünelim. Yukarıda da belirtildiği gibi her t- için /AB/ sabittir; fakat her t- için AB vektörünün kendisi de sabit kalıyorsa ve bu özellik katı cismin bütün nokta çiftleri için geçerli ise katı cisim bir Öteleme Hareketi yapıyor denilir.

Yukarıdaki tanımların sonucu olarak daha net ve kullanışlı bir tanım daha yapabiliriz:

Bir katı cismin sürekli bir hareketin herhangi bir t- anında, bütün noktalarının yer vektörleri cismin aynı noktalarının t0 anındaki yer vektörlerine aynı bir F vektörü eklenerek bulunabiliyorsa bu harekete Öteleme Hareketi denir.
Bir şekil çizelim: 
Bir ABCD dikgörtgeninin Oxz düzleminde öteleme hareketi yaptığını varsayalım. Şekilden de görülebileceği gibi bu dikdörtgenin

 t = t0 anındaki konumu A0B0C0D0
t = t1 anındaki konumu A1B1C1D1
t = t2 anındaki konumu A2B2C2D2
olsun.
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Şunların hemen yazılabileceği açıktır.
OA1 = OA0 + F1 ,  OA2 = OA1 + F2 = OA0 + F1 + F2
OB1 = OB0 + F1 ,  OB2 = OB1 + F2 = OB0 + F1 + F2
Buradaki F1 , F2 veya F1 + F2 vektörlerinin sabit vektörler olduğu ve bu bağıntıların hareketli katı cismin her noktası için yazılabileceği açıktır.

Şimdi katı cismin üzerindeki herhangi bir doğru parçası, örneğin CD kenarı, için hız ve ivme vektörlerini yazalım. Aynı şekilden yararlanabilmek için Δt1 = t1 - t0  veya Δt2 = t2 - t1  kabul edelim. Bu kabul altında A ve B noktalarının hızlarını yazalım.
Δt1 = t1 - t0  aralığında ve Δt1→0 limiti alındıktan sonra: 

d/dt{OA1 = OA0 + F1} = d(OA1)/dt = d(OA0)/dt + d(F1)/dt → d(OA1)/dt = d(OA0)/dt

elde edilecektir. Tabii aynı biçimde

 d(OB1)/dt = d(OB0)/dt

yazılabileceği açıktır. Şimdi AB kenarını bir AB vektörü olarak düşünelim ve A noktasının hızından yararlanarak B noktasının hızını bulmaya çalışalım. Tanım gereği AB vektörünün şiddeti doğrultusu ve yönü sabittir yani A0B0 = A1B1 = A2B2→ d(AB)/dt = 0 olduğuna göre:
OB0 = OA0 + A0B0  → d(OB0)/dt = d(OA0)/dt + d(A0B0)/dt  →  d(OB0)/dt = d(OA0)/dt
sonucuna varılır. Δt2 = t2 - t1  zaman araliği da aynı işlemlerin yapılabileceği ve sonucun farklı bir limit değere (yani farklı bir hız değerine) varmasına rağmen A ve B noktalarının hızlarının bu aralıkta da birbirine eşit olduğu hemen görülecektir.
Benzer analizi ivmeler için de aynen yapabileceğimize göre Öteleme hareketi için şunu söyleyebiliriz.

Öteleme hareketi yapan bir katı cismin bütün noktalarının hız vektörleri, her t anında, birbiri ile aynıdır; benzer şekilde ivme vektörleri de, her t anında, birbirine eşittir.
Öteleme hareketi için ilk akla gelen ve en kolay tasavvur edilebilen hareket doğrusal hareket yani yörüngenin bir doğru oladuğu harekettir. Ancak bir öteleme hareketinin yörüngesi herhangi bir parçalı sürekli eğri olabilir.

Aşağıdaki şekilde bu. temsili olarak gösterilmiştir.
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Katı Cismin Dönme Hareketi:
Hareket halinde bir katı cisim düşünelim; eğer herhangi bir t- anında hareketli katı cismin herhangi bir ya da iki noktası sabit kalıyorsa katı cisim o t- anında Dönme Hareketi yapıyor denir.
Eğer bir tek nokta sabit kalıyorsa bu noktaya Dönme Merkezi adı verilir.

Eğer iki nokta sabit kalıyorsa bu, katı cisim tanımından dolayı, o iki noktayı birleştiren doğru üzerindeki bütün noktaların sabit kalması demektir. Bu doğruya Dönme Ekseni denir.

Hemen örnek verelim.

Bir düzlem yüzey üzerinde kaymaksızın yuvarlanan her top bir nokta etrafındaki Dönme Hareketi için örnek oluşturur. Her t- anında topun yere değen noktası Dönme Merkezi dir.

Açılan ya da kapatılan bir kapı/pencere ise bir doğru etrafındaki Dönme Hareketi için iyi bir örnektir. Menteşelerin belirlediği doğru, hareketin Dönme Ekseni dir.
Dönme hareketini incelemek için Oxy düzlemine yerleştirilmiş bir OABC dikdörtgenini ele alalım. Varsayalım ki bu OABC dikdörtgeni bir ( = d( /dt açısal hızı ile dönmektedir ve belli bir t- anında (- kadar yol almıştır. O etrafında eşmerkezli daireler çizen A → A’ ye B → B’ ye gitmiştir.
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Bir katı cisim olarak kabul ettiğimiz bu OABC dikdörtgeni üzerinde rasgele iki nokta, örneğin A ve B noktalarını seçelim.
A noktasının hızı: VA = d(OA)/dt,    B oktasının hızı: VB= d(OB)/dt = d(OA+AB)/dt

Bu noktaların hızlarının farkını düşünelim. 
VB - VA =  d(OB)/dt - d(OA)/dt = d(AB)/dt
Dikdörtgenimizin bir kenarını oluşturan AB vektörünün uzunluğu /AB/ = /BA/ = sabit olduğuna göre, A ve B noktalarındaki hızların AB doğrultusundaki bileşenleri eşittir; yani

VB .AB = VA.AB
Şimdi bir an için A ve B noktalarını bağımsız birer maddesel nokta olarak düşünelim ve hızlarını oranlayalım. Şekildeki üçgenlerin benzerliğinden hemen görüyoruz ki:
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Bu oran bize şunu söylüyor: VA ve VB hızları ait oldukları A ve B noktalarının O noktasından uzaklıkları ile orantılı büyüklüklere sahip. Bu iki noktayı rasgele seçtiğimize ve herhangi bir t- zamanı belirlemediğimize göre bu özellik katı cismin bütün noktaları için ve dönme hareketinin tamamında geçerlidir.
Buna göre katı cisimlerin bütün noktaları dönme merkezi etrafında eşmerkezli daireler çizerler ve yine bütün noktaların açısal hızları birbirine eçittir. Yani bütün katı cismin tek bir açısal hızı vardır.

Bu açısal hızın şiddetini evvelce olduğu gibi ((t) ile gösterelim ve yukarıda açıkladığımız orantı kuralını kullanarak vektörsel biçimini yazalım.
( = ((t) k
Bu vektörü Anlık (Ani) Dönme Vektörü olarak adlandıracağız. 

Katı cisim üzerindeki herhangi bir N noktası için O dönme merkezi etrafındaki açısal hız (  ve N noktasının bu açısal hıza bağlı değeri VN şöyle ifade edilir.
VN = ( x ON = ( k x ON
Yukarıda düzlemsel bir hareketi inceleyerek vardığımız bu sonucun üç boyutlu uzayda da aynen geçerli olacağı kolayca gösterilebilir. Dolayısı ile artık bütün katı cisim dönme hareketleri için bu iki bağıntıyı kullanabiliriz.
Bu bağıntıyı uygularken şu kurallara dikkat etmeliyiz.
ixi = jxj = kxk = 0 ,   ixj = k ,  jxk = i , kxi = j
veya daha kolay kullanılan bir ifade olan şu bağıntıyı kullanabiliriz.
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 (Altı çizgili harfler vektorsel büyüklükleri göstermektedir.)

Bu ifadeyi A noktası için uygulayalım; OA = /OA/ i
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 (Altı çizgili harfler vektorsel büyüklüklerdir.)

Katı cismin dönme hareketini bir defa da üç boyutlu bir cisim için ele alalım.

Varsayalım ki şekildeki dikdörtgenler pirizması AE kenarı etrafında ((t) açısal hızı ile bir dönme hareketi tapmaktadır. Yukarıdakinden farklı olarak hareketimiz bu defa bir ‘eksen’ (AE doğrusu) etrafında gerçekleşmektedir.
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Şekilden de görüldüğü gibi katı cisim z- ekseni etrafında ( açısal hizi ile dönmektedir ve .ncelediğimiz t- anında ADHE yüzü yz düzlemi ile ( açısı yapmaktadır. Özellikle C ve G noktalarının hızları ile ilgilenmekteyiz.
Dönme ekseni z- ekseni ile çakıştığına göre Anlık Dönme Vektörü ( = ( k dır.

Yukarıda verdiğimiz tanıma göre yer vektörlerini ve anlık dönme vektörünü kullanarak C ve G noktalarının hızlarını yazalım.

VC = ( x AC ,   VG = ( x AG
Öte yandan AG = AC + CG  →  VG = ( x AG = ( x (AC + CG) =( x AC + ( x CG
( // CG   olduğuna göre ( x CG = 0  →   VG = ( x AC = VC
Böylece verilen bir t- anında katı cismin bütün noktalarının bir tek açısal hızı olduğunu tekrar göstermiş olduk.
Katı cismin dönme hareketindeki hızları belirledik. Şimdi ivmeleri inceleyelim.

Bu amaçla yine yukarıdaki şekilden yararlanacağız ve örneğin G noktasının ivmesini hesaplayacağız.

Eğer ( sabit ise bu takdirde G noktasının ( veya katı cismin başka herhangi bir noktasının teğetsel ivmesi olamaz. Bu nedenle ( = ((t) olduğunu ve bu fonksiyonun t- ye göre türevinin yani d( /dt değerinin mevcut olduğunu kabul edeceğiz.

Buna göre G noktasının teğetsel ivmesi hemen yazılabilir.

d( /dt = d( /dt k   →  (aG)T =  d( /dt x AG = d( /dt x EG = d( /dt x AC
Maddesel nuktanın dairesel hareketinden biliyoruz ki katı cismin dönme hareketinde her hoktanın bir de normal ivmesi olmalıdır. G noktası için -bu noktayı dairesel hareket yapan bir maddesel nokta gibi düşünerek- normal ivmeyi yazalım.

(aG)N = ( 2GE = - ( 2EG
Artık, keyfi bir nokta olarak seçtiğimiz, G noktasının ivmesini aşağıdaki biçimde ifade edebiliriz.

aG =   (aG)T + (aG)N =  d( /dt x EG - ( 2EG
Sabit açısal hızlı hareketlerde ilk terimin sıfır olacağı açıktır. 

Katı Cismin Genel Hareketi ‘Öteleme + Dönme’:
Yukarıda ketı cismin yalnızca öteleme veya yalnızca dönme hareketi yaptığı hallerdeki hız ve ivme değerlerini bulduk. Ancak genelde bir katı cismin hareketinde öteleme ve dönme hareketleri süreklilik içinde birbirini izler ya da birlikte gerçekleşir. Ne yazık ki bir hareketteki öteleme ve dönmeleri basitçe birleştirerek doğru sonuca varmak da mümkün değildir.
Bu öteleme ve dönme hareketlerini birleştirmek için özel bir teknik kullanmamız gerekmektedir. Bu özel teknik, yukarıda da sözünü ettiğimiz, ‘Sabit ve Sürüklenen (katı cisme bağlı) iki eksen takımını aynı anda kullanmaktır.’
Basit bir düzlemsel hareket düşünelim ve varsayalım ki şekildeki ABCD dikdörtgani kendi A köşesi etrafında dönerken bir yandan da A köşesi O noktası etrafında bir gaire çizmektedir.
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Şekilden de görüldüğü gibi, bir t- anında Axz eksen takımı katı cismin ilk konumıuna göre dönme miktarını (( ) belirlerken O(( eksen takımı A noktasının yerini (R ,( ) belirlemektedir.
Konuyu biraz daha açıklayabilmek için atletizm müsabakalarından iki örnek seçelim. Bu örneklerde, basitliği sağlamak için, hareketli sporcunun yalnızca gövdesini göz önüne alacağız yani baş. kol ve bacaklarının hareketlerini yoksayacağız. Bu da bize şekil çizerken sporcuyu basitçe yassı bir dikdörtgenler prizması ile temsil etme şansını verecek.

(Baş, kol ve bacakların hareketi bizi birbirine, biçimi tanımlanmış, mafsallarla bağlı bir den çok elemanlı mekanizmaların hareketine götürür ki bu, şimdilik konumuzun dışındadır.)

Uzun Atlama Problemi:
Aşağıdaki şekilden de görülebileceği gibi Uzun Atlama tam bir öteleme ve eğik atış problemidir. Atletin bedeni bütün hareket boyunca ilk haline -yaklaşık olarak- paralel kalmaktadır. Diğer sözlerle atletin göğsüne bağlı olduğunu farzettiğimiz Pxyz Sürüklenen/Bağlı Eksen Takımına göre herhangi bir açı değişimi -yaklaşık olarak- yoktur.

Atlet doğrusal bir yörünge üzerinde sıçrama tahtasına kadar hızlanarak gelir ve bu noktada sıçrayarak hızını maksimum değerine çıkarırken sıçrama açısının (450 olmasına özen gösterir. Hareketin bundan sonrası bir eğik atış problemidir yani atlet havada parabolik bir yörünge izleyerek kum havuzuna düşer.

[image: image66]
Sıçrama sonrası hareketin bir eğik atış problemi olması dolayısı ile atlet sıçrama açısını (450 olarak gerçekleştirmeye ve sıçrama anındaki hızını ulaşabileceği en yüksek hıza çıkarmaya çalışır. Bu yüksek çıkış hızı nedeniyle kısa mesafe (100m, 200m gibi) koşucuları uzun atlamada daima iyi sonuçlar alırlar.
Bütün bu hareket boyunca Pxyz Bağlı/Sürüklenen Eksen Takımı, O(((  Sabit/Mutlak Eksen Takımına paralel kabul edilebilir.

Yüksek Atlama Problemi:
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Yukarıdaki şekilde yüksek atlamadaki bir sporcunun kendisine bağlı eksen takımı ile birlikte hareketi şematik olarak gösterilmiştir. Atlet sıçrama noktasına kadar yavaş bir koşu yaparken (yörüngenin üstten görünüşü alttaki (- ekseninde) atlama çubuğuna sırtını dönmekte, sıçrayarak sırtüstü çubuğu geçmekte ve mindere düşmektedir. Sıçrama anından sonra hareket yine bir eğik atış problemine dönmektedir. Bu nebenle atletin hızlı koşmaması gerekir; çünkü istenilen maksimum menzil ((-) değil fakat maksimum (- yani yüksekliktir.

Şekilden de görüldüğü gibi atlete bağlı Pxyz eksen takımı hareket boyunca hızla konum değiştirmektedir. Başlangıçta O(((  eksen takımına paralel olan Pxyz eksen takımının, örneğin y- ve x- eksenleri sıçrama anına kadar 1800 dönerken z- ekseni sabit kalmakta; buna karşılık sıçramadan sonra y- ekseni sabit kalırken x- ve z- eksenleri 1800 dereceye yaklaşan bir açı kadar dönmektedir.

Yukarıdaki üç örnek problemden hemen şunu görüyoruz. Pxyz eksen takımının O(((  eksen takımına göre salt ötelemesi bir zorluk çıkarmaz yani koordinat dönüşümünde uygun sabitlerin eklenmesi ile çözüm elde edilebilir.

Buna karşılık cisimle birlikte dönen Pxyz eksen takımının birim vektörlerinin türevleri O(((  eksen takımına göre yeni değerler alacaktır. İşte bu noktayı şimdi ele alacağız.

Burada bir noktaya dikkat çekmeliyiz. Aşağıdaki Çalışmamızda, aynen yukarıdaki örneklerde olduğu gibi Pxyz eksen takımının en az üç noktasının her t- anında katı cisme bağlı kaldığını kabul ederek hızı ve ivmeyi hesaplayacağız. Daha sonra Pxyz eksen takımının cisme yalnızca bir ya da iki noktadan bağiı olduğu halleri ele alacağız.
Dönen Eksen Takımının Birim Vektörleri ve Türevleri:
Katı cisme yapışık olan Pxyz eksen takımımızın i, j, k birim vektörleri, yukarıdaki örneklerden de açıkça görüldüğü gibi. katı cismin dönme hareketlerine bağlı olarak yön değiştirirler yani dönerler. Bu biçimde dönme hareketi yapan bir vektörün şiddetinin değişmeyeceği açıktır; değişen yalnızca vektörün doğrultusu ve dolayısı ile yönüdür.

Ancak dönme hareketi yapan bir vektörün hem şiddetinin hem de yönünün değişmesi kaçınılmazdır. Aslında bu değişimi kolayca hesaplayabiliriz.

Yukarıda dönme hareketi yapan bir katı cismin herhangi bir N noktasının teğetsel hızının, dönme merkezi P ise, 

VN = d(PN)/dt = ( x PN
olduğunu göstermiştik. Burada PN vektörünün yegane özelliği şiddetinin sabit olmasından ibaretti. O halde P noktasına bağlı ve şiddeti sabit (bir) olan i, j, k vektörleri içinde bu kural aynen geçerli olacaktır. Örneğin i için

di/dt = ( x i
yazabiliriz. Vektörsel çarpım kuralına göre bu di/dt vektörü hem ( hem de i vektörüne dik olmak zorundadır. Kuşkusuz  j ve k birim vektörleri için de yazılabilir.
dj/dt = ( x j
dk/dt = ( x k
Bir şekil çizelim ve ne olabileceğini görelim.
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Şekilde katı cismin öteleme yörüngesi Y1 ve dönme yörüngesi Y2 ile gösterilmiştir. Herhangi bir t- anında katı cismin O((( eksen takımındaki P noktasının yer vektörü OP ve öteleme hızı VP = d(OP)/dt ile Pxyz eksen takımına göre N noktasının yer vektörü PN, hızı VN = d(PN)/dt şematik olarak gösterilmiştir.Şekildeki vektörlerin şiddetleri, şeklin daha açıklayıcı olabilmesi için, rasgele seçilmiştir.  
Aslında yukarıdaki bağıntılar bize, eğer ( biliniyorsa birim vektörlerin türevlerinin hem yönünü hem de şiddetini belirler. Kısaca özetleyelim.
di/dt = ( x i     → ( ve i nin belirlediği düzleme dik; şiddeti /(//i/Sin( = /(/Sin(
dj/dt = ( x j     → ( ve j nin belirlediği düzleme dik; şiddeti /(//j/Sin( = /(/Sin(
dk/dt = ( x k   → ( ve k nin belirlediği düzleme dik; şiddeti /(//k/Sin( = /(/Sin(
Doğrultusu ve şiddeti böylece belirlenen bu vektörlerin yönü sağ eksen takımı kuralına göre belirlenecektir.
Katı Cismin Hızı:
Artık katı cismin hızı için matemetiksel bir ifade yazabiliriz. Kabullerimize göre katı cisim O((( eksen takımına göre yalnızca öteleme hareketi yapmaktadır ve Pxyz eksen takımını bağladığımız noktanın yer vektörü, herhangi bir t- anında, OP dir; katı cismin bütün dönmeleri ise Pxyz eksen takımı ile birlikte gerçekleşmektedir ve anlık dönme vektörü ( dır.
O halde katı cismin herhangi bir N noktasına ait toplam hızı, yukarıdaki şekilden yararlanarak, şöyle ifade edebiliriz.

d(ON)/dt = d(OP)/dt + d(PN)/dt

Burada 

d(OP)/dt katı cismin öteleme hızıdır. Bunu VP ile gösterelim. → d(OP)/dt = VP
d(PN)/dt katı cismin M noktasının Pxyz eksen takımında ölçülmüş hızıdır; PN=x i + y j + z k olduğuna göre:

d(PN)/dt = (dx/dt) i + (dy/dt) j +(dz/dt) k + x(di/dt) + y (dj/dt) + z (dk/dt)

bulunacaktır. Ancak biz P noktasını katı cisme bağladığımıza göre /PN/ mesafesi sabittir ve dolayısı ile bu formüldeki altı çizilmiş kısım sıfıra eşittir. Bu durumda:
d(PN)/dt = x(di/dt) + y (dj/dt) + z (dk/dt)

ifadesine geliriz. Birim vektörlerin türevleri için bulduğumuz bağıntıları da kullanalım.

d(PN)/dt = x(di/dt) + y (dj/dt) + z (dk/dt) = x (( x i) + y (( x j) + z (( x k) = ( x PM
Katı cismin herhangi bir noktası olarak seçtiğimiz N noktasının O((( eksen takımına göre hızı yani toplam hızını artık hemen yazabiliriz.

VN = Vp + ( x PN
Aslında bu formülü doğrudan yazabilirdik. Çünkü öteleme hareketini tümüyle O((( eksen takımı içindeki P noktasına ve dönme hareketlerinin tumunu de Pxyz eksen takımı içindeki N noktalarına bağladığımıza göre N noktasının toplam hızını bulmak için yukarıdaki ilgili bölümlerde verilen öteleme ve dönme hız ifadelerini toplamamız yeterli olur ve tabii aynı sonucu verirdi. Yukarıdaki dolambaçlı yolu seçmemizin sebebi eksen takımlarının rolünü daha açık hale getirmek istememizdir.

Katı Cismin İvmesi:
Yukarıdaki şekli kullanmaya devam ediyoruz. Katı cismin herhangi bir noktası olarak kabul ettiğimiz N noktasının ivmesini artık kolaylıkla hesaplayabiliriz. Bunun için hız ifadesinin türevini almamız yeterli. Yapalım.

dVN /dt = aN  = dVp/dt  + d(( x PN)/dt  →   aM = aP + d( /dt x PN + ( x d(PN)/dt
Son terim Pxyz eksen takımında M noktasının yer vektörünün türevidir; yani M nin bu eksen takımı içindeki hızıdır. Şu halde
d(PN)/dt = ( x PN 
yazarsak N noktasının O((( eksen takımına göre toplam ivmesi aşağıdaki gibi elde edilir.
 aN = aP + d( /dt x PN + ( x (( x PN) 

Önceden de belirttiğimiz gibi yukarıdaki hız ve ivme ifadeleri Pxyz eksen takımının katı cisme en az aynı doğru üstünde olmayan üç noktadan bağlı olduğu yani cisimle beraber sürüklendiği ve döndüğü hal için çıkartılmıştır.
Pxyz eksen takımının cisme bir ya da iki noktadan bağlı olduğu halde şöyle düşünebiliriz. Pxyz eksen takımı cisimle birlikte hareket ederken cisme bağlı olduğu yalnızca bir noktası etrafında ya da yalnızca cisme bağlı iki noktasının belirlediği doğru etrafında bir dönme hareketı yapabilir. Bu dönme hareketini ω’ ile gösterelim.

Yukarıda verdiğimiz örneklerden ilkini bu hal için yeniden ele alalım. Bir şekil çizelim.
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Varsayalım ki katı cismin herhangi bır noktasının, örneğin D noktasının, bir t- anındaki hızını bulmak istiyoruz. Yukarıda bulduğumuz hız formülünü bu nokta için yazalım:
VN = Vp + ( x PN  →  VD = VA + ( x AD
Açıkça görülüyor ki Pxyz (Bu problemde Axz) eksen takımının katı cisme P noktsından (Bu örnekte A) bağlı olmak şartıyla yapacağı dönme hareketi sadece ( ani dönme vektörünü etkileyecektir. Yani ω yerine ω = ω + ω’ almamız yeterlidir. Dolayısı ile ( için bu değeri lullanmak şartıyla formülümüz aynen geçerlidir.
İvme formülünü de incelediğimizde aynı sonuçla karşılaşırız; dolayısı ile ( nın değerini, eksenlerin cisme bağlı halde dönerek ortaya çıkardığı yeni ( değeri ile kullanarak ivme değerini hesaplayabiliriz. Genel formülümüzü bu hal için düzenleyelim.
aM = aP + d( /dt x PN + ( x (( x PN) →  aD = aA + d( /dt x AD + ( x (( x DA)
İzafi Hızın Etkisi:
Yukarıdaki bütün örneklerde Hareketli eksen takımı Pxyz nin katı cisme en az bir noktadan  bağlı olduğunu kabul ettik.
Oysa ki gerçek problemlerin bazılarında -özellikle uzun mesafeli seyir ya da büyük alanları kapsayan meteoroloji problemlerinde- bu kabulle çözüme ulaşamayız. Katı cisme bağlı varsaydığımız eksen takımı cisimden ayrı bir hareket kazanarak işimizi daha zor fakat daha ilginç bir hale getirebilir.

Aslında bu problemi en güzel anlatan örneklerden bazıları internette ‘Coriolis Effect Animations’ başlığı ile yapılacak bir aramada video parçaları halinde kolayca gözlenebilir.
Şimdi bir şekil çizelim ve bu problemi çok basit bir hal için, düzlemsel bir hareket yapan bir dikdörtgen için ele alalım. 
Varsayalım ki hareketin bir t- anında Pxy eksen takımına  bitişik olan ABCD dikdörtgenimiz, şekilde gösterildiği gibi Pxy eksen takımından koparak farklı bir hareket yapmaktadır. Pxy eksen takımımız da kendi başına hareket halindedir ve aradığımız ise bu katı cismin hareketinin O(( ekden takımındaki hızı ve ivmesidir. 

Katı cismin üzerindeki çeşitli noktalarda hız ve ivme değerlerini araştıracağımıza göre cisme yapışık üçüncü bir eksen takımına halâ ihtiyacımız var bunu da Axy ile gösterelim. Bu son kabul yeni bir zorluk getirmez çünkü katı cismin geometrisi sabittir.
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Şekilden hemen görebiliyoruz ki önceki örneklerden bu problemi ayıran tek özellik, şekilde kırmızı ile gösterilen, PA vektörüdür.
Bu vektör Pxy eksen takımı içinde A noktasının yer vektörüdür ve eğer Pxy cisime bağlı olarak hareket etseydi (önceki örneklerde olduğu gibi) daima sıfıra eşit olacaktı.

Şimdi yer vektörlerini adlandıralım.

OP: Sabit O(((  eksen takımını Pxyz eksen takımına bağlayan yer vektörü. Pxyz eksen takımının hareketini Sürüklenme hareketi olarak adlandırmıştık; o halde bu vektöre Sürüklenme Yer Vektörü diyebiliriz.

PA: Hareketli Pxyz eksen takımını katı cismin A noktasına bağlayan yer vektörü. Katı cismin Pxyz eksen takımına göre hareketine göreli/izafi hareket demiştik o halde bu da A noktasının İzafi Yer Vektörüdür. 
OA: Sabit O(((  eksen takımını katı cismin A noktasına bağlayan yer vektörü. Katı cismin O(((  eksen takımına göre hareketine mutlak hareket demiştik; öyleyse bu da A noktasının Mutlak Yer vektörüdür.
Küşkusuz her t- anında OA = OP + PA olmak zorundadır ve bu vektörlerin bazıları ya da tümü bazı t- değerleri için sıfıra eşit olabilir. 

Yukarıda da belirttiğimiz gibi bu paragrafın başına kadar olan örneklerde hep her t- için PA=0 almıştık; şimdi ise PA ( 0 halini ele alacağız. Kuşkusuz genelde t- ile değişen PA ( 0 gibi bir ilave yer vektörümüzün bulunması hareketli cismin O(((  eksen takımına göre hem hızını hem de ivmesini etkileyecektir.

Şimdi bunları hesaplayalim. 

Mutlak Hız:
d(OA)/dt = d(OP)/dt + d(PA)/dt  →   VM = Vs + Vi
Burada:

VM : Mutlak Hız ,  VS : Sürüklenme Hızı ,   Vİ : Göreli/İzafi Hız
Daha önce Vİ = 0 yani VM = Vs kabul ederek C noktasının mutlak hızı VC değerini:
VC = VP + ( x PC veya bu halde P ve A üstüste olduğundan VC = VA + ( x AC
olarak hesaplamıştık. Burada C noktası cismin üzerinde, hızını hesaplamak istediğimiz, herhangi bir noktayı gösteriyordu; dolayısı ile elimizdeki örnek problem için B, C, D veya başka bir noktayı seçebiliriz. Bunu N ile gösterelim. 
Şimdi Vİ ( 0 kasul edelim. Bu durumda Mutlak hız aşağıdaki biçimi alır.

VN = Vİ + VA + ( x AN
Şekilden izlemek kolay olsun diye yukarıdaki şekli buraya da kopyalayalım.
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Mutlak İvme:
İvmeyi hesaplamak için yukarıdaki hız ifadesinden t- ye göre turev almamız yeterli; yapalım.

d(VN)/dt = d(Vİ)/dt + d(VA )/dt + d(( x AN)/dt

Bu işlemi dikkatle ve terim terim inceleyerek yapmamız gerekiyor.

d(VA)/dt : Şekilden de görüldüğü gibi A noktasının hareketi ötelemeden ibarettir. O halde basitçe şunu yazabiliriz. d(VA)/dt = aA
d(Vİ )/dt : Vİ vektörünün türevi bir dönme hareketi içinde alınmaktadır. O halde şöyle ifade edilmelidir. d(Vİ)/dt = ( xVİ
d(( x AN)/dt = AN x d(( )/dt + ( x d(AN)/dt  :  
Öte yandan AN, N noktasının yer vektörü olduğuna göre d(AN)/dt = Vİ + ( x AN olmalıdır 
→  ( x d(AN)/dt = ( x (Vİ + ( x AN) = ( x Vİ + ( x (( x AN)       
Şimdi bunları formülümüze yerleştirelim.
d(VN)/dt = aN =  aA + AN x d(( )/dt + 2( xVİ + ( x (( x AN)

Bu formülün cisme bağlı eksen takımı için bulduğumuz formülden farkı üçüncü terimdir. Bu terimle belirlenen büyüklüğe CORİOLiS İvmesi ( =2( xVİ ) adını veriyoruz.
CORİOLİS ivmesinin etkisini görmek için şöyle bir örnek yapalım.

Varsayalım ki bir gemi Kuzey kutbundan Güney kutbuna kadar bir doğru boyunca (aslında ikinci şekilde gösterilen daire boyunca) hareket etmektedir. Öte yandan biliyoruz ki Dünya Batıdan Doğuya doğru dönmektedir.

Şimdi bu hareketleri birlikte gösteren bir şekil çizelim.
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Şekilden de görülebileceği gibi tam Kuzey kutbu noktasına O((( eksen takımını yerleştırelim. Öyle ki tam t=0 anında ( = z olsun fakat gemi yola çıktığı anda Pxyz eksen takımının z- ekseni her noktada yer yüzeyine dik kalsın. Böylece Pxyz eksen takımımız y- etrafında ekvatora geldiği an (/2 ve Güney kutbuna varınca da ( kadar dönmüş olacaktır.
Öte yandan dünyamızın Batıdan Doğuya doğru olan dönüşü gemimizi KG doğrusundan (dairesinden) Doğuya doğru ‘sürükleyecek’ ve örneğin bir t- anında A noktasına getirecektir. Bu nedenle gemimize bağlı olduğunu varsaydığımız Axyz eksen takımının x- ve y- eksenleri z- etrafında x- ekseni daima geminin yörüngesine teğet kalacak biçimde dönecektir.
İzafi hız ve ivme formüllerini çıkarırken kullandığımıza benzeyen bir notasyonla anlatılan bu örnek CORİOLİS Etkisinin en önemli uygulamalarından birini oluşturmaktadır.

Aslında izafi hız probleminin en dikkat çekici yanı koordinat eksenlerinin genel olarak Mekanik problemlerinde hareketin seyrine ne kadar bağlı olduğunu göstermesidir. İleride Dinamik problemlerini incelediğimiz zaman bu bağlılılğın ne kadar güçlü olduğunu daha açıklıkla göreceğiz.
Katı Cisim Kinematiğinin Uygulamaları:
Katı cisim, yukarıdaki gibi temel çalışmalarda, kolaylık sağlayan genel ve soyut bir kavram. Ancak uygulamaya bakılınca hemen çok farklı özellikler taşıyan ve kesinlikle somutlaşmış önemli bir özellik kazanıyor.
Uygulamalar ki bazılarını aşağıda sıralayacağız birbirinden çok farklı alanlarda çok farklı özellikteki disiplinlerle birlikte gerçekleşiyor. Ancak hepsinin yine de doğal bir ortak yanı var. Az önce incelediğimiz CORİOLİS Etkisi ptobleminde de belirttiğimiz gibi bu somut uygulamalarda Dinamik bilimi ile Kinematik bilimini aynı anda uygulamak gerekiyor.
Ne demek istediğimizin daha iyi anlaşılabilmesi için üç boyutlu Mekanik (Kinematik + Dinamik) uygulamalarından bazılarını, çok kaba hatlarıyla, sıralayalım.

Seyüsefer (Navigation) Teknikleri: Coğrafya ve Meteoroloji ile birlikte -özellikle uzun mesafeli- taşıtların hareket problemleri.
Uçuş Mekaniği: Hava taşıtlarının performansını -Aerodinamik ile birlikte- inceleme,

Balistik: Aerodinamik ve Patlayıcı-Yanıcı Madde Kimyası ile birlikte mermi, füze, roket gibi araçların performansını inceleme,

Mekanizma Tekniği: Birden fazla katı cismin birbirine bağlı hareketini inceleme,

Mekanik Titreşimler: Bir veya bazen birden fazla katı cismin periyodik hareketlerini inceleme,

BiyoMekanik: İnsan vücudunun bazı hareketlerini taklit edebilecek mekanizmalar (robotlar gibi) tasarlamak ve bunları Mekanizma Tekniği ve Biyoloji yardımı ile inceleme
Aslında başka örnekler de kolaylıkla bulunabilir. Ancak uygulamaların genişliği için bu örnekler yeterlidir. Dikkat edilirse ikisi hariç yukarıdaki örnekler bazı özel mesleklerin uğraş alanı ve, doğal olarak, o mesleklerin temel disiplinlerinden yararlanarak anlam kazanıyor. İki istisna Mekanizma Tekniği ve Titreşimler Mekaniği ki onları da ileride ayrı bir bölüm olarak inceleyeceğiz.

Bütün bu disiplinlerde Kinematik ancak Dinamik ile birlikte uygulanırsa anlamlı; bu yüzden aşağıdaki problemleri yine soyut sayılabilecek bir alanda İki boyutlu hattâ düzlemsel hareketler alanında seçeceğiz.
7. KİNEMATİK -KATI CİSİM- PROBLEMLER:
1. Şekilde gösterilen çubuk tamamen sürtunmesiz ortamda hareket etmektedir. Çubuğun A ucunun düşey doğrultusaki hızı 0,5 m/sn iken B ucunun hızı ne olur?


[image: image73]
Aslında problemin çözümü açıkça görülüyor. Ancak bu bölümün başında verdiğimiz temel teoremimizi uygulayarak çözümü yeniden hesaplayalım.

AB doğru parçasının A ve B uçlarının hızlarının AB üzerindeki izdüşümlerinin eşit olduğunu söylemiş ve vektör notasyonu ile bunu şöyle ifade etmiştik. /VA / = VA  yazalım.
VA.AB = VB.AB
Şekilden açıkça görülüyor ki: VA.AB = VA /Cos( = VB.AB
Yine şekilden görüldüğü gibi: /VB/ = (VA /Cos() Sin((/2-() = (VA /Cos()Cos( = VA
Buna göre VA = - VA j  ,  VB =  VA i
2. O(( düzlemi içinde hareket eden bir ABC üçgenin A köşesinin hız vektörü ve B köşesinin hızının doğrultusu bb biliniyor. Üçgenin hareketini belirleyebilir miyiz?
Problemi çözebilmek için bir şekle intiyacımız var.


[image: image74]
ABC üçgeninin A noktasının hızı VA verilmiştir. Bunun AB doğrusu üzerindeki izdüşümü ile B noktasının hızı VB nin AB üzerindeki izdüşümü (şekilde kırmızı) eşittir. O halde B noktasının AB üzerindeki izdüşümünün ucundan AB ye çizilen dikmenin bb doğrultusunu kestiği yer VB hızını belirler. VA nın AC doğrultusu  ve VB nin BC doğrultusu üzerindeki bileşenleri (şekilde sarı) de VC hızını belirler.
3. Genişliği d ve sabit akış hızı VN olan bir nehirin bir yakasından karşıya geçmek isteyen iki kayık var. Kayıklardan biri akıntıyla hareket etmek, diğeri ise en kısa yolu izlemek istiyor. Kayıkların suya nazaran hızını (VK) aynı kabul ederek harekettlerini inceleyiniz.

Bir şekil çizelim ve eksen takımlarımızı yerleştirelim.


[image: image75]
Önce akıntıyı izleyen kayığa bakalım. Şekilden açıkça görüldüğü gibi bu kayığın hızı:
V1 = VK i + VN j ,   /V/ = (VK2 + VN2)1/2
dir. Bu kayık akıntıyı izlediği için gideceği yol uzamış ve d / tg(VN /VK) değerini almıştır. Bu yolu alacağı süre de şöylece bulunabilir.
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İkinci kayık ise en kısa yolu tercih etmek istemiştir. Bu amaçla hızını aşağıdaki gibi ayarlamak zorundadır.

V2 = Vx i + Vy j = VK
Bunu gerçekleştirebilmek için Vy /Vx = VN /VK olmalıdır. Şu halde:

Vy = Vx (VN /VK )  (  Vx2 (1 + VN2  /VK2  ) = VK2  (  Vx = VK / ( (1 + VN2  /VK2  )

Bu hızla bu kayığın d mesafesini geçmesi için gereken zaman ise, sadece x- doğrultusunda ilerlediğine göre, şudur. 
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4. Aynı nehirde iki kayık birbirlerinden l uzaklıktaki iki noktadan birbirlerine doğru yola çıkıyorlar ve l/3 noktasında buluşuyorlar. Nehrin hızı VN bilindiğine göre  kayıkların suya nazaran aynı olan VK hızını bulunuz.
Bir şekil çizelim:


[image: image78]
Şekilden de kolayca görülebileceği gibi kayıkların hızları Oξη eksen takımına göre ξ doğrultusunda ve şöyledir:

Akıntıyla giden: VK + VN , Akıntıya karşı giden: VK - VN
Aynı T zamanı içinde akıntıyla giden kayık 2l/3, diğeri l/3 kadar yol gitmişlerdir. Öyleyse
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5. Şekildeki birim kenar uzunluklu karenin A köşesi sabit VA = m( i +  j) hızı ile  ( = ( doğrusu üzerinde hareket etmektedir. Bir t- anında B köşesinin hızı VD = p i + q j şeklinde bilindiğine ve karenin konumu şekildeki gibi olduğuna göre:
· ( vektörünü ve B, C köşelerinin hızlarını hesaplayınız.
· VA = 2 VD olduğunda ne olur?


[image: image80]
Şekilde yer vektörleri kırmızı, hız vektörleri siyahla gösterilmiştir. Ayrıca bütün birim vektörleri O(( eksen takımına aittir. Problemi çözmek için şuna dikkat etmeliyiz. Hareket düzlemseldir; yani ani dönme vektörü O(( ya da Axy düzlemine dik kalmaktadır. Yani     

( = ( k 
biçimindedir. Aradığımız büyüklük ( nın değeridir. Bu şartlar altında eğer D noktasının hızını bilmeseydik şöyle hesaplayacaktık.
VD = p i + q j = VA + ( x AD  →  p i + q j = m( i +  j) + ( k x i 
Biliyoruz ki k x i = j dir. O halde yukarıdaki eşitlik şu biçimi alır.

p i + q j = m( i +  j) + ( j  → (p - m) i + (q - m) j = ( j  →  ( = q - m → ( = (q - m) k
VB =  VA + ( x AB  → VB =  m( i +  j) + (q - m) k x (-i) = m i + (2m - q) j  
Vc =  VA + ( x AC  → VB =  m( i +  j) + (q - m) k x((2 i - j) = q i +[(1+(2)m+(2q] j
Şimdi yukarıdaki problemde uyguladığımız teoremi buradaki, örneğin AB doğrusuna da uygulayalım.

AB = i  → AB.VA = m( i +  j).i = m , AB.VB = [m i + (2m - q) j].i = m

 VA = 2 VD halinde ( yı yeniden hesaplamamız gerekir.

 VD = p i + q j = VA + ( x AD  →  (m/2)( i +  j ) = m( i +  j) + ( k x i

( = - (m/2) →  ( = - (m/2) k, buradan yukarıdaki gibi devam.
6. Yukarıdaki problemin ilk şıkkı için İvmeleri hesaplayınız.

Sırayla A, B, C, D noktalarını inceleyelim.

A noktası: Sabit hızlı doğrusal hareket yapıyor. aA = 0

B noktası: A noktası ile birlikte doğrusal hareket ve A noktası etrafında dairesel hareket yapıyor. İvme ifadesini yazalım.

aB = aA + d( /dt x AB + ( x (( x BA)
Buradaki terimlerden ilkinin sıfıra eşit olduğunu belirttik. İkinci terimde açısal hızın zamana bağlı olup olmaması sorunu var. Ancak problemde bu konuda bir bilgi yok. İleride bu d( /dt değerinin de, problemi bir Dinamik problemi olarak çözersek, bulunabileceğini göreceğiz; şimdilik d( /dt = 0 kabul edebiliriz. Buna göre:

aB =  ( x (( x BA) = ( k x( k x (-j) = - (2 j = - (q - m)2 j
Benzer şekilde 
aD =  ( x (( x DA) = ( k x( k x (-i) = - (2 i = - (q - m)2 i
ac =  ( x (( x cA) = ( k x( k x (i-j) = - (2(i - j) = - (q - m)2(i -  j)
7. Şimdi 2. problemi azıcık değiştirelim ve varsayalım ki O(( düzlemi kendisine paralel kalarak sabit bir VO = n i  hızı ile harekete geçmiştir. Acaba duran bir O1(1(1 eksen takımına göre yukarıdaki problemi yeniden çözebilir miyiz?

[image: image81]
Problemimiz bir izafi/göreli harekete dönüştü. Ancak Vi = n i  sabit değerine sahip olduğu için. Yukarıdaki bütün hızlara bu sabit değeri eklememiz yeterli.
VA = m( i +  j) + n i  → VA =  ( m +n) i + m j  
VB =  m i + (2m - q) j + n i = =  ( m +n) i+ (2m - q) j
Vc = (m+ q) i +[(1+(2)m+(2q] j
VD = (p + m) i + q j
İvmelere gelince: madem ki artık eksen takımımızın bir izafi hızı var o halde bütün ivme değerlerini CORİOLİS İvmesi kadar arttırmalıyız.

aCORİOLİS = 2( x Vi = 2(q - m) k x n i = 2n(q - m) j
aB = [ - (q - m)2 + 2n(q - m)] j
Benzer şekilde 
aD =  - (q - m)2 i + 2n(q - m) j

aC =  - (q - m)2 i + [(q - m)2+ 2n(q - m)] j
aA = 0
Önemli Not: CORİOLİS ivmesinin ortaya çıkabilmesi için, formülünden de görülebileceği gibi 

· bir izafi/göreli hıza (Vİ)

· bir dönme hareketine (()

ihtiyaç var. Bizim problemimiz (p.3+4) zaten bir dönme hareketi içeriyordu. Buna bir izafi hız yani Vi = n i hızını ekleyerek p.4 ü oluşturduk. Burada izafi hızın tanımı önemli dikkat edilirse bu hızı bütün O(( eksen takımına kazandırdık ve bunu ölçebilmek için de yeni bir O1(1(1 eksen takımı eklemek zorunda kaldık. Aynı hızı O(( eksen takımındaki ABCD dikdörtgenine ekleseydik bır izafi hız elde edemetecektik; fakat problem 2 ve 3 ü yeni bir hızla yani VA + Vİ hızı ile baştan çözmüş olacaktık.
8. Yukarıdakine benzeyen bir problem çözelim. Yarıçapı R olan bir bilardo topu masanın uzun kenarına, η=y eksenine paralel olarak V1 sabit hızı ile hareket ediyor. Bir süre sonra bilardo masası kendi kısa kenarına paralel kalarak x<0 doğrultusunda sabit V2 hızı ile hareket ettiriliyor. Her iki haldede kaymasız ve sürtünmesiz hareket ettiğini düşündüğümüz bilardo topunun masaya dik düzlem içindeki büyük dairesi üzerindeki hız ve ivmeleri hesaplayınız.
‘Bilardo oyunu ya da bilardo topunun hareketi Klasik Mekaniğin ilginç bulduğu pek çok    problemi incelemek için örnek oluşturur. O kadar ki bu bölümde sık sık adını andığımız CORİOLİS Bilardo oyununun Mekaniği ile ilgili kitap yazmıştır.’+
Bir şekil çizelim.

[image: image82]
Şekilde harekete ait hız vektörleri siyah ani dönme vektörleri kırmızı ile çizilmiştir. Hareketın ilk aşamasında bilardo topu V1 = /V1 / sabit hızı ile y- doğrultusunda dönerek ilerlemektedir. O halde Öteleme hızı:

VÖteleme = V1 = V1 j
Topun birim zamanda aldığı yol V1 olarak verilmiştir. O halde Açısal hızı ve ani dönme vektörü bellidir:
ω1 = V1 / 2πR  ( ω1 = ω1 i = (V1 / 2πR) i  
Buna göre herhangi bir N noktasının teğetsel hızını ve ω sabit olduğuna göre normal ivmesini hesaplamalıyız. Aşağıdaki şekilden teğetsel hızı hemen yazabiliriz. ω vektörü Dyz düzlemine dik olduğuna göre:
 (DN)z = R - RSin( = R(1-Sin( ) , (DN)x = RCos( ( DN = R(1-Sin() k + RCos( j

VN = ω1xDN(VN=(V1 / 2πR) ix[R(1-Sin() k+RCos( j]=(V1 / 2π)[-(1-Sin() j + Cos(  k]
aN = -(1 x ((1 x DN) = [(V1)2 / 2πR][-(1-Sin() k - Cos(  j]

[image: image83]
Hareketin ikinci bölümünde bilardo topu birbirine dik iki yönde sabit V1 ve V2 (V2=/V2 /)  hızları ile hareket etmektedir. Şu halde öteleme hızı:
Vöteleme = V1 + V2 = V1 j + V2 i
olacaktır. Benzer düşünce ile ani dönme vektörü şöyle bulunur.

ω = ω1 +  ω2 = (V1 / 2πR) i - (V2 / 2πR) j
Buna göre topun hız vektörü ile ani dönme vektörü aynı düzlemde bulunmaktadır. Bu düzlemdeki bir N noktasının hızı ise, yukarıdaki gibi bulunacaktır.
VN = ωxDN = [(V1 / 2πR) i - (V2 / 2πR) j]x[R(1-Sin() k+RCos( j]

      = - (1-Sin()[ (V2 / 2π) i + (V1 / 2π) j] +(V1 / 2π) Cos( k 

aN = -( x (( x DN) 

= [(V1 / 2πR) i + (V2 / 2πR) j]x{-(1-Sin()[(V2 / 2π) i + (V1 / 2π) j] +(V1 / 2π) Cos( k}
= {V1V2Cos( ( i – j ) + (Sin(-1)(V12 –V22) k }/4π2R 

Bu ikinci harekette V2 hızı izafi hız olarak görünmektedir. Hareketin bir ani dönme vektörü vardır. O halde bir CORİOLİS İvmesi sözkonusudur. Hesaplayalım.

(aN)Coriolis = 2 [(V1 / 2πR) i - (V2 / 2πR) j] x (V2 / 2πR) j = V1V2 /2π2R2 k
9. Yukarıdaki problemi bir de şöyle ele alalım. Bilardo topu aynı bilardo masası üzerinde ve yalnızca V =u i + v j hızı ile harekete geçmiştir. Dünyamızın dönme hareketinin topun hareketini nasıl etkileyeceğini bulunuz.
Problemin çözümünü araştırmadan önce CORİOLİS İvmesinin dünya yüzeyinde nasıl hesaplanabileceğini inceleyelim.

Bir şekil çizelim,

[image: image84]
.

Coğrafya’da yapıldığı gibi yerkürenin enlemlerini düşünelim ve bilardo masamızın bulunduğu enlem açısını ( ile gösterelim. Bu enlemdeki yatay düzlem masamızın yüzeyi ile çakışmaktadır. Eksen takımlarımızı şekildeki gibi yerleştirelim.
Bir an için varsayalım ki ω = ω k biçimindeki yeryüzü dönme vekıörü bilardo masasının üzerine taşınmıştır ve şekilde gösterildiği (penbe) gibi iki bileşene ayrılmıştır.
Düzleme paralel ωP = ωCos(
Düzleme dik        ωD = ωSin(
Bilardo topunun masa üstündeki bütün hareketlerinde hız vektörü masaya ve dolayısıyla ωP vektörüne paralel olacaktır. Bu nedenle bu bileşenden doğacak CORİOLİS İvmesi masa düzlemine dik olmak zorundadır ve birazdan hesaplayacağımız çok küçük değeri dolayısı ile, bu doğrultuda etkiyen yerçekimi ivmesi yanında, önemsiz bir etki yapacak ve hareketi etkilemeyecektir.

Buna karşılık topun masa üstündeki bütün hareketlerinde hız vektörü masa yüzeyine paralel ve dolayısıyla ωD vektörüne dik olacaktır. Bu bileşenin doğuracağı CORİOLİS İmesi yine çok küçük bir etki yapacak fakat bu doğrultuda başka etki bulunmadığı için hissedilebilir olacaktır. Kuşkusuz navigasyon problemlerinde bu etki önemli olacaktır.
Şimdi Oxy düzlemi olarak aldığımız Masa düzlemi üzerinde topun hızını (şekilde mavi) aşağıdaki biçimde kabul edelim ve çeşitli olasılıkları irdeleyelim.
V = u i + v j
Buna göre CORİULİS İvmesi:

aCORİOLİS = 2ωD k x (u i + v j) = 2ωDu j - 2ωDv i
Buna göre eğer CORİOLİS İvmesi yeterli büyüklükte ise topun hareketi doğrusal hareketinden (Kuzey Yarımkürede)
u = 0 ise yani topun hareketi Doğu-Batı doğrultusundaysa Güneye doğru,
v = 0 ise yani topun hareketi Güney-Kuzey doğrultusundaysa Batıya doğru,
sapacaktır.
Maddesel noktanın hareketini incelerken dünyanın açısal hızının büyüklüğünü 
ω = 7.27x10 -5 Radyan/saniye
olarak hesaplamıştık. ( = 300 ve Sin( =0,5 alalım. Varsayalım ki topumuzun hızı v=2m/sn dir. Bu durumda CORİOLİS İvmesi:
aCORİOLİS = 2ωD k x (v j) = - 2ωDv i = 7.27x10 -5x2 = 14,54x10-3 m/sn2
olacaktır. Yerçekimi ivmesinin 9,81 m/sn2 olduğunu düşünürsek bulduğumuz değerin bunun yaklaşık binde biri kadar olduğunu hemen görürüz. Bu nedenle CORİOLİS İvmesi ancak uzun mesafeler ve çok büyük izafi hızlar için önemli kabul edilir.
10. Bir Oξ(  eksen takımı Oz ekseni etrafında ( = k ile verilen bir dönme hareketi yapıyor.
· Birim vektörlerin türevlerini hesaplayınız.
· Herhangi bir θ açısı için bir N noktasının hızını yarı kutupsal koordinatlar yardımı ile yazınız.

Bir şekil çizelim.
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Şekilden de görülebileceği gibi başlangıçta ξ = x, η = y, ζ = z olarak kabul edilmiştir ve θ ne olursa olsun ζ = z kalmaktadır.
Önce birim vektörlerin türevlerini hesaplayalım. ω = k olduğuna göre
di/dt = ωxi = kxi = j

dj/dt = ωxj = kxj = -i
N noktası herhangi bir noktadır ve yalnızca eksenlerin dönmesinden dolayı bu noktadaki hız ve ivme vektörlerinin ‘görüntüsü’ değişecektir; çünkü N noktasının hareketine dair bir bilgi verilmemiştir. O halde N noktasının Yer vektörünü ON = ξ i + η j  olarak alalım ve bu noktadaki hız ve ivme vektörlerini VN ve ωN olarak verilmiş varsayalım. Bulmak istediğimiz Oxy eksen takımının dönmesi sonucunda  VN ve ωN vektörlerinin yeni ıfadelerinin (görüntülerinin) ne olacağıdır. Bu yeni ifadelere VN’ ve ωN’ diyelim. N noktasının Oxy eksen takımındaki ifadesi ON = x i + y j olsun.
Biliyoruz ki 

ξ = xCosθ – ySinθ ,  η = xSinθ + yCosθ

bağıntısı her θ için geçerlidir. Oξη daki hız ifadesi
VN = dξ/dt i + dη/dt j + ξ di/dt + η d j/dt
Yukarıda birim vektörlerin türevlerini hesaplamıştık; bunları yerine koyalım

VN = [dξ/dt – η] i + [dη/dt+ ξ] j 
Şimdi dξ/dt  ve dη/dt yi hesaplayalım,
dξ/dt = dx/dt Cosθ – xSinθ – dy/dt Sinθ + yCosθ

dη/dt = dx/dt Sinθ + xCosθ + dy/dt Cosθ - ySinθ
Bu durumda VN’ ifadesini hemen yazabiliriz.
VN’ = [dx/dt Cosθ – 2x Sinθ – dy/dt Sinθ + 2y Cosθ] i 

        + [dx/dt Sinθ + 2x Cosθ + dy/dt Cosθ -2y Sinθ ] j 
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