26.VİSKOZ AKIŞKANLARIN İKİ BOYUTLU HAREKETLERİ/

KENAR TABAKA TEORİSİ

6.1 GİRİŞ:


Önceki bölümde NAVIER-STOKES Denklemlerini ve bazı basit çözümlerini inceledik. Şimdi ayni denklemler yardımıyla çok basit bir probleme çözüm arayalım.


Bu amaçla B2 de REYNOLDS Sayısının tanımını yaparken göz önüne aldığımız üniform akım içine yerleştirilmiş sınırsız  boyutlu düzlem levha etrafındaki akımı NAVIER-STOKES Denklemleri yardımıyla çözmeye çalışacağız. Problemin fiziksel özelliklerinden yararlanarak şunları hemen yazabiliriz:

x>0,   z = 0   için      u = w = 0 

           z((   için      u( V( ,    w( 0 

olmalıdır. 


Bu şartlardan birincisi NAVIER-STOKES Denklemlerine bağlı sınır şartlarının ifadesinden başka bir şey değildir. İkinciye gelince bunu yazarken şu fiziksel gerçekten yararlanıyoruz. Düzlem levhadan yeteri kadar uzaktan (yani yeteri kadar büyük bir z değerinden) geçen akım çizgisi üzerindeki akışkan zerreleri düzlem levhadan hiç etkilenmeden yollarına devam edeceklerdir. Yani bu akım çizgisi üzerindeki her x>0 noktasında akışkan hızı V( değerine eşit olacaktır. Bu söylediklerimizi diğer sözlerle ifade edersek: x>0 için, her x noktasında, z boyunca u hızı V( dan sıfıra düşerken, w hızı sıfırdan sıfıra değişecektir. Öte yandan düzlem levhanın akım üzerinde bir saptırıcı etkisi olamayacağına göre, başlangıçta x- eksenine paralel olan akım çizgilerinin yön değiştirmeyeceğini, yani akımın hiçbir zaman bir w hızı olmayacağını kabul edebiliriz. (Aşağıda bu son kabulün tam doğru olmadığını göreceğiz.)  Bu fiziksel incelemenin sonucunu, düzlemsel levha etrafındaki akım alanının her x>0 ve z- için:

u = u(x,z),     w = 0

biçiminde olması gerektiğini söyleyerek özetleyebiliriz. Bu sonuçla, önceki bölümde yazdığımız:

u (( u/( x) + w (( u /( z)  =  -(1/()(( p/(x) +( (( 2u/(x2 + ( 2u/(z2)                 (6.1a)

u (( w/( x) + w (( w /( z) = -(1/()( ( p/(z) +( (( 2w/(x2 + ( 2w/(z2)                 (6.1b)

(( u/( x + (( w/( z = 0                                                                            (6.1c)

KCC üzerinde V = 0  veya u = w = 0                                                               (6.1d)

 Hareket Denklemlerine gidersek:

u(u/(x + 0 = -(1/()(p/(x + ( [( 2u/(x2 + 0 ]

                                                 0 + 0 = -(1/()(p/(x + ( [ 0 + 0 ]

                                          (u/(x + 0 = 0

denklemlerini elde ederiz ki buradan hemen çıkarılabilecek tek sonuç: Akım bölgesinin her noktasında 

u = V( ,    w = 0,     p = p(
olmak zorundadır. Yani düzlem levha etrafından akan VİSKOZ akışkan, sanki düzlem levhadan hiç etkilenmemiş gibi, üniform akım özelliğini koruyarak akmaya devam etmektedir.


Kuşkusuz bu çözüm deney sonuçları ile uyumlu değildir. Akımın düzlem levha etrafından akarken, VİSKOZ akışkan söz konusu olduğuna göre, levha ile arasında bir sürtünme oluşacağını, meydana çıkacak sürtünme kuvvetlerinin, en azından levha civarındaki akımı etkileyerek yavaşlatacağını ve akımın düzlem levha etrafında her yerde  üniform kalamayacağını günlük gözlemlerimizden dahi biliyoruz. Yine biliyoruz ki levhadan yeteri kadar uzakta ( büyük z- değerleri için) bu etkiler ihmal edilebilecek düzeye düşecektir. Şu halde problemimizi, ayrı özelliklere sahip bu iki akım bölgesini de açıklayabilecek şekilde yeniden ele almalıyız. Yani yeni ve daha ayrıntılı bir fiziksel analiz yapmalıyız.


Konuyu daha iyi anlayabilmek için akımı üçboyutlu bir akım gibi düşüneceğiz ve önceki bölümde tanımını verdiğimiz girdaplılık ve rotasyon kavramlarını kullanacağız.





Kabul edelim ki sınırsız boyutlara sahip bir düzlem levha üniform akım önüne konulmuştur. Sonsuzdan gelmekte olan üniform akım içindeki zerrelerin z = 0 akım çizgisi üzerinde olanları levha cidarına değmektedir ve sıfır kayma özeliği dolayısı ile hızları sıfıra düşmüştür. z>0 için akışkan hareketi devam ettiğine göre, üç boyutlu olarak bir dairesel silindir biçiminde tasavvur ettiğimiz, bu zerre değme noktası (z = 0) etrafında bir dönme yapmaya zorlanacak yani bir rotasyon hareketi yapacaktır. Şu halde sonsuzdaki üniform hareket düzlem üzerinde birbirini izleyerek yuvarlanan sınırsız sayıda silindirik zerrelerden oluşan bir harekete dönüşecektir. Sonsuz uzunluktaki bu zerrelerin her birine, sahip oldukları rotasyon hareketi dolayısı ile GİRDAP İPLİKÇİĞİ adını veriyoruz. Bütün katı cisim cidarını örten  bu girdap iplikçikleri, doğal olarak, rotasyon hareketleri dolayısıyla birbirleri ile ve üstlerindeki (daha büyük z- değerli)  zerreler ile sürtünme halindedir. Yani z = 0 düzleminde katı cismin kendilerine uyguladığı etkiyi çok hafifletilmiş olarak bir üstteki zerreye transfer edecekler ve ona daha küçük değerli bir rotasyon kazandıracaklardır.   Şu halde cismin etrafı, rotasyon miktarı  z- doğrultusunda  gittikçe azalan, girdap iplikçikleri ile sarılacaktır. Kuşkusuz z- büyüdükçe bu rotasyon etkisi küçülecek ve cisimden yeteri kadar uzakta sıfıra düşecek ve akım üniform akım şartlarına geri dönecektir. İleride bu girdap iplikçiği kavramını kullanarak akımın gelişimini incelemeye devam edeceğiz.


Şimdi girdaplılık veya rotasyon miktarıyla ilgili olarak önceki bölümde verdiğimiz:

2(y = ( u/( z -( w/( x                                                     (6.2)

denklemini ele alalım ve yaptığımız fiziksel incelemenin bu denklemi nasıl etkileyeceğini inceleyelim. Bu amaçla (y nin KCC üzerinde yani z = 0 daki değerini düşüneceğiz. Sıfır kayma şartı dolayısı ile z = 0 da her x- değeri için u = w = 0 olmalıdır; bu durumda z = 0 için, bütün x- değerlerinde w ayni değere (yani sıfıra) eşit kaldığından, (( w/( x)z=0 = 0 olacağı açıktır. Yani  
2((y)z = 0 = (( u/( z)z = 0                                                 (6.3)

olacaktır. Bu ifade katı cisim cidarının üzerinde (z = 0) geçerlidir ve z > 0 için, genelde u = 0 olamayacağına göre (( u/( z)z = 0  her yerde sıfır olamaz. Yani, viskoz akışkanlara ait sıfır kayma şartından dolayı, KCC üzerinde (( u/( z)z = 0 ( 0 olacak ve girdaplılık vektörü, değeri noktadan noktaya değişmekle birlikte, her noktada sıfır olmayan bir değer alacaktır.                                                  


Yukarıda düzlemsel levha için verdiğimiz fiziksel  analiz gösteriyor ki viskoz akışkanlar halinde  katı cisim cidarı bir girdap kaynağı olarak kabul edilebilir. Şimdi önceki bölümde verdiğimiz genel bir ifadeyi hatırlayalım:

(x z = (z x =   ( [((u/(z) + ((w/(x)]                                     (6.4)

Bu ifade ile (y girdaplılık vektörü arasındaki benzerlik çok açıktır. Dolayısıyla, yukarıda yaptığımız gibi, bu ifadeyi de z = 0 için yazarsak:

((x z)z = 0 = ( (( u/( z)z = 0                                                    (6.5)

buluruz ki bu da bize akışkanla KCC arasındaki kayma gerilmesinin her yerde sıfır olamayacağını, yani kayma gerilmelerinin KCC alanı üzerindeki toplamına eşit olan,  sürtünme kuvvetinin sıfır olamayacağını göstermektedir.


Böylece NAVIER-STOKES Denklemlerinin temel zorluklarından birini, çok kısa olarak, açıklamış olduk. Bunu özetlersek: NAVIER-STOKES Denklemleri için düzlem levha etrafındaki hareket problemini çözdüğümüzde, tam çözümün üniform akım olduğunu bulduk; kuşkusuz bu çözüme göre hem girdaplılık hem de kayma gerilmesi, KCC üzerinde, yani                                                 z = 0 da (aslında bütün akım bölgesinde de) sıfırdır. Matematik olarak:

((x z)z = 0 = 2( ((y)z = 0 = 0

bulunmaktadır. Bu ise (6.3) ve (6.4) denklemleri ile çelişmektedir. Deney sonuçları da bu değerlerin sıfır olamayacağını göstermektedir. Şu halde yukarıda NAVIER-STOKES  Denklemlerinden hareketle düzlem levha etrafındaki akım için bulduğumuz üniform akım çözümü, yaptığımız fiziksel analize ve özellikle deney sonuçlarına aykırı olduğu için, yetersiz ve hatalıdır.


NAVIER-STOKES Denklemlerinin tam çözümünün, düzlem levha etrafındaki akım problemi gibi çok basit bir problemde dahi, yetersiz olduğunu gördük. Etrafında ya da içinde akışkan hareketinin incelendiği katı cisim geometrisinin daha karmaşık hale gelmesi  durumunda bu yetersizlik artmakta bulunabilen tam çözümler anlamsız hale gelmektedir. Şu halde genel olarak söyleyebiliriz ki:

“NAVIER-STOKES Denklemlerinin tam çözümleri, akışkanlar mekaniğinin cevap bulmak zorunda olduğu en önemli problemlerden birine yani kayma gerilmesinin hesaplanması (tabii buna bağlı olarak katı cisimle akışkan arasındaki toplam sürtünme kuvvetinin bulunması) problemine yeterli çözüm getirmemektedir.” 

Bu sonuç bize, kayma gerilmeleri hesabı ya da akışkanla katı cisim arsındaki toplam sürtünme kuvvetinin hesabı için, NAVIER-STOKES Denklemlerine tam çözüm bulurken yaptığımızdan farklı bir yolla yaklaşmamız gerektiğini göstermektedir. Bu bölümün ana fikrini oluşturan bu yeni yaklaşım aşağıdaki paragrafta açıklanacaktır. 

PRANDTL KENAR TABAKA TEORİSİ:


Konunun anlaşılabilmesi için yukarıda başladığımız fiziksel analize devam etmeliyiz. KCC üzerindeki sıfır hız (z = 0 da u = w = 0) şartından dolayı akışkan zerrelerinin bir dönme hareketi (rotasyon) kazanacaklarını, bu rotasyonun zerreler arası sürtünmelerden ötürü z > 0 daki zerrelere intikal edeceğini dolayısı ile katı cisim civarındaki bütün zerrelerin, sonsuzdan gelen üniform akımın etkisi ile bir öteleme hareketi yaparken, ayni anda viskozitenin etkisiyle bir rotasyon hareketi yapacağını yukarıda belirtmiştik. Yine orada belirttiğimiz gibi viskoziteden kaynaklanan bu rotasyon hareketi z = 0 için maksimum değerde iken, z- büyüdükçe yine viskozitenin sönümleme etkisi dolayısıyla hızla azalacak ve cisimden yeteri kadar uzakta ihmal edilebilir düzeye düşecektir. Daha büyük z- değerleri için, bu etki tamamen  ortadan kalktığına göre, katı cisim etrafındaki hareket sonsuzdan gelen üniform harekete özdeş olacaktır. 


Şu halde cismin etrafındaki akışkan hareketini z- doğrultusunda iki bölüme ayırarak inceleyebiliriz.

1. Katı cisim yakınında oluşan viskozitenin etkili olduğu viskoz/rotasyonel akım bölgesi 

2. Katı cisimden yeteri kadar uzakta oluşan  viskoz etkilerin ihmal edilebildiği, genellikle irrotasyonel kabul edilebilen, akım bölgesi 

Bu ayırım bize hemen şu düşünceyi ilham ediyor. Yukarıda bulduğumuz üniform akım çözümü (1) bölgesi için geçerli olmalıdır ve katı cisim ile üniform akım arasında kalan (2) bölgesindeki viskoz akım için NAVIER-STOKES Denklemlerinden yeni bir çözüm elde etmeliyiz.


Ne yazık ki NAVIER-STOKES Denklemleri bu ara bölge için doğrudan çözülememektedir. Bu bölgedeki akımın hesaplanabilmesi için NAVIER-STOKES Denklemlerini fiziksel gözlemlerimizin ışığı altında tadil ederek yeni denklemlere dönüştürmek zorunda kalıyoruz. Şimdi bunu yapalım.


Bu amaçla yukarıda başladığımız fiziksel analizi bir az daha ileri götürmeliyiz. KCC etrafında ortaya çıkan (1) ve (2) akım bölgelerinin birbirine değdiğini tasavvur ettiğimiz çizgiyi düşünelim ve farz edelim ki bu çizginin düzlem levhadan uzaklığı ((x) olsun. Diğer sözlerle viskoz kenar tabaka akımının kalınlığına ((x) demiş olalım. Madem ki bu çizgi (Tabii aslında bu bir yüzeydir.) (1) ve (2) akım bölgelerinin sınırını oluşturmaktadır; o halde her iki bölgenin özelliklerini de taşımalıdır. Şu halde NAVIER-STOKES Denklemleri için yeni çözüm aradığımız (2) bölgesinin sınırlarını ve bu sınırlar üzerinde sağlanması gereken sınır şartlarını artık yazabiliriz.


(2) bölgesindeki herhangi bir x = st. değeri için:

KCC üzerinde sıfır kayma şartı geçerli olduğuna göre:            z = 0   da u = w = 0

(1) ve  (2) bölgelerinin sınırında iki akım özdeş olacağından:  z(((x) te u = V( , w = 0

olmak zorundadır. 

Konuyu biraz daha aydınlık hale getirdik. Ancak problemimizde yer alan ((x) kenar tabaka kalınlığının büyüklüğü hakkında henüz herhangi bir fikrimiz yok. Şimdi bunu tahmin etmeye çalışalım. Bu amaçla iyi bildiğimiz REYNOLDS Sayısının tanımını hafifçe değiştirerek yazalım: 

Rex = (xV() /((((( = ((V() /((( x)                                         (6.5)

Bu ifadesinin paydasını şöyle yorumlayabiliriz: V( a dik doğrultu olan x = st. doğrultusundaki birim z- uzunluğunu geçen ( kütleli, V( hızlı akışkan zerresinin taşıdığı momentum miktarı. Bu oranın paydasının  benzer bir yorumunu yapmak o kadar basit değil. Bu amaçla, burada ispatını vermeksizin kullanacağımız bir formülü Gazların Kinetik Teorisinden ödünç almalıyız:

(((((((((RT(                                                            (6.6)

Bu formülde görünen ( Ortalama Serbest Yol Uzunluğu adını alır ve “Birim zamanda bir molekülün kat ettiği yolun, bu molekülün diğer moleküllerle gerçekleştirdiği çarpışma sayısına bölünmesi ile bulunan temsili bir büyüklük”  şeklinde tanımlanır. Adından da anlaşıldığı gibi uzunluk boyutunda fakat mikron mertebesinde bir büyüklüktür. Ses hızının tanımını hatırlarsak (6.5) ifadesini:

( ( ((a                                                               (6.7)

biçimine getirebiliriz. Böylece (6.4) ün paydası ilginç bir biçim alarak

( ( x ( (((x) ( a 

görünümünü kazanır. Burada (((x) boyutsuz ve çok küçük bir sayıdır. Geriye kalan (( a) terimine gelince; yukarıda (( V( ) için yaptığımız gibi, bunu da bir momentum miktarı olarak yorumlayabiliriz, ancak bu, moleküler hareketlerin her doğrultuda taşıdığı (Belki dağıttığı demeliyiz.) momentum miktarıdır. Bu düşünce tarzı ile Reynolds sayısının son şekli:

Rex = (x/()((V( /( a)                                                 (6.8)

görünümünü kazanır.


Reynolds Sayısı için, yukarıda söylediklerimizden yararlanarak, yeni bir yorum getirebiliriz: Reynolds Sayısının payı akımın makro momentum miktarını, buna karşılık paydası ise mikro (moleküler) momentum miktarını temsil etmektedir ve Reynolds Sayısı bu momentum miktarlarının oranını kabaca belirlemektedir. 


Şimdi bu söylediklerimizden yararlanarak((x) in büyüklüğünü tahmin etmeye çalışalım. Bu amaçla Reynolds sayısını alıştığımız biçimde yani:

Rex = ((V()/((/x)

olarak yazacağız ve bu oranın bir momentum dengesini temsil ettiğini unutmayacağız.


Şimdi bir şekil çizelim ve şöyle düşünelim:

Kenar tabaka akımı içinde x-doğrultusundaki momentum akısı V( mertebesinde bir hıza sahiptir ve ( 2 mertebesindeki bir alandan geçmektedir. Buna karşılık z- doğrultusundaki momentum akısı ise a mertebesinde bir hıza sahiptir ve x2 mertebeli bir alandan geçmektedir. Dolayısıyla, yukarıda verdiğimiz (6.6) ya da (6.7) formüllerini kullanarak, bu momentum akıları arasındaki dengeyi:

x2 (( /x) = ( 2((V( )                                                       (6.9)

biçiminde yazabiliriz. Bu bağıntıyı kullanarak ((x) in mertebesini,

( /x = K / (Rex)1/2                                                         (6.10)

olarak hemen hesaplayabiliriz. Bu denklemde yer alan K, değeri düzlem levha için 5 civarında olan, boyutsuz bir sabittir. Böylece yukarıdaki fiziksel analizimizle tutarlı olan bir sonuç elde etmiş olduk. Görüldüğü gibi düzlem levha üzerinde ilerledikçe, diğer sözlerle kenar tabaka geliştikçe, kenar tabaka kalınlığı artmakta; buna karşılık düzlem levha üzerindeki belli bir x- noktasında, o noktadaki Reynolds sayısı –mesela V( un artması sonucu- büyüdükçe kenar tabaka kalınlığı azalmaktadır. Her ne kadar bu bulgular makulse de akla şu soruların gelmesi kaçınılmazdır: “x- sınırsız büyürse ((x) de sınırsız büyüyecek midir? ve Rex sınırsız büyüdüğünde belli bir x noktasındaki ((x) sınırsız azalacak mıdır?”


Bu sorulara cevap verebilmemiz için bazı deney sonuçlarına ihtiyacımız var. Kenar tabaka akımının, deney sonuçlarından çıkardığımız çok ilginç bir özelliği var.

 “Kenar tabaka akımı içinde, cismin geometrik biçimi ne olursa olsun, katı cisim cidarına dik doğrultuda basınç değişmemektedir!” 

Yukarıdaki analizimizi hatırlarsak bu, katı cisim cidarına dik doğrultuda gerçekleştiğini düşündüğümüz moleküler (viskoz) momentum aktarımının herhangi bir basınç değişikliğine neden olmadığı yani katı cisim cidarına dik bir doğrultu seçildiğinde kenar tabaka akımı içindeki her noktada basınç değerlerinin birbirlerine ve doğal olarak (1) ve (2) bölgelerinin buluştuğu sınırdaki basınç değerine yani viskozitesiz akım bölgesindeki basınç değerine eşit olması  anlamına gelir ki açıklanması şarttır. Bu amaçla şekildeki gibi iki katı cisim cidarı 

 
                                                                                 

düşünelim. Katı cisim cidarına dik doğrultudaki herhangi bir basınç değişimi, doğal olarak, bir merkezkaç kuvvet yaratacağından (Her noktada z-( KCC olduğunu kabul edersek)

0 ( z ( (   aralığında         dp/dz = V2 / R2
yazabileceğimiz açıktır. Burada R, KCC nın eğrilik yarıçapını göstermektedir; düzlem levha için R(( olduğunu biliyoruz. Şu halde düzlem levha için:

0 ( z ( (   aralığında         dp/dz = 0

yazabiliriz. Öte yandan eğrilikli KCC için ise R (( ( olmak şartıyla ki hemen her zaman doğrudur:

0 ( z ( (   aralığında         dp/dz ( 0                                      (6.11)

yazılabileceği de kolaylıkla düşünülebilir.


Kenar tabaka içindeki basınç dağılımının  bu özelliği, bize bir katı cisim içindeki veya etrafındaki hareketi incelerken kullanmak üzere seçeceğimiz koordinat sistemi ile ilgili bir ipucu vermektedir. Dolayısıyla kenar tabaka teorisini daha ileri götürmezden önce çalışmalarımızı çok daha kolay hale getirecek yeni bir koordinat sistemine geçelim.


Bundan sonraki bütün çalışmalarımızı, aksi söylenmedikçe, aşağıdaki koordinat sisteminde gerçekleştireceğiz. Şekilden de görüldüğü gibi bu koordinat sisteminin x- ekseni,  


her noktada katı cisim cidarına teğet olacak biçimde seçilmektedir. Böylece katı cisim cidarına dik kalmak zorundaki z- ekseni boyunca yukarıda açıkladığımız fiziksel özelliği yani basıncın katı cisim cidarına dik doğrultuda değişmemesi özelliğini, her noktada,

0 ( z ( (   aralığında         dp/dz ( 0

biçiminde ifade edebiliriz. Öte yandan, bütün açılabilir yüzeyler için, k eğrilik yarıçapı ile ilişkili bir ölçek çarpanı olmak üzere,

X = kx,  Z = z

yazabileceğimiz açıktır. Gerçekten de,  mesela  düzlem için k = 1, X = x, daire için k = 2( ve X = 2(x olduğu kolaylıkla görülmektedir. Şu halde, bundan böyle, incelediğimiz cismin geometrik biçimi nasıl olursa olsun, yukarıda açıklanan ilişkiyi unutmaksızın,

X = x,  Z = z                                                      (6.12)

koordinat eksenlerini kullanacağız ve her noktada z- ekseninin KCC ye dik kaldığını kabul edeceğiz. 


Koordinat sistemimizi böylece belirledikten sonra, şimdi bulduklarımız için kısaca özetleyelim. Bir katı cisim cidarı etrafındaki viskoz akışkan hareketinin iki katmandan oluştuğunu kabul ettik ve bunları 

1.   0    (  z  (  ((x)   için KENAR (SINIR) TABAKA AKIMI

2. ((x) (   z  (((      için DIŞ (POTANSİYEL) AKIM

olarak adlandırdık. Bu iki akım biçiminin, fiziksel olarak, birbirinden çok önemli bir farkı olduğunu söyledik. Şöyle ki Dış Akım sanki viskozitesiz bir akışkanın bir katı cisim etrafındaki hareketi gibi düşünülebilir ve dolayısıyla önceki bölümde incelediğimiz Potansiyel Akım yöntemleri ile hesaplanabilir. Kenar tabaka akımı ise, KCC ile Dış Akım arasına, önceden hesaplanmış olan Dış Akım sanki ((x) kadar –değişmeden- ötelenerek (deplase edilerek) “araya sıkıştırılmış bir viskoz akım bölgesi” gibi hesaplanabilir. Bu nedenle ((x) e bazen Deplasman Kalınlığı adı verilir. Bu düşünce tarzının doğal sonucu olarak Kenar Tabaka Akımının hesabında hem KCC nın, hem de önceden hesaplanmış olduğu varsayılan Dış Akımın etkisinin göz önüne alınması gerekli olmaktadır. Bunun nasıl yapılabileceğini aşağıdaki paragrafta göreceğiz. 

Bu noktada şunu da belirtmemizde yarar var: Aslında Dış Akımın ((x) kadar ötelenmesi KCC nın ((x) kadar kalınlaşması demektir. Bu ise Dış Akım için yaptığımız hesabın yenilenmesini gerektirir; Dış Akımın yeniden belirlenmesi ise Kenar Tabaka akımının yani ((x) in yeniden belirlenmesini gerektirir; bu ise yeni bir Dış Akım hesabını gerektirir... Sınırsız olarak yinelenebilecek olan bu işlemin yakınsadığını, yani ardışık olarak hesaplanan ((x) ler arasındaki farkların ölçüm hatalarından az olduğunu ve hatta birinci yaklaşımın dahi ölçüm hatalarından az hata taşıdığını kabul edeceğiz. Deney sonuçları bu kabulümüzün genelde yeterli olduğunu göstermektedir.

6.2 KENAR TABAKA (PRANDTL) DENKLEMLERİ:

Artık yukarıda yaptığımız fiziksel analizi bir matematik modele dönüştürebiliriz. Bu amaçla, doğal olarak, NAVIER-STOKES denklemlerinden hareket edeceğiz ve yukarıda bulduklarımızla bu denklemleri yeni bir biçime sokacağız. 


Katı cisim etrafındaki akışkan hareketini iki tabaka halinde düşüneceğimizi ve dıştaki akımı potansiyel akım kabul edeceğimizi daha önce söylemiştik. Şu halde bu paragrafta bulacağımız denklemler, Kenar tabaka akımı için yani,  0 (  z  ( ((x) aralığında geçerli olacak. Öyleyse bu aralıkta akım parametrelerinin nasıl değiştiğini hatırlayalım: 

 0 (  z  ( ((x) aralığında dp/dz = 0 olacağını, yani genelde x- ve z- nin fonksiyonu olması gereken p = p(x.z) fonksiyonunun bu aralıkta, z- e bağlı olmayacağını yani 

p = p(x)                                                       (6.13a)

 biçiminde olacağını görmüştük. Hız bileşenleri u ve w ye gelince, bunların her ikisi de KCC üzerinde, viskoz akımın temel özelliklerinden biri olan Sıfır Kayma Şartı dolayısıyla:

z = 0 da         u = w = 0                                       (6.13b)

şartını sağlayacaktır. Öte yandan z  =  ( noktasında, yani kenar tabaka akımı ile dıştaki potansiyel akımın değme yüzeyi üzerinde her iki akıma ait özellikler ayni olmak zorunda olacağından:

z = (  da         u = U(x),        w = 0                     (6.13c)

şartını yazabiliriz. Bu son şartı biraz açıklamamız gerekiyor. Genelde herhangi bir (iki boyutlu) geometrik cisim etrafında oluşacak potansiyel dış akım elbette ki iki boyutlu olacak ve U’(x,z), W’(x,z) hız bileşenlerine sahip olacaktır. Ancak yukarıda seçtiğimiz koordinat sistemi ve potansiyel akım için geçerli kabul ettiğimiz V // KCC kuralı birleştirildiğinde:

U’(x,z) =U(x),       W’(x,z) = 0                                (6.14)

olacağı hemen görülmektedir. Diğer sözlerle potansiyel akım hesabı yapılırken sıfıra eşit kabul ettiğimiz  ( kenar tabaka kalınlığının ( ( 0 olması halinde de potansiyel akımın değişmediğini yeniden ifade etmiş oluyoruz.


Yukarıdaki açıklamalardan anlaşılıyor ki 0 (  z  ( ((x) aralığında

1. u(x,z), her x- için z = 0 da u = 0 değerinden başlayarak, z = ( da u = U(x) değerine ulaşacak;

2. w(x,z), her x- için z = 0 da w = 0 değerinden başlayarak, z = ( da u = 0 değerine geri dönecektir.

Bu durumda 0 (  z  ( ((x) aralığı içinde kalmak üzere şu kabulleri yapabiliriz:

· Bu aralıkta w<<u dur ve bu küçük değeri w* = Re1/2 w/V( biçiminde ifade ederek u ile mukayese edilebilir hale getirebiliriz. Buradaki V( yalnızca boyutsuzlaştırma amacıyla kullanılmış, sonsuzdaki referans hızdır. Doğal olarak u için de u* = u/V( yazacağız.

· Benzer şekilde z- doğrultusundaki uzunluklar<<x- doğrultusundaki uzunluklardır; diğer sözlerle z- doğrultusundaki değişimler>>x- doğrultusundaki değişimlerdir diyebiliriz. Bu uzunlukları mukayese edilebilir hale getirmek için de z* = Re1/2 z/L yazabiliriz. Burada L yine sadece boyutsuzlaştırma amaçlı bir referans uzunluktur. Ayni düşünce ile x* = x/L yazmamız gerekmektedir.

· Basıncın kenar tabaka akımı içindeki değişiminin potansiyel akım için mevcut olan değişimin aynisi olduğunu söylemiştik. Şu halde basınç için yalnızca boyutsuzlaştırma işlemi yapılarak p* = p/(V(2 yazmamız yeterlidir.

Bu söylediklerimizi topluca yazarak iyi bilinen PRANDTL DÖNÜŞÜMÜ nü ifade edelim:

x* = x/L,   z* = Re1/2 z/L,   u* = u/V( ,   w* = Re1/2 w/V( ,   p* = p/(V(2            (6.15)

Dikkat edilirse bu dönüşüm B5 te verdiğimiz (5.26) dönüşümüne benzemektedir. Aradaki fark yukarıdaki fiziksel açıklamaya dayalı olarak z- ve w değerlerinin Re1/2 ile orantılı olarak büyütülmesidir. Koordinatların “gerdirilmesi” adıyla anılan bu yöntemin 1907 de ilk defa PRANDTL tarafından ve yukarıda anlatıldığı biçimde kullanıldığı kabul edilmektedir. Aslında başlangıçta Akışkanlar Mekaniğine has bir yöntem olarak düşünülmüş, ancak sonraları, özellikle 1950 lerden sonra genel bir Matematiksel Fizik yöntemi olarak fizik ve mühendislik problemlerinde standart hale gelmiştir.


Artık (6.15) dönüşümünü (6.1) denklemlerine uygulayabiliriz. Sonuç:

                 u*( u*/(x* +w*( u*/(z* = -( p*/(x* + (1/Re(( 2u*/(x* 2 + ( 2u*/( z*2
(1/Re((u*( w*/(x* +w*( w*/(z*( = -( p*/(z* + (1/Re2(( 2w*/(x* 2 +(1/Re( ( 2w*/( z*2
                         ( u*/(x* +( w*/(z* = 0

olarak elde edilecektir. Bu denklemlerin yüksek Re sayılarındaki akımlar için geçerli olduğunu düşünürsek Re ( ( yazabiliriz ve böylece PRANDTL ın iyi bilinen Kenar Tabaka Denklemlerini elde ederiz. Bu denklemlerin yalnızca 0 ((((( z* aralığında geçerli olduğunu da belirtmiştik şu halde sınır şartları ile beraber denklemlerimiz:

                 u*( u*/(x* +w*( u*/( z* = -( p*/(x* + ( 2u*/( z*2                                  (6.16a)

      0 = -( p*/( z*                                            (6.16b)

                         ( u*/(x* +( w*/( z* = 0                                                          (6.16c)

z*  = 0   da:        u* = w* = 0                                                                       (6.16d)

z* ( (   da:        u*(x*,() = U(x*),    w* (x*,() ( 0                                    (6.16e)

biçimini alır. 


Görüldüğü gibi 0 ((((( z* aralığında geçerli olmak üzere Hareket Denklemlerimizi üç bilinmeyenli üç denklemli bir sistem haline dönüştürdük. Ancak (6.16b) denkleminin yalnızca, daha önce yaptığımız “KCC na dik doğrultuda basınç değişimi yoktur”  kabulünü yansıttığını veya, ayni şey demek olan:

p = p(x)                                                  (6.16b)

anlamını taşıdığını düşünürsek bu denklemi unutabiliriz. Ayni nedenle (6.16a) denklemindeki basınç gradyanı terimini de artık 

-( p*/(x* = -dp*/dx*

biçiminde yazabileceğimiz açıktır. Öte yandan, potansiyel akım içerisinde fakat z =(+ da bulunduğunu düşündüğümüz bir ceryan borusu boyunca, Euler Denklemlerinin (Bk. B5. )

U(x)dU(x)/dx = -d p*/dx*                                              (6.17)

biçiminde yazılabildiğini bildiğimize göre, bu terimi yerine koyarak basıncı da problemden çıkartabiliriz. Yani denklemlerimizi bir eksiltirken, bilinmeyenlerimizin sayısını da üçten ikiye düşürebiliriz. Böylece Kenar Tabaka Denklemleri en çok rastlanan biçimine indirgenmiş olur. Bütün değişkenlerin (*) üst endisli olduğunu unutmamak şartıyla artık (*) ları yazmayabiliriz; Bu durumda Kenar Tabaka denklemlerinin son biçimi:

    u( u/(x +w( u/( z = U(x)dU(x)/dx + ( 2u/( z2                                  (6.17a)      

                      ( u/(x+( w/( z = 0                                                            (6.17b)

z  = 0   da:        u = w = 0                                                                   (6.17c)

z ( (   da:        u(x,() = U(x),    w(x,() ( 0                                      (6.17d)

alarak ortaya çıkacaktır.


Böylece Hareket Denklemlerimiz, iki bilinmeyenli [yani u(x,z) ve w(x,z)], iki denklemli bir sisteme dönüşmüş oldu. Bu, ikinci mertebeden ve gayri-lineer bir kısmi diferansiyel denklem sistemidir. NAVİER-STOKES Denklemlerinin “eliptik” karakterli olduğunu söylemiştik; onlardan yola çıkarak bulduğumuz (6.17) sistemi ise, Kısmi Diferansiyel Denklemler Teorisi yardımıyla gösterilebilir ki “parabolik” karakterlidir. Denklemdeki bu karakter değişimi sınır şartlarının gerek –yukarıda görüldüğü gibi- verilişini ve gerekse kullanılışını büyük ölçüde etkileyecektir. Sınır artlarının kullanılışını aşağıda daha yakından inceleyeceğiz.


Kenar Tabaka Denklemlerinin ilginç bir diğer özelliği de Süreklilik Denkleminin (6.17b) biçiminin değişmemiş olmasıdır. Bu bize, kenar tabaka akımı içinde de Akım Fonksiyonu kavramını kullanma imkanı sağlar. Gerçekten de (6.17b) denklemi yerine:

u = (((( z = (x   ve   w = -(((( x = -(z                            (6.18a)

yazdığımızda (6.17) sistemi yerine geçmek üzere: 

 ( 3(/( z3 -(((/(x)(( 2(/( z2)  +(( (/( z)(( 2(/( x( z) = -U(x)dU(x)/dx               (6.18a)      

                      z  = 0   da:         u = (((( z =  w = -(((( x = 0                                   (6.18b)

z ( (   da:        u=(((( z = U(x),    w= -(((( x  ( 0                         (6.18c)

biçimindeki tek denklemli, tek bilinmeyenli, üçüncü mertebeden bir sistemini elde edebiliriz. Bazı problemlerin çözümünde denklemin bu biçimini kullanmanın avantaj sağladığını aşağıda göreceğiz.


Yukarıda PRANDTL Denklemlerini bulurken kullandığımız  değişken dönüşümünü kayma gerilmesinin genel ifadesini veren:

(x z = (z x =   ( [(( u/( z) + (( w/( x)]                                     (6.4)

denklemine de aynen uygulamak zorundayız. Bunu yaparsak:

(x z =(z x =  ( [(Re1/2V( /L)(( u*/( z*) +(V( /LRe1/2)((w*/( x*)]                  (6.19)

elde ederiz ki, önceden yaptığımız gibi, Re sayısının sınırsız büyüdüğünü düşünürsek sağ taraftaki iki terimden ikincisinin birinciye nazaran çok küçük kalacağı ve ihmal edilebileceği açıkça görülecektir.  Şu halde kenar tabaka akımı içinde kayma gerilmesinin değişimini:

(x z =(z x =  ( (Re1/2V( /L)(( u*/( z*)                                         (6.20)

biçiminde ifade edebiliriz.  Görüldüğü gibi akım bölgesindeki herhangi bir noktada kayma gerilmesinin değeri doğrudan o noktadaki KCC na paralel bileşeninin KCC na dik doğrultudaki değişimi ile orantılıdır. Bu denklemin sol tarafı (*) sız yazılmıştır; yani uygulama kolaylığı açısından, boyutlu olarak bırakılmıştır.  Denklemdeki (  ve Re büyüklüklerinin tanımları kullanılarak ve ayrıca gerilme (basınç) birimindeki ( yu boyutsuzlaştırma amacıyla (V(2 ile bölerek bu ifadeyi:

 (x z * = (zx* = (x z /(V(2 =(z x / (V(2 = (( u*/( z*)/Re1/2                    (6.21)

biçiminde de yazabiliriz. Aşağıda bu formülü kullanarak, özellikle katı cisim cidarı üzerinde, kayma gerilmesinin hesabının nasıl yapıldığını göreceğiz. Ancak şu noktaya dikkat çekerek bu konuyu, şimdilik, bitirelim. Düzlem levha etrafındaki hareketi düşündüğümüzde  artık KCC üzerinde (x z *  her noktada sıfıra eşit kalamayacaktır;   çünkü KCC üzerindeki her noktada (( u*/( z*)z=0 =0 olması imkansızdır. Dolayısıyla yukarıdaki paragrafta NAVİER-STOKES denklemlerini çözerken karşılaşmış olduğumuz zorluğu PRANDTL Denklemleri ortadan kaldırmıştır.


Böylece PRANDTL ın Kenar Tabaka Teorisini, ana hatları ile özetlemiş olduk. Artık bu denklemleri kullanarak özel akım problemlerine çözümler bulabiliriz. Ancak daha önce bu teorinin çok kullanışlı bir başka biçimini de genel olarak incelememiz akım problemlerini daha iyi anlamamızı sağlayacaktır.

6.3 kenar tabaka kalınlıkları:
Öncelikle literatürde kullanılan çeşitli Kenar Tabaka Kalınlıklarının tanımlarını vermeliyiz:

Gerçek Kenar Tabaka Kalınlığı: (1 : Teorik olarak bu, kenar tabakanın bittiği potansiyel akımın başladığı gerçek sınırın KCC dan uzaklığını ifade etmektedir. Yani yukarıda tanımı yapılmaksızın özelliklerinden bahsedilen ((x) değeridir. Bu büyüklüğün matematik tanımı şöyle verilmektedir: V( hızlı üniform akım içine konulmuş bir düzlem etrafındaki gayri-viskoz akışkan akımını düşünelim. Bu hareketteki, birim yoğunluk için  toplam akı miktarı:

q/( =  (( (  V( dz = 0 ( ( V( dz  - 0 ( ( V( dz =  0 ( ( V( dz - ( V(
olacaktır. Viskoz akışkan hareketi halinde ise ayni akı:

q/( =0 ( ( u(z)dz

olmalıdır. Şimdi gayri-viskoz akımla cisim arasına (1 kalınlıklı bir viskoz akım bölgesi sıkıştırmış; diğer sözlerle gayri-viskoz akım bölgesini (1 kadar deplase etmiş olduğumuzu kabul edelim. Bu durumda

q/( =0 ( ( u(z)dz = 0 ( ( V( dz - ( V(
elde ederiz. Buradan (  yı çözersek: 
Kenar Tabaka Deplasman Kalınlığını (Düzlem levha için)

(1 = 0 ( ( {1 -  u(z)/V( } dz

olarak elde ederiz.  Bu tanımı yaparken yalnızca düzlem levha etrafındaki akımı göz önüne aldık. Halbuki viskozitesiz akım bölgesindeki hız düzlem levha etrafındaki hız V( yerine herhangi bir cisim etrafındaki viskozitesiz akım hızı U(x) i kullanarak bu tanımı genelleştirebiliriz. Böylece: 

Kenar Tabaka Deplasman Kalınlığını 

(1 = 0 ( ( {1 -  u(z)/U(x) } dz                                         (6.22)

 ve tamamen benzer düşüncelerle:

Kenar Tabaka Momentum Kalınlığını

(2 = 0 ( ( {1 -  u(z)/ U(x)  }( u(z)/ U(x))  dz                          (6.23)

ve Kenar Tabaka Enerji Kalınlığını

(3 = 0 ( ( {1 -  (u(z)/ U(x))2 }( u(z)/ U(x))  dz                       (6.24)

biçiminde tanımlayabiliriz. 


Bu büyüklüklerin nasıl kullanıldığını aşağıda göreceğiz.

6.4 KENAR TABAKA TOPLAM MOMENTUM (KARMAN) DENKLEMİ:

KARMAN Denklemleri aslında viskoz akışkan problemlerine yeni ve güçlü bir bakış açısı getiren genel yaklaşım yöntemlerinin tümüne verilen addır. Aşağıda bu yöntemlerin en basit bir tanesi örnek olarak incelenecektir. Ana fikir akım bölgesinde viskoz sürtünmelerin yol açtığı toplam momentum kaybının hesaplanarak bunun sürükleme kuvveti ile dengelenmesidir. Bu yöntem yardımıyla katı cisimlerin etrafında oluşacak sürükleme kuvvetinin hızlı ve oldukça hassas olarak hesaplanması mümkündür. 


İlk iş olarak boyutsuz hareket denklemlerini alacağız ve biraz matematik işlem yaparak bunları belli bir biçime getirmeye çalışacağız.

    u( u/(x +w( u/( z = U(x)dU(x)/dx + ( 2u/( z2                                  (6.25a)      

                      ( u/( x+( w/( z = 0                                                            (6.25b)


Öncelikle ilk denklemi şu biçimde yazalım:

    u( u/(x -  dp(x)/dx  = ( 2u/( z2  - w( u/( z                                              (6.26)

      Sağ taraftaki w( u/( z  terimini bilinen türev kuralları ile:

w( u/( z  = ( (w u)/( z - u ( w /( z

biçiminde yazar ve süreklilik denklemi yardımı ile ( w/( z = -( u/( x yazarak hepsini birlikte (6.26) denkleminde kullanırsak:

( ( u2)/(x -  dp(x)/dx  = ( 2u/( z2  - ((w u)/( z                                              (6.27)

ifadesine geliriz. Bulduğumuz bu denklem hem momentumun hem de maddenin korunumu ilkelerini içermektedir; dolayısıyla akımı tümüyle temsil etmektedir. Şimdi bu denklemin “toplam momentum miktarındaki değişimini” temsil etmesini sağlamak amacı ile her iki tarafını 0 ((((( z aralığında, yani z- boyunca, integre edelim.

0( ({( ( u2)/(x}dz - 0( ({( dp(x)/dx}dz  = 0( ({( 2u/( z2}dz  - 0( ({((w u)/( z }dz             (6.27)

u ifadedeki terimlerden ilki hariç diğerleri için integrasyon işlemi hemen sonuçlandırılabilir. Çünkü denklemin sağ tarafındaki terimler zaten z- e göre alınmış türevlerden oluşmaktadır. Sol taraftaki ikinci terimde yer alan p(x) ifadesinin 0 ((z(( ( aralığında z- ten bağımsız olduğunu biliyoruz; dolayısıyla dp(x)/dx te z- ten bağımsız yani z- boyunca bir sabit olacaktır. Bu söylediklerimizin ışığında integrasyon işlemini yaparsak:

0( ({( ( u2)/( x}dz – {( dp(x)/dx)z }0((  = {( u/( z}0(( - {w u }0((
elde ederiz. Bu ifadede sol taraftaki ikinci terimin değeri { dp(x)/dx}( dır; sağ taraftaki ilk terim olan  {( u/( z} in z = ( daki değerinin sıfır, buna karşılık z = 0 daki değerinin ( olduğunu biliyoruz; nihayet son terimdeki w nin değerleri de z = 0 ve z = ( için sıfır olduğuna göre işlemin sonucunu, birinci terimdeki türev ve integrasyon işlemlerinin yerini değiştirerek ve denklemi düzenleyerek:

-( -( { dp(x)/dx} =(((x{ 0( (( u2)dz}                                     (628)

biçiminde elde ederiz. Böylece akım özelliklerinin anlaşılmasında büyük basitlik ve ayrıca aşağıda görüleceği gibi Sürükleme Kuvvetinin hesaplanmasında önemli bir kolaylık sağlayan KARMAN TOPLAM MOMENTUM DENKLEMİ ni elde etmiş olduk.


 (6.28) denkleminin sol tarafı x- doğrultusunda akışkanla KCC arasındaki( kayma gerilmesini yani viskoz sürtünmeyi (Sürükleme kuvvetinin bir noktadaki değerini) ve basınç gradyanının 0 ((z(( ( aralığında oluşturduğu toplam basıncı, yani toplam dış etkileri, ihtiva ederken sağ tarafı 0 ((z(( ( aralığındaki toplam momentum miktarının x- doğrultusundaki değişimini ihtiva etmektedir. Diğer sözlerle bu denklem toplam dış etkilerin, akışkan kütlelerinin 0 ((z(( ( aralığındaki toplam momentum kaybı ile dengeleneceğini ifade etmektedir. Yani ayni fiziksel olayın matematik modelleri olan (6.17), (6.18) ve (6.28) denklemleri arasında fiziksel anlamı en somut bir biçiminde görünen  gerçekten de sonuncusudur.


Aslında (6.28) denkleminin sağ tarafını, önceki paragrafta tanımladığımız, Kenar Tabaka Kalınlığı ((1) kavramını kullanarak daha da somut hale getirebiliriz. Bu amaçla düzlem levha üzerinde oluşan kenar tabaka akımı içinde bir kontrol yüzeyi seçelim ve (6.28) denkleminde temsil edilen fiziksel büyüklükleri bu kontrol yüzeyi üzerinde gösterelim.


0 ((z(( ( aralığındaki u(x,z) büyüklüğünün:

z = 0   için    u(x,z) = 0

                       z ( (   için   u(x,z) = V(
değerlerini aldığını biliyoruz. Öte yandan eğer akışkanımız viskozitesiz olsaydı bu hızın her z için

u(x,z) = V(
değerini alacağını da biliyoruz. O halde akışkanın viskozite etkilerinden ve dp/dx ten dolayı birim kütle için kaybettiği momentum miktarını, kenar tabaka içindeki bir (x,z) noktasında:  u(V( - u) olarak ifade edebiliriz. 


Bu büyüklüğün 0 ((z(( ( aralığında z- boyunca integrasyonu bize bu aralıktaki toplam momentum kaybını vereceğine göre ve (6.28) denkleminin sağ tarafı da ayni fiziksel büyüklüğü temsil ettiğine göre, artık (6.28) denklemini:

-( -( { dp(x)/dx} =(((x{ 0( (( u2)dz} ={1 /V(}(((x{ 0( ( [u(V( - u)] dz}                 (629)

biçiminde yazabiliriz. Bu analizde kullandığımız ( mesafesinin kenar tabaka momentum kalınlığı olduğunu düşünür ve ( yerine(2 yazar, ayrıca da (2 için verdiğimiz (6.23) tanımını da, tanımdaki (() simgesi yerine ( =(2 yazarak kullanırsak: 

(  =  (2(x) { dp(x)/dx} - ((2 (x)(( x                                      (630)

toplam momentum denklemimize son biçimini vermiş oluruz. Görüldüğü gibi bu son denklem kayma gerilmesi ile momentum kalınlığı arasındaki ilişkiyi, tamamen boyutsuz büyüklüklerle, belirlemektedir. İşin ilginç tarafı, bu denklemdeki dp(x)/dx büyüklüğü herhangi bir cisim için potansiyel teori kullanılarak hesaplandığı bilindiğine göre, ayni cisim için boyutsuz kayma gerilmesini bulmak istediğimizde hızlar alanını yani u(x.z), v(x,z) değerlerini hesaplamaksızın yalnızca iyi bir (2(x) tahmini yapmamızın yeterli olmasıdır. Uygulamada çok önemli yeri olan bu yöntemin ayrıntıları kitabımızın sınırları dışında kalmaktadır. Ancak basit bir örnek vererek konunun bir az daha iyi anlaşılmasını sağlamaya çalışalım.


Düzlem levha için dp(x)/dx = 0 olduğunu biliyoruz. Öyleyse (6.30) denklemi bu özel halde:

(  =  - ((2(x)(( x                                                       (631)

biçimini alacaktır. Bir ilk yaklaşım elde etmek için düzlem levha halinde (2 ( (1 aldığımızı düşünelim. Öte yandan (1 için, bu bölümün başında yalnızca olayın fiziksel özelliklerini kullanarak, biz zaten bir tahmin yapmıştık. (6.10) denklemi ile ifade ettiğimiz bu tahmini yeniden yazalım:

(1(x) = Kx / (Rex)1/2                                                   (6.32)

Bu bağıntıyı kullanarak (6.31) denkleminden, kolaylıkla:

(((((K/2)/( Rex = (1 ( 2x                                            (6.33)

sonucunu elde ederiz. Görüldüğü gibi kenar tabaka akımının herhangi bir x- kesitindeki (1 kalınlığı ile o x- kesitinde fakat z = 0 daki kayma gerilmesi (viskoz sürtünme) arasında yaklaşık fakat çok basit bir ilişki vardır. Diğer sözlerle, yukarıda da belirtildiği gibi, u(x,z), w(x,z) değerlerini yani hızlar alanını (6.17) veya (6.18) denklemlerinden çözmeksizin u(x,z) için bir kabul yapmak suretiyle (1(x) i (6.22) denkleminden hesaplayarak veya, uygulamada yaygın olarak yapıldığı gibi, doğrudan (1(x) i tahmin ederek bu bağıntıdan yaklaşık ( değerini kolayca elde etmek mümkündür.


Şimdi bu işlemi u(x,z) değerinden başlayarak, düzlem levha etrafındaki akım için gerçekleştirelim. 0 ((z(( ( aralığındaki, belli bir x- değeri için, u(x,z) büyüklüğünün 0 ile V( arasında değişen bir u(x=st.,z) =u(z) biçimindeki bir fonksiyon olduğunu biliyoruz. Şimdi özel bir kabul yapalım ve farz edelim ki her x- değeri için bu u(z) fonksiyonu ayni matematik ifadeye sahiptir. Diğer sözlerle hız fonksiyonunun  u(x.z) = K(x.z)u(z) biçiminde yazılabildiğini düşünelim. Aşağıda bu kabulümüzün geçerli olduğunu PRANDTL Denklemlerinin örnek çözümlerini verirken göstereceğiz. Bu durumda u(z) bütün x- kesitleri için ayni kalan bir fonksiyondur; ayrıca bu u(z) fonksiyonunun, katsayıları sonradan tayin edilmek üzere, aşağıdaki gibi bir seriyle ifade edilebildiğini de yine kabul edelim:

u(z) = u1 z + u2 z2 + u3 z3 + ...                                            (6.34)

Burada z-, 0 ((z(( ( aralığında değiştiğine göre, küçük bir (boyutsuz) sayı olarak düşünülebilir ve dolayısıyla bu serideki terimlerin gittikçe küçüldüğü kabul edilebilir. Öte yanda u(z) hakkında sadece şu bilgilere  sahip olduğumuza göre:

z = 0 da   u(0) = 0,      

 z = ( da   u(() = V(   ve   ( u/( z = 0

yani sadece iki noktadaki u(z) değerlerini bildiğimize göre, bu serideki katsayılar için:

u3 = u4 = ... = 0

kabulünü yapmaktan başka çaremiz yok. Bu kabulleri uyguladığımızda:

u(0) = 0 

u(() = U =  u1( + u2( 2
                                              ( u/( z = 0 = u1 + 2 u2(
ifadelerini elde ederiz ki, görüldüğü gibi bunlardan u1  ve u2 yi çözebiliriz ve 

u1 = 2 V( /(    ve   u2 = - V( /( 2
elde ederiz. Buna göre u(z) fonksiyonu, ve kayma gerilmesi (  için artık:

u(z) = 2 V( z/( - V( z2/( 2                                                                       (6.35)

((=((( u/( z)z=0 = 2V( /(                                                  (6.36)

yazabiliriz. Şimdi bunları (6.29) denkleminde yerine koyarsak:

2V( /( ={1 /V(}(((x{ 0( ( [u(V( - u)] dz} 

 2V( /(   = {1/V(}(((x{0( ( {[2V2( z/( - V2( z2/( 2] – [2 V( z/( - V( z2/( 2]2} dz 

elde ederiz. İntegrasyon işlemi ve kısaltmalar yapıldığında:

1/(2 = (V( /15)((2 /( x

buluruz. Aslında, (2 yalnızca x- e bağlı olduğuna göre, bu bir adi diferansiyel denklemdir ve çözümü:

(22 = 30x/V( + st.

olarak kolaylıkla elde edilebilir. Buradaki integrasyon sabitini x = 0 daki (2  değerinin sıfır olduğunu kabul ederek yok sayabiliriz. Bu durumda:

(2/x = 5.48Re-1/2
sonucu kolaylıkla elde edilir. 

6.5 PRANDTL DENKLEMLERİNİN BAZI ÖZEL ÇÖZÜMLERİ:


Bu paragrafta kenar tabaka denklemlerinin iyi bilinen bir çözüm ailesini yani BENZERLİK ÇÖZÜMLERİ ni inceleyeceğiz. Bu çözüm ailesinin mevcudiyeti PRANDTL tarafından gösterilmiş ancak ayrıntılı hesaplamalar BLASIUS ve daha genel olarak FALKNER-SKAN tarafından yürütülmüştür. Bu nedenle aşağıda verilecek olan bu çözüm ailesine bazen FALKNER-SKAN Çözümleri denilmektedir.


Burada bulacağımız sonuçları, bir sonraki paragrafta verilecek deney sonuçları ile karşılaştırmanın daha kolay olabilmesi için (6.18) denklemlerini boyutlu haliyle yazıp çözümlerini de, doğal olarak, boyutlu elde edeceğiz. Şimdi denklemlerimizi hatırlayalım.

( 3(/( z3 -(((/(x)(( 2(/( z2)  +(( (/( z)(( 2(/( x( z) = -U(x)dU(x)/dx               (6.18a)      

                      z  = 0   da:         u = (((( z =  w = -(((( x = 0                                   (6.18b)

z ( (   da:        u=(((( z = U(x),    w= -(((( x  ( 0                         (6.18c)

Benzerlik çözümlerinin ortak özelliği U(x) =  V( xm  biçiminde bir dış akım tarafından doğurulmuş olmalarıdır. Kenar tabaka akımı içindeki basınç dağılımının yalnızca x- e bağlı olduğunu bildiğimize göre, dış akım böyle bir özelliğe sahip olunca, kenar tabaka hız dağılımı için:

u(x,z) = U(x)F(z/( )

biçiminde bir fonksiyon tahmin edebiliriz. Kuşkusuz bu tahminimizin geçerli olup olmadığını (6.18) denklemi belirleyecektir. Şu halde denklemde yerine koyabilmek için buradan ((x,z) i hesaplayalım; tanım gereği:

((x,z) = 0( zu(x,z) dz

tir. Öte yandan, kolaylık amacı ile  z/( =( ,   f(() = 0( (F(()d(   yazarsak, bu ifade:

((x,z) =U(x)(  0( (F(()d(
biçimini alır ki artık buradan (6.18) denklemindeki terimleri sırayla hesaplayabiliriz. 

(((( x = (( U’ + (’U)f - (’(Uf’

(((( z = Uf’

( 2((( z2 = Uf’’/(
( 3((( z3 = Uf’’’/( 2
( 2((( z( x = U’f’ - U(’(f’’/(
Burada bütün fonksiyonlar tek serbest değişkenli olduğu için (‘) işareti ile her fonksiyonun kendi değişkenine göre türevi gösterilmiştir. Bulduklarımızı (6.18) de yerine koyar ve basitleştirmeleri yaparsak: iyi bilinen

( f’’’ + (( 2U’+((’U)ff’’ - ( 2U’(1- f’2) = 0                              (6.40)

FALKNER-SKAN Denklemine ulaşırız. Bu denklemdeki f li terimler yalnız (- nın, buna karşılık ( ve U lu terimler ise yalnız x- in fonksiyonudur. Şu halde, denklemin bir anlam taşıyabilmesi ancak (( 2U’+((’U) ve ( 2U’ katsayılarının, (- ne olursa olsun, değişmemeleri ile mümkündür. Yani bu ifadeler sabit kalmalıdır. Bu sabitleri keyfi olarak seçebileceğimize göre, a ve b keyfi sabitler olmak üzere: 

(( 2U’+((’U)/( = a    ( 2U’/( = b                                  (6.41)

almamızın bir sakıncası yoktur. Bu iki ifadeyi birleştirirsek:

((’U/( = b – a

elde ederiz. Bu ifadedeki U(x) değerini dış akım şartlarının belirlediğini ve dolayısıyla kenar tabaka akımı hesaplanırken  her x noktasındaki U(x) değerinin bilindiğini hatırlarsak U değerine sabit gözüyle bakabiliriz. Şu halde, buna göre, son bulduğumuz ifadenin yeni biçimi ve çözümünü:

d(( 2)/dx = 2(b – a)(/U ( ( 2 = 2(b – a)(x/U

olarak hemen elde ederiz. Başlangıçtan beri ( için kabul ettiğimiz (6.10) tahmini bize b-a=1/2 seçmemiz gerektiğini söylemektedir. Öyleyse:

(  = (((x/U(    ve   ( = z/( = z/(((x/U(                                 (6.42)

olmalıdır. Bu defa, bu değerleri kullanarak, (6.41) denklemlerinden ikincisini de çözebiliriz. 

( 2U’/( = b( U’/U = b/x(U(x) =Cxb
Başlangıçta yaptığımız dış akım kabulünü göz önüne alırsak: C = V( ,  b = m seçmek zorundayız. Bu durumda a = m-1/2 olacaktır. Keyfi sabitler a ve b yi belirlediğimize göre artık (6.40) denklemini bu değerleri kullanarak yeniden yazabiliriz:

f’’’ + (m+1)ff’’/2 – mf’2 + m = 0                                     (6.43a)

Bu denklem (6.18) denkleminin, dış akım için yapılan U(x) = V( xm kabulü altında, aldığı son biçimdir. Tabii (6.18) denklemi ile birlikte verilen sınır şartlarına da ayni değişken dönüşümü uygulanmalıdır. Bu yapıldığında:

z  = 0   da:         u = (((( z ( f’ =0,  w = -(((( x = 0 ( f=0                    (6.43b)

z ( (   da:        u=(((( z = U(x)( f’=1                                                      (6.43c)

elde edilir. 


(6.42) denkleminin çözümlerine geçmezden önce dış akım (potansiyel akım) için yaptığımız:

U(x) = V( xm
Kabulünü anlamlandırmaya çalışalım. Önceki bölümde yaptığımız potansiyel akım çalışmamızda viskozitesiz akışkanın düzlem levha etrafındaki hızının U(x) = V( , buna karşılık Durma Noktası/Dik Köşe İçindeki Akım problemindeki hızının U(x) = V( x2 olduğunu görmüştük. Şu halde yukarıdaki (6.43) denkleminde:

Düzlem Levha için :       m = 0 alarak      U(x) = V(          2f’’’ + ff’’  = 0                        (6.44)

D. N./Dik Köşe A. için:  m = 2 alarak      U(x) = V( x2      2f’’’ + 3ff’’ – 4(f’2 + 1) = 0    (6.45)

ifadelerini elde ederiz. Bu denklemler, doğal olarak, (6.43) denklemi için belirlediğimiz ayni sınır şartları, yani:

z  = 0   da:       f’ =0,  f=0,          z ( (   da:      f’=1                    (6.46)

şartları altında çözüleceklerdir. Kuşkusuz 0 ve 2 dışındaki m değerleri için de (6.43) denkleminin fiziksel anlamı olan çözümleri incelenebilir. Ancak aşağıda görüleceği gibi (6.44) ve (6.45) denkleminin belirlediği iki çözümün kenar tabaka teorisinde özel bir yeri vardır. Bu nedenle bunları daha ayrıntılı bir biçimde inceleyeceğiz.

Düzlem Levha Etrafında Kenar Tabaka Akımı:


Düzlem levha etrafındaki akım bütün akışkanlar mekaniğinin en çok incelenen, üzerinde en çok çalışılan problemini oluşturur. Hemen hemen her yeni teori veya deney yöntemi öncelikle bu probleme uygulanarak elde edilen sonuçlar önceden bulunmuş olan sonuçlarla karşılaştırılır. Böylelikle, büyük bir kuramsal ve deneysel data birikimine sahip olduğumuz, bu problem sayesinde bazen bir yöntemin geçerlilik sınırlarını saptamak şansına sahip olabiliriz. Geometrik basitlik sayesinde kuramsal ve deneysel incelemelerin nispeten daha kolay yapıldığı bu problem, akımla ilgili olarak sahip olduğumuz,  belki de, en sağlıklı bilgi birikimimizi oluşturur. Ayrıca uygulama açısından bakıldığında, bir çok gerçek problemin etrafında gerçekleştiği katı cisim yüzeyleri için düzlemsellik iyi bir ilk yaklaşım olarak düşünülebileceğine göre, burada bulacağımız sonuçlar uygulamada doğrudan yer alabilmektedir. Şunu da belirtmeden geçmemeliyiz. Bu kadar geniş ve sağlıklı bilgi birikimine sahip olduğunu söylediğimiz bu basit ve önemli problem tam anlamıyla çözülmüş veya bitirilmiş değildir. Mesela, bizim incelediğimiz en basit biçiminde bile, problemin x = 0 noktası yani düzlemin akıma dönük kenarı etrafındaki akım özellikleri burada verilen teori ile açıklanamaz. 


Düzlem levha etrafındaki akımın:

2f’’’ + ff’’  = 0                                               (6.47a)

denkleminin, 

z  = 0   da:       f’ =0,  f=0,          z ( (   da:      f’=1                   (6.47b)

şartları altındaki çözümleri yardımıyla ifade edildiğini yukarıda göstermiştik. Şimdi bu çözümleri bulmaya çalışalım. Görüldüğü gibi bu denklem üçüncü mertebeden, gayri-lineer bir adi diferansiyel denklemdir ve üç adet sınır şartı ile birlikte verilmiştir. Yani denklemin çözümü vardır ve tektir; ancak bu çözümü kapalı bir biçimde ifade etmek günümüze kadar başarılamamıştır. Bu nedenle literatürde BLASIUS Denklemi olarak bilinen bu denklem için iki çeşit yaklaşık çözüm yolu bulunmaktadır. Şimdi bunları kısaca açıklayalım.

BLASIUS Denkleminin Seri Çözümleri:  Farz edelim ki (6.47) denkleminin çözümü:

f(() = a0 + a1( + a2(2 + a3(3 + a4(4 + a5(5 ...                       (6.48)

biçiminde ifade edilebilmektedir. Buradan, türev alarak, denklemdeki ve sınır şartlarındaki terimleri oluşturursak:

f’(() = a1 + 2a2( + 3a3(2 + 4a4(3 + 5a5(4 ...                            (6.49)

f’’(() = 2a2 + 6a3( + 12a4(2 + 20a5(3...                                    (6.50)

f’’’(() = 6a3 + 24a4( + 60a5(2 ...                                                (6.51)

elde ederiz. Doğal olarak bunları denklemde yerine koyarak ai ler arasında ilişki kurmaya çalışacağız. Ancak daha önce sınır şartlarının yol göstermesinden yararlanalım. Madem ki   ( =  0 olduğunda f(0) = f’(0) = 0 dır; şu halde a0 = a1 = 0 olmak zorundadır. Geriye kalan terimler denklemde yerleştirilirse:

2(6a3 + 24a4( + 60a5(2 + ...) + 

(a2(2 + a3(3 + a4(4 + a5(5+ ...)( 2a2 + 6a3( + 12a4(2 + 20a5(3+ ...) = 0  (6.52)

bağıntısı elde edilir. Burada ( nın üslerine göre tertiplenmiş olan katsayıların hepsi sıfıra eşit olmalıdır. Çünkü (6.52) denkleminin sağ tarafı, ( ne olursa olsun, sıfıra eşit kalmaktadır. Buna göre:

(0:   12a3 = 0 ( a3 = 0

(1:   48a4 = 0 ( a4 = 0

(2:  120a5 + 2a22 = 0 ( a5 = - a22/60
.......

elde edilir. Görüldüğü gibi a5 i a2 cinsinden elde ettik ve bundan sonraki bütün ai katsayılarını da a2 cinsinden bulacağımız açıktır; bu, üçüncü ve son sınır şartını kullanmamış olmamızdan kaynaklanıyor. Aslında çok sayıda ai kullanarak ai lerin hepsini belirleyen genel ifadeler bulmak mümkünse de bizim amaçlarımız için yukarıdaki kadar terim almak yeterlidir. Bulduğumuz değerleri (6.48) de yerine koyarsak:

f(() (  a2(2 - a22(5/60 + ...                                               (6.53)

buluruz. Bu yaklaşım bizim için yeterlidir.

Şimdi son sınır şartımızı kullanarak a2 değerini bulalım:
z ( (   da:      f’=1    olması isteniyordu; o halde f’(() = 2a2δ - a22 δ4/12 = 1 olmalıdır.

Buradan                                          
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