4. VİSKOZİTESİZ AKIŞKANLARIN İKİ BOYUTLU AKIMLARI-                                                             

potansiyel AKIMLAR
4.1 GENEL BİLGİLER-HAREKET DENKLEMLERİ: 
Bu bölümde önceki bölümde kurduğumuz bir boyutlu akım teorisini, ele aldığımız   akışkanı viskozitesiz kabul etmeye devam ederek, iki boyutlu akımlara genelleştireceğiz. Doğal  olarak yaptığımız bu kabul dolayısıyla gerçek akışkanların akımlarını bütün özellikleri ile açıklamamız mümkün olmayacaktır. Önceki bölümlerde açıklandığı gibi katı cisim cidarı yakınında etkili olan viskozite, bulacağımız çözümlerin bu bölgede(yakın akım bölgesinde) hatalı sonuçlar vermesine sebep olacaktır. Buna karşılık katı cisim cidarından uzak bölgelerde teorimiz, akımı hem yeteri kadar doğru bir biçimde hem de olabilecek en basit matematik modelleme ile açıklayacaktır.

Önceki bölümlerde: hareketli akışkanın, içinde veya etrafında hareket ettiği katı cisimlere uyguladığı kuvveti “Taşıma ve Sürükleme Kuvvetleri” adı altında iki bileşene ayırmıştık. Çok kaba olarak söylenebilir ki taşıma kuvvetini ortaya çıkaran etken esas itibarı ile katı cismin geometrisi dolayısıyla akım bölgesinde oluşan basınç dağılımlarıdır; buna karşılık sürükleme kuvvetinin ana kaynağı ise viskozitedir. Aslında basınç dağılımının sürükleme üzerinde, viskozitenin taşıma üzerinde önemli etkileri olduğu bilinmesine rağmen bunları genel olarak incelemeyi bu kitabın sınırları dışında bırakıyoruz. 

Bu bölümün hedefi, şu halde, katı cisim cidarından yeteri kadar uzak bölgelerde oluşan iki boyutlu akımlara ait hız ve basınç dağılımını veren matematik ifadeleri bulmak ve bunları uygulayarak uygulamada karşılaşan problemlerin nasıl çözülebileceğini göstermek şeklinde özetlenebilir. Basınç dağılımının bilinmesiyle, gerekli olan hallerde, taşıma kuvvetinin nasıl hesaplanabileceği de anlatılacaktır.

Böylece belirlediğimiz bu hedef, ilk bakışta, fazlaca sınırlı tutulmuş gibi görünebilir. Ancak aslında böyle değildir. Çünkü, ileride göstereceğiz ki viskoz akışkanların hareketlerini incelemek üzere yapılan her çalışmada ilk adım problemin viskozitesiz akışkan  halindeki çözümünü bulmak olacaktır. Yani bu bölümde verilecek bilgiler viskoz akışkanların  akımları incelenirken de öncelikli olarak kullanılmak zorundadır. Ayrıca yalnızca taşıma kuvvetinin hesaplanmasının yeterli olduğu, meselâ basit geometrili katı cisimler etrafındaki akım gibi, birçok problemde de bu bölümde verilecek teori yeterli olmaktadır. Ek olarak, önceki bölümde verdiğimiz teorinin iki boyutlu akımlara doğrudan genelleştirilmesi dolayısıyla, okuyucu iki boyutlu akımın aynı kabuller altında nasıl ele alındığını daha açık bir şekilde göreceği için teorinin daha kolay anlaşılması imkânı da doğmuş olacaktır.

Daimî akım kabulümüz de devam ettiğine göre demek ki bu bölümde viskozitesiz akışkanların daimî iki boyutlu akımları için geçerli hareket denklemlerini çıkartacağız. 

Akışkanımızın yoğunluğunun sabit kaldığını yani sıkışamaz akışkanları incelediğimizi kabul edeceğiz. Bu kabul altında bulacağımız sonuçların sıkışabilir akışkan haline genelleştirilmesinin matematik model kurmak açısından çok zor olduğunu da belirtmeliyiz. 

Son olarak şunu da belirtelim ki burada iki boyutlu akım terimi ile hem Düzlemsel akımlar hem de Dönel Simetrik Akımlar ifade edilmektedir. Yani vereceğimiz denklemler biçimsel olarak Düzlemsel Akımlar için yazılacaksa da bunlar yardımıyla dönel simetrik akımları incelemek basit bir koordinat dönüşümünden sonra mümkün olacaktır.

Artık hareket denklemlerinin çıkartılmasına geçebiliriz. Bu denklemleri çıkartırken ikinci bölümdeki sırayı ve yöntemleri izleyeceğiz. Ancak daha önce akışkanlar mekaniğinin en temel kavramlarından birini incelemeliyiz.

HAREKETLİ AKIŞKAN İÇİNDE FİZİKSEL ÖZELLİKLERİN YAYILMASI:


Sükûnetteki bir akışkan kütlesini göz önüne alalım. Bu akışkan içindeki bir N1 noktasında yoğunluk, sıcaklık, hız ve benzeri gibi herhangi bir fiziksel büyüklüğün değeri f1 olsun. Akışkan sükûnette olduğuna göre, N1’e  sonsuz küçük   ( s uzaklıktaki bir N2 noktasında aynı büyüklüğün f2 ile göstereceğimiz değeri,( t zamanı sonrasında:

f2 = f1 +  (( f/( s)( ( s/( t) ( t = f1 +  (( f/( t) ( t                            (4.1)

olacaktır. Bu denklem:

[(f2 - f1)/( t]N1( N2  = (( f/( t)N1                                                                            (4.2)

biçiminde yazılabilir. Yani sükûnetteki bir akışkan içerisinde f fiziksel büyüklüğü, bir N1 noktasından etrafa, zamana bağlı olarak yayılmaktadır. Bu olay katı cisimlerin içinde ısının kondüksiyonla yayılmasına benzetilebilir ve bu nedenle (4.2) ile tanımlanan büyüklüğe bazen kondüksiyonla yayılma miktarı adı verilir; ancak biz bu kitapta bu büyüklüğü difüzyon olarak adlandıracağız. 


Şimdi kabul edelim ki akışkan kütlesi hareketlidir ve N1 noktasındaki hızı V  dir. Bu durumda, N1 e sonsuz yakın olan N2 noktasında f in değeri şüphesiz sükûnet halindekinden farklı olacaktır. Çünkü, yukarıda anlatılan difüzyon olayına ek olarak, f büyüklüğü hareketli akışkan kütleleri ile birlikte de taşınmaktadır. Bu yolla taşınan miktar ( f/( s ve bunun taşınma hızı V olduğuna göre, f in N2 noktasındaki değeri,( t zamanı sonrasında:

f2 = f1  +  (( f/( t) ( t + V(( f/( s) ( t                                       (4.3)

olacaktır. Bunun yerine, yukarıda yaptığımız gibi:

[(f2 - f1)/( t]N1( N2  = (( f/( t)N1 + V(( f/( s)N1                                                     (4.4)

yazabiliriz. Burada kullandığımız s büyüklüğü, keyfî bir doğrultuyu göstermektedir ve ayrıca N1 , N2 noktaları da tamamen keyfî olarak seçildiği için (4.4) bağıntısı hareketli (veya V=0 alınarak sükûnetteki) akışkan için her noktada ve her doğrultuda geçerlidir. Buna göre      (( f/( s) yerine ( f yazarak, f in herhangi bir noktadaki değişimini:

lim((({(f2 - f1)/( t}  = ( f/( t+ (V( )f                                         (4.5)

biçiminde yazabiliriz. Görüldüğü gibi, f için, özel bir türev alma işlemi tanımladık; bunu genellikle

Df/Dt =( f/( t+ (V( )f                                                  (4.5)

şeklinde gösteririz. burada f in kendisi de tamamen keyfî olarak seçildiğine ve herhangi bir fiziksel büyüklüğü gösterdiğine göre bu türev işlemi her fiziksel büyüklüğe uygulanabilir; o halde f i bu işlemin ifadesinde göstermemiz gerekmez. Bu şekilde bulduğumuz:

D /Dt =(  /( t+ (V( )                                                  (4.6)

işlemine HAREKETİ TAKİBEN TÜREV veya bazen MADDESEL TÜREV adını veriyoruz. Göreceğiz ki bu işlem akışkanlar mekaniğinde çok büyük bir önem taşımaktadır. Vektörel biçimde yazılmış olan (4.6) ifadesini herhangi bir koordinat sistemine taşıyabiliriz. Ancak, biz bu kitapta genel olarak yalnızca kartezyen koordinatları kullanacağımıza göre, (4.6) yı bu sistemde yazalım: V = ui + wk  ve ( = i(( /( x) + k(( /( z) olduğuna göre:

D /Dt = ( /( t + u ( /( x + w ( /( z                                        (4.7)

elde edilir. Daha önce de belirttiğimiz gibi bu kitapta yalnızca daimî hareketleri inceleyeceğiz; şu halde (4.6) ve (4.7) denklemlerindeki zamana göre türevi ifade eden terimler, zamandan bağımsız hareketlerde, özdeş olarak sıfır olacaktır. Öyleyse bizim kullanacağımız biçimi ile bu denklemler:

D /Dt = (V( )                                                      (4.8)

şeklinde yazılabilir. Ayni ifade kartezyen ve yarı-kutupsal ko-ordinat sistemlerinde:     

 (D /Dt)x =  u (( u /( x) + w (( u /( z)                                (4.9a)

(D /Dt)z =  u (( w /( x) + w (( w /( z)                                (4.9a)

(D/Dt)r = vr(( vr /( r) + (v( /r)(( vr /(() - v(2/r                             (4.10a)

(D/Dt)( = vr(( v( /( r) + (v( /r)(( v( /(() - vr v( /r                         (4.10b)

olarak ifade edilecektir.

MADDENİN KORUNUMU İLKESİ - SÜREKLİLİK DENKLEMİ:


Bir (x,z) düzlemi içinde cereyan eden akımı düşünelim. Farz edelim ki, keyfî seçilmiş bir N noktasında bu akıma ait hız vektörü:



V = i u(x,z) + k w(x,z)

olarak verilmiştir. Ayrıca bu N noktasındaki basınç ve yoğunluğu da p ve (( = st. ile gösterelim. Yine farz edelim ki bu N noktası, şekilde görüldüğü gibi, kenar uzunlukları 2dx, 2dz olan, eksenlere paralel yerleştirilmiş dikdörtgen biçimli bir kontrol yüzeyinin orta noktasıdır.


Akımın şekilde gösterildiği gibi gerçekleştiğini düşünürsek, maddenin korunumu ilkesine göre, bu sonsuz küçük ABCD dikdörtgeninin AB ve BC kenarlarından giren akışkan miktarı ile AD ve DC kenarlarından çıkan akışkan miktarı aynı olmalıdır. Bu düşünceyi matematik olarak ifade edersek:


AB den giren:  (AB VAB AAB = ((  [u - (( u/( x)dx][2dz] 


BC den giren: (BC VBC ABC = (( [w - (( w/( z)dz][2dx]


DC den çıkan: -(DC VDC ADC = -(( [u + (( u/( x)dx][2dz]


AD den çıkan: -(AD VAD AAD = -(( [w + (( w/( z)dz][2dx]

büyüklüklerinin toplamı sıfır olmalıdır. Bu ise, kısaltmalardan sonra:

(( [( u/( x + ( w/( z] = 0                                               (4.9)

veya

( u/( x + ( w/( z = 0                                            (4.10)

ya da vektösrel olarak:

( (((V) = 0                                                            (4.11)

biçimindeki, sıkışabilir, viskozitesiz bir akışkanın daimî hareketinde geçerli olan maddenin korunumu ilkesine veya daha genel kullanılan adıyla SÜREKLİLİK DENKLEMİ  ne gelinir.

(4.11) denklemi, sıkışamaz akışkanlar için, sırasıyla Kartezyen, ve silindirik  koordinatlarda:

( u/( x + ( w/( z = 0                                                 (4.10a)

(( rv( )/( r + ( vr /(( = 0                                               (4.10b)


Bu denklemlerin incelenmesiyle bulabileceğimiz önemli bir sonuç şudur. Farz edelim ki ((x,z) sürekli ve türetilebilir bir fonksiyondur; o halde süreklilik denklemi yerine:

u = (( /( z ,  w = -(( /( x                                            (4.12)

bağıntılarını kullanabiliriz. Yerine konulduğunda görülecektir ki ((x,z) ne olursa olsun süreklilik denklemi sağlanacaktır. Öyleyse (4.12) de verilen, aslında süreklilik denkleminin bir başka biçimidir. Acaba bu ((x,z) fonksiyonunun fiziksel bir anlamı var mıdır? Bunu görebilmek için ((x,z) in tam diferansiyelini yazalım ve ((x,z) = sabit eğrilerini araştıralım; bu eğriler üzerinde d( = 0 kalacağına göre




 d( = ((( /( x)dx + ((( /( z)dz = 0

ve buradan

(dz/dx)(=st. = (-(( /( x)/(( /( z = w/u                                         (4.13)       

bağıntısına ulaşırız. Demek ki (=st. Eğrilerinin her noktadaki eğimi, o noktadaki hız vektörünün eğimine eşitmiş. Yani diğer sözlerle (=st. eğrileri akım çizgileridir. Bölüm 2 de de söylediğimiz gibi  ((x,z) fonksiyonuna AKIM (CERYAN) FONKSİYONU adını veriyoruz. Akışkanlar mekaniğinde çok önemli bir yeri olan bu fonksiyonun problemlerin çözümünde ne kadar büyük kolaylıklar sağladığını göreceğiz.

(4.12) denklemi  sırasıyla Kartezyen, ve silindirik koordinatlarda:

u = (( /( z ,                       w = -(( /( x                                       (4.12a)

vr =(1/r)((/(( ,                  v( =  -(( /( r                                      (4.12b)

biçimini alır.                                

MOMENTUMUN KORUNUMU İLKESİ - EULER DENKLEMİ:

Aslında bu paragrafta yazacağımız denklemlerin başlangıcı  NEWTON un iyi bilinen

dF =m dV/dt                                                              (4.14)

biçimindeki momentum değişimi ile ilgili bağıntısıdır. Buradaki terimleri sırasıyla akışkan hareketlerine uyarlarsak:

dF Kuvveti: Viskozitesiz akışkanların hareketinde dF kuvveti dış kuvvetler ve akışkan hareketi sonucunda ortaya çıkacak basınç değişimlerinden ibarettir. Dış kuvvetler, akışkanlar mekaniği problemlerinin büyük bir çoğunluğunda ihmal edilebilir büyüklükte olduğu için burada (ve kitabın ilgili diğer bölümlerinde) göz önüne alınmayacaktır. Buna göre (4.14) denkleminde dF yerine yalnızca basınç gradyanını yani “ -(p” değerini koymamız yeterlidir. Buradaki (-) işareti, önceki bölümde incelediğimiz bir boyutlu akımla ilgili çalışmamızdan geliyor. Orada hız (momentum) ile basıncın ters yönlerde değiştiğini göstermiştik.

mdV/dt Momentum Değişimi: Akışkanlar Mekaniğinde kütle yerine özgül kütle yani yoğunluk kullandığımıza  ve akışkan hareketinde herhangi bir noktasal fiziksel büyüklüğün değişimi ile ilgili olarak yukarıda verdiğimiz hareketi takiben türev kavramını hız değişimine de uygulamaya mecbur olduğumuza göre, bu ifadeyi şöyle yazabiliriz: 



(DV/Dt =( (V/( t +( (V()V                                               (4.15)

Böylece bulduğumuz (4.14) ve (4.15) denklemlerini birleştirir ve (x,z) kartezyen koordinatlarında yazarsak EULER DENKLEMLERİ ni elde ederiz.

(V/( t + (V()V= -(p/(                                                (4.16)

Bu kitapta yalnızca daimî akımlar ele alındığına göre, (V/( t = 0 alarak bu denklemlerin bizim kullanacağımız biçimine ulaşırız.

(V()V= -(p/(                                                (4.16)

Bu ifadenin, sırasıyla, kartezyen, silindirik ve küresel koordinatlardaki biçimleri:

 u( u/( x + w( u/( z = -(( p/( x)/(                                     (4.17a)

 u( w/( x + w( w/( z = -(( p/( z)/(                                     (4.17b)

HAREKET DENKLEMLERİ ve SINIR ŞARTI:


Viskozitesiz akışkanların iki boyutlu hareketlerini inceleyebilmek için Süreklilik Denklemi ile Euler Denklemlerini birlikte kullanmamız gerekiyor. Böylece elde ettiğimiz:

( u/( x + ( w/( z = 0                                                     (4.18a)

 u( u/( x + w( u/( z = -(( p/( x)/(                                     (4.18b)

 u( w/( x + w( w/( z = -(( p/( z)/(                                     (4.18c)

denklem sistemine HAREKET DENKLEMLERİ adını veriyoruz. Görüldüğü gibi bu denklemler u, w ve p için üç bilinmeyenli üç denklemli bir sistem oluşturur. Burada akışkan sıkışabilir kabul edildiği için ( da değişkendir; ancak bilinmeyen değildir. B1.2 de anlatıldığı gibi ( = ((p) bağıntısı ile p cinsinden bellidir. Bu bağıntıyı p( -( = sabit biçiminde belirlemiş ve kullanmıştık.


Hareket Denklemlerini çıkartırken hareket bölgesi ile ilgili herhangi bir şey söylemedik. Yani akışkanın içinde veya etrafında hareket ettiği katı cismin geometrisi hakkında hiç bir bilgi probleme dahil edilmeden hareket denklemlerini elde ettik. Buna göre akışkan (x,z) düzlemi içindeki hangi cisim (eğri) içinde veya etrafında hareket ederse etsin bu harekete (4.18) denklemlerini uygulayabiliriz. 


Akışkanın hangi cismin etrafında ya da içinde hareket ettiğine dair bilgimiz olmaksızın (4.18) denklemlerini çözmemizin pratik herhangi bir önemi olmayacağı açıktır. Şu halde bu denklemlerin akımı açıklamak için yeterli olduğunu söyleyemeyiz. Akım probleminin tamam olabilmesi için akım bölgesinin geometrisinin, yani akışkanın etrafında ya da içinde hareket ettiği katı cisim (veya cisimlerin), geometrisinin probleme eklenmesi gerekmektedir. Bu bilgiyi (B2 de de açıkladığımız gibi) Akım Çizgisi kavramını kullanarak sağlıyoruz. Bilindiği gibi viskozitesiz akışkanların hareketlerinde akım çizgisi bir katı cisim cidarı yerine geçebildiği gibi katı cisim cidarı da akım çizgisi gibi düşünülebilir. O halde, akımın içinde veya etrafında oluştuğu katı cismin geometrisi verildiğine göre bu cisme ait katı cisim cidarını (Bundan sonra K.C.C. ile göstereceğiz.) biliyoruz demektir. Bunu bir akım çizgisi ile değiştirirsek ve akım çizgisinin temel özelliği olan, her noktada hız vektörüne teğet kalma, şartını kullanırsak (4.18) denklemleri ile birlikte kullanılmak üzere:

V // K.C.C.                                                         (4.18d)

şartını elde ederiz. Yukarıdaki açıklamadan anlaşılacağı gibi bu şart (4.18) sisteminin çözülebilmesi için sistemdeki denklemler kadar önemlidir. Kısmî Diferansiyel Denklemler Teorisi’nde, SINIR ŞARTI adı verilen, bu şart olmaksızın (4.18) denklemine bir “Tek Çözüm”  bulunamayacağı ispat edilmektedir. 


Böylece sıkışabilir akışkanların iki boyutlu akımları için geçerli temel denklemleri yazmış olduk. Söz konusu denklemler: birinci mertebeden ve gayri-lineer bir sistem oluşturmaktadır. Bu sistemin, verildiği şekliyle, çözülmesi için kullanılan genel yöntemler kitabımızın konusu dışında kalmaktadır.


 Ancak şimdi göreceğiz ki bu denklem sistemini basit bir işlem yardımı ile lineerleştirebiliriz. Lineer denklemlerin temel özelliklerinden birinin “herhangi iki çözümün cebirsel toplamı yeni bir çözümdür” biçiminde ifade edildiğini hatırlarsak, (4.18) denklemini ya da onun lineerleştirilmiş biçimini doğrudan çözmemize gerek kalmadan da bazı çözümler bulabiliriz. Şimdi bunun nasıl yapılabileceğini görelim.


Önce (4.18) sistemini lineerleştirelim. Bunun için momentum denklemlerine aşağıdaki işlemi uygulayacağız:

( ( [(V/( t + (V()V= -(p/( ]

veya açık yazarsak:                                             

(/( z [( u/( t + u( u/( x + w( u/( z = -(( p/( x)/( ] -                                    




(/( x [( w/( t + u( w/( x + w( w/( z = -(( p/( z)/( ]  = 0

işlemler ve süreklilik denklemi de kullanılarak bütün kısaltmalar yapılınca sonuç:

( u/( z - ( w/( x = 0                                                  (4.19)

biçiminde çok basit görünümlü bir denklem halinde ortaya çıkmaktadır. Böylece artık (4.18) denklemleri yerine bunları (4.19) la birleştirerek: 

( ((u)/( x + ( ((w)/( z = 0                                                  (4.20a)

( u/( z - ( w/( x = 0                                                  (4.20b)

V // K.C.C.                                                         (4.20c)

yazabiliriz. Görüldüğü gibi bu denklemler lineerdir. Buna karşılık hareket denklemlerinde mevcut olan basınç p(x,z) bu denklemlerde görülmemektedir ve sistemdeki denklem sayısı da bir eksilerek ikiye düşmüştür. (4.19) sisteminin, (4.18) sistemine denk olmasına karşın basıncı ihtiva etmemesi ilginçtir. Bunu şöyle yorumlayabiliriz: “Viskozitesiz akışkanların akımlarında hızlar alanı basınçtan bağımsız olarak hesaplanabilir ve ilk basınç değerleri ne olursa olsun basınç alanı bu hız alanı yardımı ile bulunabilir.” Basınç alanının nasıl hesaplanacağını biraz aşağıda göreceğiz; ancak bir hız alanı için, verilen her ilk basınç şartı karşılığında başka bir basınç alanı bulunacağına göre aynı hız alanı için sınırsız sayıda basınç alanı bulunabilir. Viskozitesiz akımların bu ilginç özelliği, gerçekte, ancak bütün akım bölgesinde laminer akım şartları varsa gözlenebilir; aksi halde viskoz etkiler dolayısıyla toplam basınç değerinde meydana gelen kayıplar bambaşka bir basınç alanının ortaya çıkmasına neden olur.

4.2  hareket denklemlerinin çözümü:

Bu paragrafta (4.9) denklemlerinin nasıl çözülebileceğini inceleyeceğiz. Bu amaçla

( u/( x + ( w/( z = 0

                                                         ( u/( z - ( w/( x = 0 

denklemlerini ele alalım. Bunlardan birincisi için yukarıda

u = (( /( z ,  w = -(( /( x

tanımını kullanarak ((x,z) akım fonksiyonunu yazmıştık. İkinci denklem için de benzer bir tanım yapabileceğimiz hemen görülüyor. Bu defa bir ((x,z) fonksiyonu tanımlayalım öyle ki:

u = (( /( x ,  w = (( /( z                                            (4.21)

olsun. Böylece tanımladığımız ( (x,z) fonksiyonunun yukarıda verilen ikinci denklemi özdeş olarak sağlayacağı açıktır. Bu şekilde tanımladığımız bu ((x,z) fonksiyonuna POTANSİYEL FONKSİYONU adını veriyoruz. Burada olduğu gibi, bir potansiyel fonksiyonunun tarif edilebildiği akımları ise POTANSİYEL AKIMLAR biçiminde adlandırıyoruz. İleride göreceğiz ki viskoz akışkanlar halinde yukarıda bulduğumuz süreklilik denklemi değişmezken, momentum denklemleri, sınır şartları ile beraber, büyük ölçüde değişecek ve artık (4.19) denklemi gibi basit bir biçime indirgenmesi mümkün olmayacaktır; yani viskoz akışkanların hareketinde ((x,z) akım fonksiyonu tanımı halâ mümkün olurken, ((x,z) potansiyel fonksiyonu ortadan kalkmaktadır. Demek ki potansiyel akımın tanımını mümkün kılan yani momertum denkleminin (4.19) biçimine dönüşmesin sağlayan  özellik akışkanın viskozitesiz kabul edilmesidir. İleride, viskoz akışkanların hareketlerini incelerken, fiziksel açıklamasını da ayrıntılı bir şekilde yapacağımız bu nedenden ötürü: “ viskozitesiz akışkanların hareketi” ve “potansiyel akım” terimleri bu kitapta eş anlamlı olarak kullanılmıştır.  Öyleyse potansiyel akımlar için yazdığımız hareket denklemlerimiz şimdi yeni bir biçim kazandı:

u = (( /( z ,  w = -(( /( x

u = (( /( x ,  w = (( /( z

V // K.C.C.

veya ilk iki ifadeyi birleştirerek:

(( /( x =   (( /( z                                                 (4.22a)

(( /( z  = -(( /( x                                                 (4.22b)

V // K.C.C.                                                       (4.22c)

yazabiliriz. Bunlar viskozitesiz ve sıkışamaz akışkanların iki boyutlu hareketleri için geçerli hareket denklemleridir. Tekrar belirtelim ki ((  bilinmeyen değildir ve sistemin bilinmeyenleri yalnızca u(x,z) ile w(x,z)  ten ibarettir. Bu denklemler silindirik ko-ordinatlarda:

(((((r ( (((r((((((((                                              (4.23a)

(((((  ( - r (((((r(                                                 (4.23b)

biçimine gelir. Bu denklem sistemini tanıyoruz. Bunlar iyi bilinen CAUCHY-RİEMANN şartlarıdır ve ((x,z), ((x,z) fonksiyonlarının analitik fonksiyonlar olduğunu ifade ederler. Yani (4.23a ve b) denklemlerinin çözümleri olan bütün analitik fonksiyonlar bir akım alanını temsil edebilirler yeter ki (4.23c) şartı sağlanabilsin. Literatürde, genellikle bu iki fonksiyon birlikte kullanılırlar ve analitik fonksiyonlar teorisinde olduğu gibi (x,z) düzlemi yerine bunun kompleks tasviri (x,iz) düzleminde tek değişkenli kompleks fonksiyonlar olarak tanımlanırlar. Yani: 

( = x+iz = rCos( + irSin( = rei(
olduğuna göre ( i =(-1),

 ((x,z) =((( ),    ((x,z) = ((( ) 

yazılabilir. Genellikle bu iki fonksiyonu da birleştirerek:

((( ) = ((( )+ i((( )                                              (4.24)

biçiminde KOMPLEKS POTANSİYEL FONKSİYONU ((( )’ yı tanımlarız.     


(4.23) denklemlerini çözmenin en kestirme yolu bunları da birleştirerek ya yalnızca, ( için elde edilen:

( 2( / (  x2 + ( 2( / (  z2 =( 2( = 0                                    (4.25a)

denklemini ya da sadece, ( için bulunan:

( 2( / (  x2 + ( 2( / (  z2 =( 2( = 0                                    (4.25b)

denklemini kullanmaktır. Görüldüğü gibi bu iki denklem aynı biçime sahiptir; dolayısıyla birini çözmek için kullanılabilecek matematik yöntemler diğerine de aynen uygulanabilir. Ancak, yukarıda da önemle belirttiğimiz gibi, akım probleminin çözümü yalnızca (4.24) veya (4.25) denkleminin sağlanmasıyla mümkün değildir. Aynı zamanda sınır şartı (4.23) ün de sağlanması gereklidir. İşte bu nedenle, genel olarak, (4.24) denklemini kullanmayı tercih ederiz. Çünkü sınır şartları, geometrisi bilinen, bir katı cisim cidarı üzerinde yani belirli bir (=sabit eğrisi üzerinde verilmiştir ve sınır şartlarını sağlayan çözümlerin bulunması bu halde çok daha kolaydır.  Şu halde, özetlersek viskozitesiz, sıkışamaz akışkanların iki boyutlu (düzlemsel) hareketlerini açıklayan matematik modelimizin son şekli: 

( 2( / ( x2 + ( 2( / ( z2 =( 2( = 0                                        (4.26a)

V // K.C.C.                                                       (4.26b)

olmaktadır. Problemde basıncın yer almadığını daha önce görmüştük; hızlar alanı bulunduktan sonra, bunun yardımıyla, basıncın nasıl hesaplanacağını birazdan göreceğiz.


(4.26) sistemi ikinci mertebeden lineer bir kısmî diferansiyel denklemdir. Kısmî diferansiyel denklemler teorisinde “eliptik tipten” denilen bir biçime sahip olan bu denklemin çözümü için geliştirilmiş “Değişkenlere Ayırma”, “Laplace Transformu uygulama”, “Green Fonksiyonunu Kurma”... gibi çok güçlü ve güvenilir  yöntemlere sahibiz; ayrıca yukarıda söylediğimiz Cauchy-Riemann şartı dolayısıyla yalnızca bu denklem için geçerli ve çok kullanışlı bir yöntem olan “Konform Tasvir” adını verdiğimiz bir özel yöntemimiz daha var. Bütün bu analitik yöntemlere ek olarak, günümüzde (4.26) sistemini çözmek için kullanılan çok gelişmiş sayısal yöntemler de mevcuttur. Ne yazık ki kitabımızın sınırları bu genel yöntemleri incelemek için yeterli olmadığından, aşağıda bu denklemin çözümü için, lineerlik özelliğinden yararlanan, kestirme ve basit bir yoldan çözüm bulmayı öğreneceğiz ve bir nebze de sayısal yöntemlerden söz edeceğiz.


Yukarıda (4.26) sisteminin lineer olduğunu, yani denklemde hiçbir terimde bilinmeyen fonksiyon ((x,z) in kendisiyle veya türevleriyle çarpım halinde bulunmadığını görüyoruz; ayrıca sınır şartı  olarak belirlenen (=sabit eğrisinin, uygulamada en çok rastlanan haliyle, kendisi ile kesişmeyen basit bir eğri olduğunu kabul ediyoruz. Bu durumda şunu hemen söyleyebileceğimiz açıktır: “(4.26) sisteminin bilinen iki çözümünün cebirsel toplamı yeni bir çözüm oluşturur.” Bu şekilde ifade ettiğimiz bu özelliğe Süperpozisyon İlkesi  denildiğini biliyoruz. İşte biz de bu ilkeden yararlanarak aşağıda (4.26) sistemi için önce bazı “basit çözümler” tahmin edeceğiz; sonra bunları üstüste koyarak (süperpoze ederek)  “karmaşık çözümler” elde edeceğiz. Ancak bu işlemlere başlamadan önce basınç dağılımı p(x,z) nin, ((x,z) bulunduktan sonra nasıl hesaplanabileceğini görmemiz gerekiyor. 
4.3  BASINÇ ALANININ HESAPLANMASI:

Şekildeki gibi bir akım bölgesi düşünelim ve varsayalım ki gösterilen katı cisim etrafındaki hızlar alanı bulunmuştur. Yani diğer sözlerle bu katı cisim etrafındaki akım için (4.26) sistemi çözülmüş ve ((x,z) hesaplanmıştır.

Öte yandan şekilde gösterilen akım borularının her biri sonsuzdaki üniform akımdan başlamaktadır ve dolayısıyla her biri için:

 p( + ((V(2 /2 = p + ((V2 /2                                              (4.27)

biçiminde yazdığımız bernoulli denklemi geçerlidir. Denklemin sol tarafındaki büyüklükler üniform akım şartları verildiği için belirlidir ve sabit bir değere (pT) eşittir. Sağ taraftaki terimlere gelince p=p(x,z) aradığımız büyüklüktür,  V ise:

V2 = u2 + w2 = ((( /( z)2 + ((( /( x)2                                (4.28)

biçiminde yazılabilir. ((x,z) in, verilen cisim için hesaplanmış olduğunu kabul ettiğimize göre V(x,z) değeri de her noktada bellidir. O halde basıncın hesabı:

p= p( + (( ( V(2 - V2 )/2 = p( + (( {V(2 -[((( /( z)2 + ((( /( x)2]}/2           (4.29) 

denklemi ile kolayca yapılabilir. Uygulamada basınç değeri yerine bunun boyutsuz biçimi olan basınç katsayısının kullanıldığını biliyoruz. Bu ise, tanım dolayısıyla:

cp = (p-p()/[((V(2/2] = 1 - [((( /( z)2 + ((( /( x)2]/ V(2                  (4.30)

biçiminde ifade edilebilir.


Görüldüğü gibi herhangi bir katı cisim etrafında ((x,z) hızlar alanı belli olduğu taktirde p(x,z) basınç alanının bulunması için (4.30) denkleminin kullanılması yeterlidir. Burada dikkati çeken nokta aynı hızlar alanı için,  farklı p(  değerleri kullanılarak farklı basınç alanları elde edilebilmesidir. Bunun gerçekçi olmadığını ve ancak tümüyle laminer akımlar için bu teorinin geçerli olduğunu daha önce açıklamıştık.

4.4  potansiyel akımın doğal ko-ordinatlari:

Bu paragrafta akım çizgisi ((=sabit)  ve eşpotansiyel çizgi ((=sabit) kavramlarını kullanarak, hareket denklemlerine değişik bir biçim vereceğiz. 


Öncelikle şunu gösterelim: “Bir potansiyel akım bölgesinin her noktasında, o noktadaki akım çizgisi ile eşpotansiyel çizgi birbirine diktir. Yani potansiyel akım bölgesinde akım çizgileri ile eşpotansiyel çizgiler dikgendir.”  Gerçekten de akım çizgilerinin eğimi:

(dz/dx)(=st. = -((((( x)/((((( z) = w/u

ve buna karşılık eşpotansiyel çizgilerin eğimi:

(dz/dx)(=st. = -((((( x)/((((( z) = -u/w

olduğu tanım gereğidir. Bunların çarpımının -1 olması (=sabit ve(=sabit eğrilerinin teğetlerinin her noktada birbirine dik olacağını gösterir. Bu ise (=sabit ve(=sabit eğri ailelerinin dikgen bir ağ oluşturduğunu gösterir.

 
 O halde şöyle düşünebiliriz: Bir potansiyel akım bölgesinde (x,z) değişkenlerine göre yazdığımız hareket denklemlerini {((x,z),((x,z)} veya kısaca (((() değişkenlerine bağlı olarak ifade edebiliriz. Çünkü (((() de aynı (x,z) gibi dikgen bir koordinat sistemi oluşturmaktadır. Doğal olarak, (=sabit ve(=sabit eğrileri fiziksel anlam taşıyan gerçek eğriler olduğu için, (((() koordinat sistemi eğrisel bir koordinat sistemidir ve (x,z) sisteminin aksine akım problemi çözülmeden bilinemez. Bu nedenlerle (((()koordinat sistemine literatürde Potansiyel Akımın Doğal Koordinatları adı verilir. Bu sistemin kullanışı bazı özel problemlerin incelenmesinde çok büyük kolaylık sağlayabilir. Aşağıda buna basit bir örnek verilmiştir.


Meselâ Euler Denklemlerini doğal koordinat sisteminde yazmak isteyelim. Denklemlerin (x,z) düzleminden (((() düzlemine taşınması demek olan bu işlem, fiziksel yorum yardımıyla, çok basitleştirilebilir. Önce denklemlerimizi yeniden yazalım.

 u( u/( x + w( u/( z = -(( p/( x)/(                                   

 u( w/( x + w( w/( z = -(( p/( z)/(
Şimdi varsayalım ki akım bölgesinin herhangi bir N noktasında x- ekseni döndürülerek x-//V yapılmıştır. Yani N’nin yakın çevresinde z=sabit eğrisi ile (=sabit eğrisi çakışmaktadır. Benzer şekilde, dikgenlikten ötürü, x=sabit eğrisi ile (=sabit eğrisi de bu civarda çakışacaktır. Denklemlerdeki terimleri bu varsayım altında yorumlarsak: u = V , w = 0 olacağı açıktır ve Euler  Denklemlerinin (((() koordinatlarındaki biçimi:

(V( V/(( = -( p/( (                                                    (4.31a)

0 = ( p/( (                                                    (4.31b)

olacaktır. Bu son denklemleri akım çizgisi boyunca yazdığımızı hatırlarsak yorumlamak kolaylaşacaktır. Bir defa  ikinci denklem akım çizgisi boyunca potansiyel hareketin (-den bağımsız olduğunu (Zaten (=sabit eğrisi üzerindeyiz!), ve yalnızca (-nin fonksiyonu olduğunu göstermektedir. O halde (4.31a) denklemini, keyfî olarak seçebileceğimiz, bir (1 değerinden bir(2 değerine kadar entegre edebiliriz; bu da bizi iyi bildiğimiz Bernoulli 

p + ( V2 /2 = pT
denklemine  getirir. Görüldüğü gibi iki boyutlu potansiyel akım problemleri doğal koordinatlarında yazılabilirse bir boyutlu akım problemine dönüşmektedir. 

4.5  BASİT POTANSİYEL AKIM ÖRNEKLERİ:

Yukarıda, (4.26) sisteminin genel çözüm yöntemlerini incelemeyeceğimizi fakat bazı basit çözümleri tahmin edip bunları üstüste koymak (süperpoze etmek) yoluyla, uygulamada önemi olan bazı çözümlerin nasıl bulunacağını inceleyeceğimizi açıklamıştık. İşte bu paragrafta bu basit çözümlerin bazılarını ele alacağız.

A)  Üniform Akım:

Akım bölgesinin her noktasında hız vektörünün aynı kalması halinde akıma Üniform Akım adını verdiğimizi daha önce söylemiştik. Bütün akım bölgesinde hızın aynı kalabilmesi için akışkanın viskozitesiz ve hareketin daimî olması gerekeceği açıktır. O halde üniform akım bir potansiyel akım olmalıdır. Nitekim, bu hızın şiddetini V( la gösterir ve doğrultusunu x-eksenine paralel seçersek:


  u =  (( /( z = V( ,    w = -(( /( x = 0    (  (= ((z),  ((z) = V( z + c1                  (4.32)

( Akım çizgileri: ( =sabit, z=sabit 

Benzer şekilde:

u =  (( /( x = V( ,    w = (( /( z = 0    (  (= ((x),  ((x) = V( x + c2                  (4.33)

( Eşpotansiyel çizgileri: ( =sabit, x=sabit

Üniform akım için kompleks potansiyel, şu halde (C=c1 +c2) yazarak:

( (( )=( (( )+i((( ) = V( (x+iz)+C veya ( (( ) = V( r ei( + C ya da ( (( ) = V( (+ C  (4.34)

biçiminde ifade edilebilecektir. Hız alanı bulunduğuna göre, bu basit akım için, basınç dağılımını da hesaplayalım:

p = p( + (( {V(2 - V(2}/2 = p(                                             (4.35)

Yani akım bölgesinin her noktasında aynı basınç değeri vardır. Gerçekleşmesi mümkün olmayan bu durum, doğal olarak, bizim kabullerimizin bir sonucudur. Gerçeklere pek uymasa da, aşağıda göreceğiz ki üniform akım aslında çok kullanışlı bir model akımdır.

B)  Kaynak-Kuyu:

Varsayalım ki O noktasında bir akışkan kaynağı vardır ve birim zamanda m kütleli akışkan bu noktadan (x,z) düzlemine geçerek üniform yayılmaktadır. Böyle bir harekette akışkanın bütün doğrultularda aynı hızla yayılacağı, dolayısıyla bütün hız vektörlerinin O dan geçeceği ve eşit şiddette olacağı açıktır (Kaynak). Ayrıca m negatif olduğu taktirde akışkanın tamamen benzer bir şekilde “azalacağı” da düşünülebilir (Kuyu).


O noktası etrafında eksenel simetriye sahip olan bu hareketi incelemek için (r,( ) yarı-kutupsal koordinatlarını kullanmamız doğaldır. Hareketi tasavvur edebilmek için gerçek bir bahçe kuyusunun taşması veya taşmış suyu, yavaş yavaş, emmesi göz önüne getirilebilir.


Gösterilebilir ki bu harekete ait kompleks potansiyel:

( (( ) = ( (( ) + i ((( ) = m ln(                                         (4.36)

şeklinde ifade edilebilir.  ( = x+iz = rei(  yazarak:

( (( ) + i ((( ) = m ln( = m ln(rei( ) = m lnr + i m( 

· ( (r,( ) = m lnr,      ((r,( ) = m(                                           (4.37) 

elde ederiz. Fiziksel yorumumuzda olduğu gibi, önerdiğimiz kompleks potansiyel fonksiyonundan yola çıkarak bulduğumuz akım çizgilerinin ( = sabit eğrileri, yani O’ dan geçen  doğrular ve eşpotansiyel eğrilerinin r = sabit eğrileri, yani O merkezli daireler olduğunu görüyoruz. Böylece (4.36) denkleminin geçerli olabileceğini gösterdik; ancak asıl belirleyici test, bu denklemden elde ettiğimiz ( (( ), ((( ) fonksiyonlarının cauchy-riemann şartını sağlayıp sağlamadıklarıdır. Şimdi hem bunu kontrol edelim hem de hız bileşenlerini  hesaplayalım:

u = (( /( x = m ( /( x[ln(x2+z2)] = mx/(x2+z2) = mx/r2                           (4.38a)

w = (( /( z =  m ( /( z[ln(x2+z2)]  = mz/(x2+z2) = mz/r2                           (4.38b)

Veya aynı büyüklükler ( den hesaplanırsa: 

u = (( /( z = m ( /( z[Arctg(z/x)] = mx/(x2+z2) = mx/r2  = mCos( /r              (4.39a)

w =-(( /( z =-m ( /( x[Arctg(z/x)] = mz/(x2+z2) = mz/r2 = mSin( /r               (4.39b)

bulunur.

 Açıkça görülüyor ki

(( /( x =  u =  (( /( z                                                

(( /( z = w = -(( /( x

 cauchy-riemann şartları sağlanmaktadır. Yani (4.36) denklemi ile “öngördüğümüz”  kompleks potansiyelin ( (( ) bölümü (4.25a) yı ve ( (( ) bölümü ise(4.25b) yi sağlamaktadır. Yani (4.36) fonksiyonu gerçekten bir akımı temsil etmektedir ve ayrıca yukarıda belirtildiği gibi fiziksel yorumu da gerçek akımla uyuşmaktadır. 


Bu hareket için toplam hızı ve basınç alanını hesaplayalım:

V = {u2 +  w2}1/2  = {(mx/r2)2 + (mz/r2)2}1/2 = m/r                     (4.40)

cp = [p - p(]/(((V(2/2) = 1 - V2/V(2 = 1 - m2/r2V(2                              (4.41)

Görüldüğü gibi sabit basınç eğrileri r=sabit eğrileridir; yani O merkezli dairelerdir. 


Kaynak-Kuyu hareketi için debi hesabı şöyle yapılabilir: Bu hareket sonucu, r yarıçaplı bir çemberin ((  yayı üzerinden geçen akışkan miktarı, bu yayın iki ucundan geçtiğini yukarıda gösterdiğimiz akım çizgileri arasında kalan akım borusu için bir boyutlu akım teorisi kullanılarak:

(( V A =(( (m/r) (r(( ) = m(( (( 

şekline hemen elde edilebilir. Bunu bütün çevreye genişletirsek (  0 ( 2( (( = 2( )

(( V A = 2( m((                                                        (4.42)

buluruz. Görüldüğü gibi r yarıçaplı herhangi bir çember üzerinden geçen akışkan miktarı sabit kalmaktadır. Dolayısıyla Kaynak-Kuyu noktasından uzaklaştıkça radyal hızın (ki toplam hıza eşittir) sıfıra yaklaşması doğal bir sonuçtur.  Şimdi bu ( (r,( ) = mlnr potansiyel fonksiyonunu kullanarak (r,( ) koordinatlarında hızın radyal bileşeni vr yi hesaplayalım ve bu son denklemde yerine koyalım.

v( = ((( /(( )/r=0,    vr = V = (( /( r = m/r   (       (( V A = 2( (( r((( /( r)               (4.43)

Toplam debi ile potansiyel fonksiyonu arasındaki bu ilişkiyi ileride kullanacağız.

C)  Basit Girdap:


Bu defa ele alacağımız hareket günlük hayattan bildiğimiz girdap hareketinin idealize edilmesi sonucu ortaya çıkmaktadır. Yani bir akışkan kütlesinin, bir O noktası etrafında eşmerkezli daireler boyunca döndüğünü düşünüyoruz. Bu harekette akım çizgilerinin ((=sabit eğrilerinin) O merkezli daireler olacağı açıktır.


Öyleyse, yukarıda incelediğimiz Kaynak-Kuyu hareketine ait bulgularımızdan yararlanarak, bu hareket için:

( (( ) = ( (( ) + i ((( ) = i(m ln()                                         (4.44)

şeklinde bir kompleks potansiyel fonksiyonu kabul edebiliriz. Bu durumda, yukarıdaki paragrafta yaptıklarımız tekrarlayarak: 

( (r,( ) = m( ,      ((r,( ) = m lnr                                        (4.45)

u = mz/r2 = mSin( /r,,         w = mx/r2 =mCos( /r,       V = m/r               (4.46)

ifadelerini kolaylıkla elde ederiz. Bu harekete ait hız vektörünün şiddetçe önceki hareketin hız vektörü ile aynı ancak yönce ona dik olduğu görülüyor.

SİRKÜLASYON: 


Basit girdapla ilgili bu açıklamamızdan yararlanarak akışkanlar mekaniğinin temel kavramlarından birini yani Sirkülasyon kavramını açıklayabiliriz. Bu kavramın en çok kullanıldığı yer bu bölümün sonunda kısaca değineceğimiz “Taşıma Teorisi” dir.


Şimdi Basit girdap hareketinde bulduğumuz toplam hız V = m/r ifadesini hatırlayalım. Hareketin özelliğinden dolayı, biliyoruz ki, bu aynı zamanda r=sabit çemberi için teğetsel hız yani v( hızıdır. Bir noktadaki bu hız değerini (çember boyunca sabit kaldığını düşünerek) bütün çember boyunca toplarsak, yani 0( 2( (v( rd( )  eğrisel entegralini hesaplarsak sonuç:

 0( 2( (v( rd( ) = 2( m                                               (4.47)

yani sabit bir büyüklük olacaktır. Bu işlemi biraz yakından inceleyelim. Aslında v(  teğetsel hız olduğuna ve rd( , v(’ yı  teğet kabul eden eğri üzerinde ölçülen yay uzunluğu olduğuna göre bu büyüklüğü kolaylıkla herhangi bir eğri kullanarak genelleştirebiliriz. 


Varsayalım ki bir potansiyel akım içinde basit bağımlı (yani kendisi ile kesişmeyen) bir C eğrisi vardır. Bu eğriye her noktada teğet doğrultuyu ds vektörü ile gösterirsek ve eğri üzerindeki her noktada da hız vektörü V olduğuna göre yukarıdaki büyüklüğün genelleştirilmiş biçimi, kolaylıkla:

 C üzerinde     a( b (V. ds)                                                (4.48)

olarak yazılabilir. Burada a ve b C üzerinde keyfî olarak seçilmiş iki noktadır. Bu entegralin içindeki ifade bir skaler çarpım olduğuna göre, bunu kartezyen koordinatlarda açık yazarsak:

C üzerinde: a( b(V. ds) =a( b(udx + wdz) =a( b[(((((x)dx+(((((z)dz] = a( b(d( )=( b - ( a    (4.49)

İlginç bir sonuç bulduk. Tanımladığımız büyüklük, potansiyel fonksiyonun, keyfî olarak seçtiğimiz, a ve b noktalarındaki değerlerinin farkına eşit değere sahipmiş! Peki ya a ve b yi üst üste seçersek ne olur? Doğal olarak bu büyüklüğün değeri sıfıra eşit olmalıdır. Yani toparlarsak genel halde “potansiyel akım bölgesi içinde kapalı bir C eğrisi seçersek bunun üzerinde   a( b=a (V. ds) = 0 olmalıdır”. 


Ancak yukarıda girdap hareketi için bu hesabı yaptığımızda C üzerinde(r yarıçaplı çember)  a( b (V. ds) = 2( m ( 0 olduğunu gördük. Bunun sebebi girdabın bulunduğu O noktasındaki tekillik, yani r=0 olduğunda V=m/r(( olmasıdır. Basit girdap hareketinin bu ilginç özelliği, aşağıda göreceğiz ki, potansiyel akım içine yerleştirilmiş katı cisimleri temsil etmek için kullanılan çok yararlı bir model geliştirmemize olanak verecektir.


 Şimdi yukarıdan beri incelediğimiz büyüklüğe bir ad verelim:

Sirkülasyon:  Bir potansiyel akım içinde seçilen basit bağımlı bir C eğrisi düşünelim. V akımın hız vektörünü ve ds C’nin teğetsel doğrultusunu gösterdiğine göre

C üzerinde     a( b (V. ds) = (                                       (4.50)

büyüklüğüne Sirkülasyon adını veriyoruz. Genelde C eğrisi kapalı ise (b=a ise) ( = 0 değerini alır.


Sirkülasyon kavramının fiziksel yorumunu Bölüm 5’ te  inceleyeceğimiz Rotasyon kavramı ile birlikte ele alacağız.
D)  Köşe İçinde Akım:

Uygulamada çok rastlanan diğer bir basit akım biçimi, üniform akımın şekildeki gibi ( =(/n açılı bir köşeye çarpması ile oluşmaktadır. Burada değişik n değerlerine farklı açılı köşeler tekabül etmektedir. Bunlardan birkaç tanesini aşağıda inceleyeceğiz.

n = 1  (Düzlem):  n=1 yani ( =( olduğunda akımın bir düzlem levha etrafında gerçekleştiğini kabul etmiş oluyoruz. Bu halde düzlem levha yerine, doğrusal biçimli, bir akım çizgisi koyabileceğimize göre üniform akıma geri döndük demektir. Üniform akım için kompleks potansiyel fonksiyonunun

( (( ) = V( (
olduğunu biliyoruz.


 Buna dayanarak göstereceğiz ki herhangi bir n değeri için, köşe içindeki potansiyel akıma ait kompleks potansiyel fonksiyonu:

( (( ) = V( ( n                                                                                                   (4.51)

ifadesi ile verilebilir. 

n = 2 (Dik Açılı Köşe): Köşe içindeki akımın en önemli özel hali n=2, ( =(/2, yani dik köşe içindeki akımdır. Bu nedenle bunu biraz ayrıntılı olarak inceleyeceğiz. Bu halde (4.51) denklemi:

( (( ) = V( ( 2                                                                                                   (4.52)

biçimini alacaktır. Akım ve potansiyel fonksiyonlarını hesaplarsak:

( (( ) = ( (( ) + i ((( ) = V( ( 2 = V( (x+iz)2
( (( ) = V( (x2 -z2),                ((( ) = 2 V( xz                             (4.53)

Akım çizgilerinin, xz = sabit ikizkenar hiperbolleri olduğu görülüyor. Eşpotansiyel çizgilerinin ise (x+z)(x-z) = sabit, yani x-z = 0   ve   x+z = 0 doğrularını eksen kabul eden ikizkenar hiperboller olduğu açıktır. Bunları şekildeki gibi gösterebiliriz. Bu harekete ait hız bileşenleri ve hız vektörünün şiddeti:

u = 2V( x,          w = -2V( z,             V = 4 V(2 (x2+z2)                        (4.54)

biçiminde hemen yazılabilir.


Şimdi bu harekete ait ((( ) = 2 V( xz fonksiyonundan yararlanarak bulduğumuz akım çizgileri xz = sabit ifadesini biraz yakından inceleyelim.  Kabul edelim ki katı cisim cidarını ( = 0 değeri ile belirleyeceğiz, yani katı cisim cidarı üzerindeki ( değerini sıfır alacağız. Bu durumda xz = 0 katı cisim cidarıdır. Bu şartın gerçekleşmesi üç türlü mümkündür. Şimdi bunları sırasıyla ele alalım: 

a) z = 0 Bu durumda köşemiz yeniden bir yatay düzleme dönüşmüştür. Sanki üniform akıma yeniden geri dönmüş oluyoruz. Gerçekten de hız bileşenleri bu düşüncemizi doğrular gibi görünüyor. Ancak (  = V( (x2 -z2),  ( = 2 V ( xz ifadelerinde z=0 koyduğumuzda bulduğumuz hareketin üniform akım olmadığını görüyoruz. Bu hali ancak x(( z olarak yani köşeden, önde veya arkada, çok uzaktaki akım olarak yorumlayabiliriz.
b) x = 0 Bu durumda ise köşemiz bir düşey düzleme dönüşmüştür. Katı cisim cidarı olarak x=0 ((=0) doğrusunu seçtiğimize göre düzlemsel bir duvara doğru dik gelen bir akımı düşünüyoruz demektir. Hız vektörünün O noktası civarındaki değeri (u=2V( x, w=-2V( z), kolayca görüldüğü gibi, z=0 doğrusu üzerinde u=2V(x, w=0 biçimindedir; ve x=0 için u=w=0 olmaktadır. Yani o noktası bir durma noktasıdır. O halde (=x=0 seçilmesi halinde (4.47) ifadesi durma noktası etrafındaki akımın kompleks potansiyelidir.

c) x=0, z=0 Bu durumda dik köşe içinde veya dışında akımı inceliyoruz demektir.


Yukarıdaki özel hallerin tümü aşağıdaki şekilde özetlenmiştir. 


Yukarıdaki bütün haller uygulamada büyük önem taşımaktadır. Özellikle Durma noktası etrafındaki akımla ilgili bulduklarımız, ileride inceleyeceğimiz Sınır Tabaka Akımı problemlerinde, bütün dış akım problemleri için, başlangıç şartlarını oluşturduğu için çok sık kullanılmaktadır. Yine ileride göreceğiz ki Durma Noktası etrafındaki akım için burada verdiğimiz hız dağılımı viskoz akışkanların akımları için çıkaracağımız Navier-Stokes denklemlerinin de özel çözümlerinden birini oluştururlar.


Bu harekete ait basınç dağılımı, (4.29) denklemini kullanarak, kolayca

p= p( + ((( V(2/2){1 - 4[x2+z2] }                                       (4.55) 

olarak elde edilir.


Bir örnek oluşturmak amacıyla köşe içinde akımı n=3, ( =(/3 =600 hali için de yapalım: Bu durumda

( (( ) = ( + i(  = V( ( 3 = V( (x+iz)3                                                            (4.56)

olacaktır. Bunu açıp düzenlersek:

( (x,z) = V( {x(x2-z2)  -  2z2}                                          (4.57a)

( (x,z) = V( {z(x2-z2) + 2xz}                                          (4.57b)

elde ederiz. Buradan hızların bulunması ve ( = sabit eğrilerinin çizimi için aynen yukarıdaki gibi hareket edilir.

4.6  KARMA POTANSİYEL AKIM ÖRNEKLERİ:

Bu paragrafta, önceki paragrafta incelediğimiz basit potansiyel hareketleri ikili üçlü karmaştırarak (süperpoze ederek) bulunabilen, bazı karma potansiyel akım örneklerini inceleyeceğiz. Kuşkusuz bu yol yardımı ile sınırsız sayıda yeni hareket biçimleri elde edilebilir. Ancak biz bunlardan uygulamada önem taşıyan bazı basit örnekleri ele alacağız.

A)  Duble (Dipol); Kaynak+Kuyu:

Oxz eksen takımının, x-ekseni üzerinde O  dan -p uzaklıktaki A ve +p uzaklıktaki B noktalarını düşünelim. Farz edelim ki A da m şiddetli bir kaynak, B de ise m şiddetli bir kuyu bulunsun. Doğal olarak A daki kaynaktan yayılan akışkanın tümü, sonuçta, B deki kuyu tarafından emilecektir. Şimdi keyfî olarak seçtiğimiz bir N(x,z) noktasında bu kaynak ve kuyunun etkilerini karşılaştıralım.


Duble hareketinin tanımına geçmezden önce, eşit şiddetteki bu kaynak ve kuyunun birlikte oluşturacakları akımı kısaca inceleyelim. A ve B noktaları O dan p uzaklıkta olduğuna göre bunların ayrı ayrı yarattıkları akımlar için yazacağımız ((r,( ) = m(  ifadesi


Kaynak için:      ((x,z ) = +mArctg{z/(x+p)}


Kuyu     için:      ((x,z ) = - mArctg{z/(x-p)}

olacaktır.  Bunların birlikte oluşturdukları akımın akım fonksiyonunu ise bu akım fonksiyonlarını toplayarak hemen elde edebiliriz.


((x,z ) = +mArctg{z/(x+p)} - mArctg{z/(x-p)}

Bu ifadeyi basitleştirmek için 


Arctg( - Arctg( = Arctg{(((((((((((((
trigonometrik özdeşliğini kullanacağız; ve böylece:

((x,z ) = -mArctg{2pz/[x2+z2-p2]}                                               (4.58)

ifadesini buluruz. Bu son denklemden yararlanılarak çizilen ((x,z ) = sabit eğrileri şekilde gösterilmiştir. N(x,z) noktasındaki hız bileşenlerin bulmak için (4.58) den türev alabileceğimiz gibi, aslında aynı etkiyi sağlayan, aşağıda anlatılan yolu da izleyebiliriz.


Bu amaçla 2p = e, NA = r1 ,  NB = r2 ,  NC = r  ve (NCB = (  dersek (4.43) ifadesinden


A kaynağından N de oluşan akımın hızı VA = 2((( m/r1


B kuyusundan  N de oluşan akımın hızı VB  = 2((( m/r2
olacaktır. O halde


 N deki toplam hız VO = 2((( m(1/r1 -1/r2) = 2((( m[(r2 - r1)/r1r2]

olarak elde edilir. Şimdi, asıl konumuz olan, duble hareketinin tanımını yapalım:

Duble: Birbirine sınırsız yaklaştırılan ve eşit şiddetlere sahip bir kuyu ile bir kaynağın limitteki toplam hareketi.

Bu tanıma göre p(e)( 0 olacak şekilde A ve B yi O ya yaklaştıracağız, Kolaylık olması için (=2(m((  yazarsak ve ayrıca r2 - r1 ( 2eCos( kabul edersek:

VO = 2( eCos( /r1r2
buluruz. Görüldüğü gibi p(0 işlemini doğrudan uygularsak, doğal olarak, VO(0 olmakta; o halde limit işlemini şu şekilde değiştirelim: “(e = sabit kalacak biçimde p(e)(0 olsun”. Bu durumda p(0 olduğunda, (e = M (sabit) ve r1 = r2 = r olacağına göre:

limp((VO = -MCos( /r2 

buluruz. Bu değer birbirlerine sonsuz yakın eşit şiddetteki kaynak ve kuyunun limitte yarattığı hareketin, yani dublenin, N noktasındaki hız değeridir. (4.43) denklemini yeniden kullanırsak, bu harekete ait potansiyel fonksiyonunu:

V = (( /( r = MCos( /r2    (     ( (r,( ) = -MCos( /r +(((((                      (4.59)

biçiminde hemen buluruz. Buradan akım fonksiyonuna geçelim; cauchy-riemann şartlarından yararlanmalıyız: Bunların ilkinden


(((((  = r(((( r = MCos(( r ( ((r,(((( MSin( /r + (( r) 


( (((( r = -MSin(( r2 + d( /dr

elde edilir. İkinci şartı da kullanırsak:


(((( r =-(((((((( r = -MSin( /r2 +((1/r)d( /d( 

buluruz. Sonuçların karşılaştırılması bize rd( /dr = (d( /d( olması gerektiğini gösterir. Bu son ifadenin sol tarafı yalnız r nin, sağ tarafı ise yalnız ( nın fonksiyonu olmak zorundadır. Şu halde aynı sabite eşit kalmalıdırlar. Bu sabiti sıfır seçebiliriz; böylece ( = sabit,(= sabit almamız ve bu sabitleri de sıfır seçmemiz mümkün olacaktır. Şu halde duble için akım fonksiyonu:

(( r,(((( MSin( /r                                                 (4.60)

olarak bulunur. Artık kompleks potansiyel fonksiyonunu da yazabiliriz.

(((((((((((i((( -MCos( /r + MSin( /r = M/(                              (4.61)


Bu harekete ait hız bileşenlerini ve basınç dağılımını da hesaplayabiliriz. Bunun için yeniden (x,z) koordinat sistemine dönelim. Bu sistemde akım ve potansiyel fonksiyonları:

( (x,z) = -Mx/(x2+z2),       ( (x,z) = Mz/(x2+z2)                            (4.62)

olacaktır. Buradan kartezyen hız bileşenleri u,w ile(=sabit, (=sabit eğrileri ve basınç dağılımı kolaylıkla elde edilir.


u = -M(z2-x2)/(x2+z2)2

w = -M(2xz)/(x2+z2)2

p = 1 – M2/(x2+z2)2V(2
Akım çizgilerine gelince ( = st. tanımındaki sabiti C ile gösterirsek:

Mz/(x2+z2) = C  (  C (x2+z2) – Mz = 0

Buluruz ki bunlar O noktasında z- eksenine teğet kalan merkezleri x- ekseni üzerinde yer alan dairelerdir. Benzer şekilde hareket edilerek, ( = st. eğrilerinin de o noktasında x- eksenine teğet kalan merkezleri z- ekseni üzerinde bulunan daireler olduğu gösterilebilir.e

B)  Rankine Cismi (Üniform Akım+Kaynak/Kuyu): 


Bu örnekte Oxz eksen takımının orijininde bulunan m şiddetli bir kaynakla x-eksenine paralel akan V(  şiddetli bir üniform akımı birleştireceğiz. Burada her ikisi de pozitif alınan m ve V(  için farklı işaretler seçilerek benzer fakat farklı akım biçimleri elde edilebileceği açıktır. (4.34) ve (4.36) ifadelerinden yararlanarak bu harekete ait kompleks potansiyeli hemen yazabiliriz.

( (( ) =((((i(((  V( ( + m ln(                                                  (4.63)

Buradan akım ve potansiyel fonksiyonlarını hem (r,( ) hem de (x,z) düzlemlerinde yazalım:


(( ((V( rCos( + m lnr = V( x + m ln{(x2+z2)1/2}                             (4.64a)

( ((( V( rSin(  + m(    = V( z + m Arctg(z/x)                                 (4.64b)

Kartezyen hız bileşenlerini hesaplayalım:




 u = V( + m Cos( /r                                                                 (4.65a)     

        


 w =         m Sin( /r                                                                   (4.65b)

Bu akıma ait durma noktasının yeri u = w = 0 yazılarak hemen (DN = 0, rDN  = -m/V( biçiminde bulunur.

C)  Kaynak + Basit Girdap:

Bu örnekte ise Oxz eksen takımının orijininde bulunan a şiddetinde bir kaynakla, b şiddetinde bir basit girdabın birlikte oluşturdukları akımı ele alacağız. Akıma ait özellikler aynı yukarıdaki örneklerde olduğu gibi bu hareketlere ait özelliklerin cebirsel toplamı yazılarak kolayca elde edilebilir. Uygulamada bu harekete örnek olarak basit bahçe fıskiyesi düşünülebilir. Eğer kaynak yerine kuyu kullanılırsa bir su haznesinin dibindeki delikten yerçekimi etkisiyle boşalan suyun hareketi göz önüne alınabilir.


Bu harekete ait kompleks potansiyel:


( (( ) =((((i(((  a ln( +  i(b ln( )                                             (4.66)

biçimindedir. Akım ve potansiyel fonksiyonları ise:

( = a lnr - b( ,           ( = a( + b lnr                                 (4.67)

(=sabit(C)  eğrileri ise, şekilde gösterildiği gibi, r =e(C-a( ) / b  = C1 e(a/b)( yani logaritmik spirallerdir.

D) Girdap Çizgisi - Girdap Yüzeyi:


Yukarıdaki örneklerde sonlu sayıda basit potansiyel akım biçimini birleştirerek yeni hareketler elde ettik. Bu örneğimiz biraz farklı. Bu defa farz edeceğiz ki sınırsız sayıda basit girdap, şekilde görüldüğü gibi, Oxz eksen takımının x-ekseni üzerine eşit aralıklarla (p) dizilmiştir. Her ne kadar bu girdapların her biri farklı şiddette olabilirse de biz şimdilik bunların tümünün aynı m şiddetine sahip olduğunu kabul edelim.


Bu harekete ait kompleks potansiyel:

( (( ) = ( (( ) + i ((( ) =(k{i[m ln((-kp)]},      k = ((((((((((((((             (4.68)

biçiminde yazılabilir. (-ke = x-kp + iz = (r-kp)ei(  olduğuna göre, akım ve potansiyel fonksiyonları:

( (r,( ) = m( ,    ((r,( ) =- m(k ln(r-kp)                                      (4.69)

olarak yazılabilir. Burada bizim için önemli olan akım fonksiyonudur. Bunu açık yazarsak:



((r,( ) =- m{ ln(r(1p) + ln(r(2p) + ln(r(3p) + ...}

elde ederiz. Gösterilebilir ki bu ifade, aslında:


         ( (x,z) = -(m/2) ln{[Ch(2( z/p) - Cos(2( x/p)]/2}

biçimine getirilebilir. Kabul edelim ki z(( p dir. Bu durumda Ch(2( z/p) (( Cos(2( x/p) olacağından 

               ( (x,z) ( -(m/2) ln{[Ch(2( z/p)]/2} = ( (x,z) = -(m/2) ln{e(2( z/p)+ e-(2( z/p)}

               ( (x,z) ( m( z/p

yazabiliriz. Yani z(( p için, veya diğer sözlerle girdapların dizili olduğu x-ekseninden uzaklaşınca, akım alanı üniform akıma dönüşüyor. Bu bölgede yalnızca x yönündeki hız bileşeni u mevcut ve o da 

             z( 0 için u =   m( /p  

             z( 0 için u =- m( /p

değerlerine sahip. Şimdi Oxz eksen takımının x-ekseni üzerine dizildiğini düşündüğümüz p aralıklı ve şiddetli olan bu girdapların sonlu değil de sonsuz sayıda olduğunu yani p nin sınırsız küçülerek sıfıra yaklaştığını düşünelim. Böylece x-ekseni üzerinde birbirine sonsuz yakın yerleştirilmiş sınırsız sayıda basit girdaptan oluşan bir Girdap Çizgisi elde ederiz. Bu yeni bir potansiyel akım biçimidir; ve çok önemli iki özelliğe sahiptir.

1.  Girdap çizgisinden uzakta üniform akım mevcuttur.

2.  Girdap çizgisi üzerinde, akımın yalnız girdap çizgisine paralel hız bileşeni (yukarıda u) mevcuttur; girdap çizgisine dik hız bileşeni sıfırdır. Yani girdap çizgisi bu özelliği         bakımından akım çizgisi gibi davranır.


Üç boyutlu bir akım probleminde de yukarıdaki gibi bir yol izleyerek akım bölgesi içinde bir Girdap Yüzeyi düşünülebilir. Öyle ki bu yüzey üzerinde birbirine sonsuz yakın, sınırsız sayıda basit girdap bulunsun.

E)  Kapalı Cisimler Etrafında Akım: 1.Rankine ovali:


Yukarıda incelediğimiz kaynak/kuyu ve üniform akımı çeşitli biçimlerde birleştirerek  bir çok farklı katı cisim etrafındaki potansiyel  akım incelenebilir. Burada dikkat edilecek nokta kullanılan kaynaklardan yayılan akım debisinin kuyular tarafından emilen akım debisine eşit olarak seçilmiş olmasıdır. Ancak bu takdirde etrafında potansiyel akım oluşan cisim kapalı bir cisim olabilir. Bu konuda en iyi bilinen örnek şimdi inceleyeceğimiz Rankine ovalidir.


Kabul edelim ki Oxz eksen takımının x-ekseni üzerindeO1(-e) noktasında +m şiddetli bir kaynak ve O2(+e) noktasında -m şiddetli bir kuyu mevcuttur. Ayrıca x-eksenine paralel ve pozitif yönlü V(  şiddetinde bir üniform akım oluşmuştur. Bu üç basit potansiyel hareketin birleşimi olan akımı bulmaya çalışacağız. Bu akıma ait akım fonksiyonu (4.32) ve (4.60) denklemleri birleştirilerek

((x,z ) = V( z  - mArctg{2ez/[x2+z2-e2]} = V(  rSin(  - m((2 -(1 )                    (4.70)

biçiminde kolaylıkla elde edilebilir. Burada görülen açılar şöyle tanımlanmıştır. Akım bölgesi içindeki herhangi bir N(x,z) noktası düşünüldüğünde:  (O1Nx = (1 , (ONx = ( , (O2Nx = (2 .Şimdi ( = 0 akım çizgisini düşünelim.

V(  rSin(  - m((2 -(1 ) = 0 ( Sin(  = m((2 -(1 )/ V(  r

Görülüyor ki (2 =(1  olduğunda Sin( = 0 (((((((( (( oluyor. Bu aynı zamanda (2 =(1 = 0 demektir. Bundan şunu çıkartabiliriz her üç açının da sıfır olduğu bu noktada z = 0 ve w = 0 olmalıdır. Ayrıca (4.70) ten u hızını hesaplarsak:

   
u = (((( z = V( + m {1/(x+e) - 1/(x-e)} /[1+z2/(x+e)2]                    (4.71)

z = 0 doğrusu üzerinde bu hız:


uz=0 =  V( + m {1/(x+e) - 1/(x-e)} 

olacaktır. z = 0 doğrusu üzerinde w = 0 olduğunu biliyoruz. O halde uz=0 =  0 yazarsak bu akıma ait durma noktalarını 

uz=0 =  V( + m {1/(x+e) - 1/(x-e)} = 0    (    xD.N. = ( e(1+2m/eV( )                      (4.72)  

biçiminde hesaplayabiliriz. Akıma ait diğer parametreler benzer yolla hesaplanabilir. 

F) Kapalı Cisimler Etrafında Akım: 2. Dairesel Silindir:

Dairesel silindir etrafındaki akımı inceleyebilmek için üniform akımı bir duble ile birleştireceğiz. Duble zaten eşit şiddetlerdeki bir kaynakla bir kuyunun birleştirilmesi ile bulunduğuna göre yukarıda kapalı cisimler elde etmek koştuğumuz şart kendiliğinden sağlanmaktadır. Uygulamada çok büyük önem taşıyan bu harekete ait özellikleri biraz daha ayrıntılı olarak ele alacağız. 


Bu harekete aik kompleks potansiyel:

( (( ) =((((i(((  V( ( + m /( ,  m = V( R2 ( ( (( ) =((((i(((  V( (( + R2/( )        (4.73)

olarak hemen yazılabilir. Burada R dairesel silindirin yarıçapını temsil etmektedir ve dolayısıyla bizim akım bölgemizin sınırı da r(R olarak belirlenmiş olmaktadır. Akım ve potansiyel fonksiyonlarını yazarsak:

( (r,( ) = V( Cos( (r+R2/r)                                               (4.74)

( (r,( ) = V( Sin(  (r -R2/r)                                               (4.75)

Buradan radyal ve teğetsel hızları hesaplayalım:

vr = ((((((( /r  =  V( Cos( (1-R2/r2)                                               (4.76a)

v( =   - (((( r  = -V( Sin( (1+R2/r2)                                               (4.76b)

Görüldüğü gibi dairesel silindir üzerinde:

r = R olduğunda:  ( = 0,      (      için   vr = v( = 0    yani Durma Noktaları,



           ( = (((((((((  için    vr = 0,  v( = 2V(  yani maksimum hız değeri

elde edilmektedir.


Bu harekete ait basınç dağılımını kolaylıkla hesaplayabiliriz:


cp =1 - V2/V(2 = (R2/r2)[R2/r2 + 2(Sin2( - Cos2( )]= (R2/r2)[R2/r2 + 2(2Sin2( - 1)] (4.77)

Bu bütün akım bölgesi içinde basıncın nasıl değiştiğini göstermektedir. Bizim için daha ilginç olanı katı cisim cidarı üzerinde, yani r = R için, basıncın nasıl değiştiğini görmektir. Bu ise:

cp = 1 - 4Sin2(                                                          (4.78)


olarak kolaylıkla elde edilebilir. Basınç dağılımını, deney sonuçları ile birlikte, grafik çizerek gösterelim:


Gerçekten de bulduğumuz bu sonuçları deney sonuçları ile karşılaştırdığımızda  (((1000 ye kadar gerçek (deneysel) basınç değerleri ile yukarıda hesapladığımız basınç değerlerinin uyum içinde olduğunu göstermektedir. (((1000 için ise açık bir uyumsuzluk göze çarpmaktadır. Deneysel sonuçlar yanlış olamayacağına göre bu uyumsuzluk bize kurduğumuz teorinin (((1000 için artık geçerli olamadığını göstermektedir. İleride Sınır Tabaka Akımlarını (B6) incelerken bu konuya tekrar döneceğiz ve bu olayı ayrıntılı bir biçimde inceleyeceğiz. Ancak burada şu kadar söyleyelim ki bu açık uyumsuzluğun sebebi bizim teorimizin temel kabulü olan viskozitesiz akışkan (( = 0) özelliğinin (((1000 olduğunda kesinlikle geçersiz olmasıdır.


Yukarıdaki basınç diyagramından ilginç bir sonuç daha çıkartabiliriz. Dairesel silindir üzerine çizilmiş basınç dağılımı diyagramı, (4.60) formülünden de açıkça görüldüğü gibi hem x-, hem de z-eksenine göre simetriktir. Diğer sözlerle akım içindeki dairesel silindir akımın yarattığı basınç dağılımı altında “dengede” görünmektedir. Yani teorik basınç dağılımına göre hareketli akışkan etrafından aktığı katı cisme herhangi bir kuvvet uygulamamaktadır. Literatürde bazen “d’Alembert Paradoksu” olarak adlandırılan bu sonuç da bize kurduğumuz teorinin tam doğru olmadığını göstermektedir. Nitekim gerçek basınç dağılımı eğrisi açıkça belirlemektedir ki akışkan, cismin üzerine x-eksenine paralel bir kuvvet uygulamaktadır.

G)  Kapalı Cisimler Etrafında Akım: 3.Dönen Dairesel Silindir:

Bu harekette yukarıdaki silindirin kendi ekseni etrafında (  sabit açısal hızı ile döndüğünü farz ediyoruz. Yeni hareketin kompleks potansiyeli önceki hareketin kompleks potansiyeline basit hareketinin kompleks potansiyeli eklenerek:

( (( ) =((((i(((   V( (( + R2/( ) + i(((((( ln(                           (4.79)

Yukarıda bu ( değerinin sirkülasyon adıyla anıldığını öğrenmiştik. Şimdi bu harekete ait akım ve potansiyel fonksiyonlarını, yine yarı kutupsal koordinatlarda yazalım:

( (r,( ) = V( Cos( (r+R2/r)  - (((((( (                              (4.80)

( (r,( ) = V( Sin(  (r -R2/r) + (((((( lnr                           (4.81)

Buradan radyal ve teğetsel hızları hesaplayalım:

vr = ((((((( /r  =  V( Cos( (1-R2/r2)                                               (4.82a)

v( =   - (((( r  = -V( Sin( (1+R2/r2) + (((((( /r                             (4.82b)

Durma noktalarının yerini hesaplayalım:



vr =  V( Cos( (1-R2/r2) = 0 ( r = R



v( = -V( Sin( (1+R2/r2) + (((((( /r = 0 ( Sin((( (((( V( R = s/R

Görüldüğü gibi durma noktaları çember üzerinde, ( nın işaretine bağlı olarak yukarı veya aşağıya doğru, x-ekseninden s = (((( V( uzaklığa kaymıştır. İlginç bir sonuç s = R olması halinde karşımıza çıkmaktadır. Bu özel halde


s = R ( Sin( = 1 ( ( = (((
olacağından silindir üzerindeki durma noktaları  üst üste gelecektir. Bunun olabilmesi için:



(((( V(  = R   (    ( = (( V( R 

bağıntısı sağlanmalıdır.


Önceki örnekte yaptığımız gibi basınç katsayısını dönen dairesel silindir etrafında da hesaplayabiliriz. Bunun için hız vektörünün şiddetini, katı cisim cidarı (r=R) üzerinde 


V2 = vr2 + v(2 = [ 2V( Sin(  + (((((( /R]

olarak hesaplar ve buradan basınç katsayısını bulursak:

cp = 1 -V2/V(2 = 1 - 4  Sin2( + 4(((((( Sin( / V(R + (((((( 2/R2 V(2        (4.83a)

veya

cp = 1 -V2/V(2 = 1 - 4  Sin2( + 8 s Sin( /R + s2/R2                                    (4.83b)

ifadesini elde ederiz. Bu dağılımın grafiğini çizip, sabit silindir etrafındaki basınç dağılımıyla karşılaştırdığımızda şunu görüyoruz: cp(x,z) eğrisinin  z-eksenine nazaran simetri özelliği devam etmektedir;  fakat x-eksenine nazaran simetri kaybolmuştur. Yani silindirin üstündeki alçak basınç bölgesi z-eksenine simetrik kalarak büyümüş; buna karşılık altındaki alçak basınç bölgesi, benzer şekilde z-eksenine nazaran simetrik kalarak, küçülmüştür. Şu halde akımın dönen silindir üzerindeki net etkisi z-ekseni doğrultusunda -yani üniform akıma dik doğrultuda- etkiyen bir taşıma kuvveti olarak ortaya çıkacaktır. Bu kuvveti l ile göstermiştik.


Taşıma kuvveti l’nin değeri, basıncın çember boyunca entegrasyonu ile yani:

l =  (( (( cp(R,( )d(                                                    (4.84)

ifadesinden elde edilebilir. Yukarıda (4.83) denklemi ile cp(R,( ) yı bulduğumuza göre yapılacak tek şey bu entegrasyonun gerçekleştirilmesidir. Biraz uzun olan bu işlem yapılırsa sonuç:

l = (( V( (                                                               (4.84)

olarak şaşırtıcı basitlikte bir görünüm kazanmaktadır. Görüldüğü gibi üniform akım içinde, kendi ekseni etrafında dönen bir silindir üzerine akışkanın uyguladığı taşıma kuvveti yalnızca üniform akım parametrelerine ve silindirin açısal hızına bağlıdır; fakat meselâ silindirin yarıçapına bağlı değildir.

H)  Kapalı Cisimler Etrafında Akım: 4.Taşıma Teorisi: 


Aslında yukarıda dönen dairesel silindir için bulduğumuz (4.84) ifadesi dairesel olsun olmasın bütün silindirlere genelleştirilebilir. İspatını burada vermeyeceğimiz ve kutta-jukovski teoremi olarak adlandırılan bu teoremin ifadesi şöyledir:


“Üniform akım içine, ekseni akıma dik olarak, yerleştirilmiş silindirik bir cismin yaratacağı taşıma kuvveti l:

                                                       l = (( V( (                                                                 

                  denklemi ile belirlenebilir. Yeter ki cismin yarattığı net sirkülasyon:

                                                     C üzerinde: ( =0( (( V ds

                  ifadesinden hesaplanmış olsun.”


Görüldüğü gibi (4.84) formülü bütün iki boyutlu cisimlerin üniform akım içinde doğuracakları taşıma kuvvetini hesaplamak için kullanılabilir. Bunun için gerekli olan tek şey verilen cismin biçimine ve akıma nazaran konumuna bağlı olarak cismin yaratacağı net sirkülasyon miktarını hesaplamaktır. Bu nedenle (4.84) kutta-jukovski formülü bütün taşıtların, özellikle hava taşıtlarının ve bütün türbo-makinaların tasarımında kullanılan   temel  bir formüldür.


Verilen bir iki boyutlu cismin üniform akım içinde yaratacağı sirkülasyon değerinin bulunması için ise çeşitli yöntemler düşünülebilir.  Ancak bizim bu bölümdeki bilgilerimizin sınırları içinde kalan ve yine de oldukça genel ve kullanışlı bir yöntem şudur. 


Daha önce de belirttiğimiz gibi sirkülasyonla viskozitenin sonucu olan ve önümüzdeki bölümde inceleyeceğimiz rotasyon arasındaki ilişkiden yararlanarak narin bir kapalı cismi bir girdap yüzeyi ile temsil edebiliriz. Önce bazı tanımlar yapalım:

Narin Cisim: Üniform akım içine yerleştirilmiş bir kapalı katı cismin akıma paralel doğrultudaki tüm uzunluğu c ve Akıma dik tüm uzunluğu d ise ve 

c((d

ise böyle cisimlere Narin Cisim adını veriyoruz.

Hücum Kenarı: Üniform akım içine yerleştirilmiş bir narin cismin akımla temas eden ilk noktası, veya bu noktaların oluşturduğu eğri. 

Firar Kenarı: Üniform akım içine yerleştirilmiş bir narin cismin akımla temas eden son noktası veya bu noktaların oluşturduğu eğri.

Veter : Bir narin cismin hücum kenarı ile firar kenarını birleştiren doğru parçası (c).

Kalınlık: Bir narin cismin veterine dik olarak ölçülen üst yüzey ve alt yüzey mesafelerinin toplamı (d).


Burada ele alacağımız bütün narin cisimlerin küt hücum kenarlı fakat sivri firar kenarlı bir geometriye sahip olduğunu kabul edeceğiz.


Yukarıda Girdap Çizgisini tanımlarken bunun bir akım çizgisi gibi davrandığını göstermiştik. Öyleyse incelediğimiz narin cismin yerine, akım bölgesi içine c uzunluklu bur Girdap çizgisi yerleştirebiliriz: Bu işlemi şematik olarak gösterelim.


Seçtiğimiz cisim narin olmak ve şekildeki ( açısı küçük kalmak şartıyla bu işlemi yapabiliriz. Böylece yeni problemimiz V( hızlı üniform akım içine yerleştirilmiş c uzunluklu bir Girdap Çizgisi etrafındaki akımı  hesaplamaya dönüşmüş oldu. Ancak bunu yaparken iki noktaya dikkat etmemiz gerekiyor.

1.  Cismin değişken olan kalınlığını ve cismin üniform akıma nazaran konumunu Girdap    
   Çizgisi üzerine yerleştirdiğimiz, birbirine sonsuz yakın, basit girdapların sıklığını değiştirerek temsil edebiliriz. Yani girdap çizgisi üzerinde bir “Girdap Yoğunluğu” kavramına ihtiyacımız var. Bunu ( ile göstereceğiz.

2.  Bundan daha da önemli olarak Girdap Çizgisi üzerine keyfî olarak yerleştirdiğimiz Bu basit girdapların yaratacağı toplam sirkülasyon ( da keyfî olacaktır. Bu ise problemin çok çözümlü hale gelmesi sonucunu doğuracaktır. Bu belirsizliği, aşağıda kutta-jukovski Şartı ile çözeceğiz.


Şimdi farz edelim ki şekildeki gibi bir narin cisim, şiddeti:

( = 2( m/p, d( = 2( m dx / p =  ( dx                                (4.85)

olan bir girdap çizgisi ile temsil edilmektedir, ve V(  hızlı bir üniform akım içindedir. Bir x noktasında dx uzunluklu bir girdap çizgisi elemanı için girdap çizgisini üstündeki ve altındaki hız bileşenlerini yazarsak:


       uüst = V( + ( mdx/p , ualt = V( - ( mdx/p ( uüst -  ualt = 2( mdx/p = ( dx        (4.86)

elde ederiz. İncelediğimiz cismin firar kenarı sivri olduğuna göre üst ve alt yüzey eğrilerinin tam firar kenarı noktasında birbirlerine teğet olduğunu kabul edebiliriz. Bu ise bu noktada üst yüzeyde ve alt yüzeyde oluşan hızların birbirine eşit olması sonucunu getirecektir. Yani bu noktada akımın kutta-jukovski Şartı:

uüst -  ualt = 0       (       ( (x=c) = 0                                  (4.87)

şartını sağlaması demektir. Gösterilebilir ki bu şartın sağlanması, bu teoriyi tek çözümlü hale getirdiği gibi teorik sonuçlar ile deney sonuçlarının daha iyi uyuşmasını da temin etmektedir.


Böylece narin cisimler için taşıma teorisinin ana hatlarını, en basit biçimi ile, belirtmiş olduk. Şimdi hesaplamalara geçebiliriz. Temel denklemlerimiz:

l = (( V( ( ,       ( = 0(  x=L ( (x) dx,      ( (x=c) = 0                         (4.88)

biçiminde verilmişti. ( (x)’i yani girdap yoğunluğunu belirlemek için şöyle düşünebiliriz. Girdap çizgisi üzerindeki bir (  noktasında bulunan  bir  ( dx  girdap elemanının, girdap çizgisi üzerindeki diğer herhangi bir x ( ( noktasında yaratacağı hız, basit girdapla ilgili yukarıdaki çalışmamızdan biliyoruz ki x-eksenine diktir ve değeri:

 ( (x) dx/2( (x-( )

ye eşittir. Şu halde L uzunluklu girdap çizgisi üzerinde bulunan bütün girdap elemanlarının bir x noktasında yaratacağı toplam hız:

(1/2()0 ( L [( dx/(x-( )]                                               (4.89)

olarak hesaplanabilir. 


Öte yandan üniform akımın içine, şekildeki gibi, bir ( hücum açısı ile yerleştirilmiş bulunan narin cismin (veya girdap çizgisinin) bu ( noktasında üniform akım hızı V(’ u cisme paralel ve dik bileşenlerine ayırırsak V( Cos( ve V( Sin( buluruz. Bunlardan bizi şu anda ilgilendiren dik bileşen V( Sin(  dır.


Böylece ( noktasında girdap çizgisine (cisim yüzeyine) dik iki hız bileşeni bulduk. Ancak girdap çizgisini bir katı cismi temsil etmek üzere koyduğumuzu hatırlarsak ( noktasında bulduğumuz bu hızların toplamının, girdap çizgisine dik olması dolayısıyla, sıfıra eşit olması gerektiğini hemen görürüz. Yani:

(1/2()0 ( L [( dx/(x-( )] = V( Sin( ( V( (                                  (4.90)

denklemine geliriz ki kutta-jukovski şartı (  (x=c) = 0 şartı altında çözülmesi gereken bu denklem “Narin Cisimlerin Küçük Hücum Açılarında Temel Taşıma Denklemi”dir. 


Taşıma denkleminin çözümü için kullanılabilecek yöntemleri incelemek bu kitabın sınırları dışında kalır. Aşağıda bu denklemin bilinen en basit çözümlerinden biri kısaca açıklanacaktır. Kabul edelim ki incelediğimiz profil veter doğrultusuna nazaran simetrik bir yapıya sahiptir. (Terminolojide böyle profillere “kamburluksuz” profiller denilir.) Gösterilebilir ki (4.90) ın bir çözümü

( (x) = 2( V( [(c - x)/x]1/2                                           (4.91)

biçimindedir. Şimdi yine herhangi bir ( noktasındaki taşıma miktarını düşünelim, jukovski teoremine göre bu 

(l = (( V( (                                                       (4.92)

olmalıdır ve bu değer, doğal olarak üst ve alt yüzeyler arasındaki basınç farkına eşit bulunmalıdır. Şu halde:

l = 0( c ((l) = 0( c ((( V( ( )dx                                          (4.93)

yazılabilir. (4.92) kullanılarak bu entegral hesaplanırsa:

cl = l/cq(  = 2((                                                (4.94)

sonucuna geliriz. Şaşırtacak kadar basit olan bu sonuç deneylerle geniş ölçüde sınanmış ve bütün simetrik narin cisimler için yeterli hassasiyetle doğru olduğu gösterilmiştir. Teorinin verdiği başka bir ilginç sonuç da şudur. Bu kuvvetin cisim üzerine etki noktası, hücum kenarından itibaren, veterin yaklaşık olarak ¼ noktasındadır. Bu son bulgu, en basit simetrik narin cisim olan, bir dosya kağıdını serbestçe düşmeye bırakarak kabaca gözlenebilir.

I)  Kapalı Cisimler Etrafında Akım: 5. Küt Cisimler :

Yukarıda narin cisimler etrafındaki akımı bulmak için kullanılan temel yöntemlerden birini inceledik. Bu paragrafta ise küt geometriye sahip yani c(d  veya c(d olan cisimler için kullanılan diğer bir temel yöntemi “Kaynak Dağılımı” yöntemini inceleyeceğiz. 
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