EKLER.
I. FOURİER SERİLERİ:

Bu bölümde FOURİER Derileri hakkında özet bilgi verilecektir. Gerek adi ve gerekse de özellikle kısmi diferansiyel denklemlerin çözümünde, ilk/sınır şartlarını sağlayan çözüm fonksiyonunun elde edilmesi amacıyla, FOURİER Serilerinin kullanılması büyük kolaylık sağlamaktadır. Bu nedenle FOURİER Serilerinin kullanılmasında belli bir alışkanlık kazanmanın büyük yararı vardır.
Aşağıda bu konu özellikle KDD problemlerine yönelik uygulamalar ön plana çıkarılmak suretiyle ele alınmıştır.

I.1. TEMEL KAVRAMLAR:

FOURİER Serileri şu dört temel kavrama dayanır.

1. Parçalı Süreklilik

2. Tek-Çift Fonksiyonlar
3. Periyodik Fonksiyonlar

4. Ortogonallik

Şimdi bu kavramları ve sonuçlarını kısaca gözden geçirelim. Bu bölümde ve bütün KDD ya da ADD çalışmalarımızda, aksi belirtilmedikçe, gerçel fonksiyonlar üzerinde çalıştığımızı unutmamalıyız.

Parçalı Süreklilik:

Tek değerli ve (a,b) aralığında sürekli bir f(x) fonksiyonu düşünelim. 

Eğer (a,b) içindeki sonlu sayıda  xi = x1 , x2 , …, xn  noktasında f(x) fonksiyonunun değeri bir “Sıçrama Süreksizliği” gösteriyorsa f(x) fonksiyonuna parçalı süreklidir denir.
Burada “Sıçrama Süreksizliği” kavramından kasıt şudur.


Bir xi noktasında:

lim(x( xi+)f(x) ( f+ mevcuttur.
lim(x( xi -)f(x) ( f- - mevcuttur.

Burada f+  ve f – değerlerinin mevcut olması esastır. Bunlar birbirlerine eşit olabilirler veya, şekildeki gibi, olmayabilirler.
Örnekler:

1. Şekildeki gibi bir f(x)  fonksiyonu düşünelim.

[image: image1]
1( x ( 2  de  f(x) = x – 1 ,  2( x ( 4 de  f(x) = 1 , 4( x ( 5  de  f(x) = x – 4 , 

Görüldüğü gibi f(x) fonksiyonu (1,5) aralığında sürekli olmakla beraber; x=2 ve x=4 için süreksizliğe sahiptir. Ancak:

x=2 de      lim(x(2 -)(x-1)( 1,   lim(x( 2+)(1) ( 1
x=4 de      lim(x(4 -)(1)( 1,     lim(x( 4+)(x - 4) ( 0

limitleri mevcut ve belirli olduğuna göre bu biçimde tanımlanmış f(x) fonksiyonuna (1.5) aralığında parçalı süreklidir denir.
2. Şekildeki fonksiyonu ele alalım.


[image: image2]
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Görüldüğü gibi bu fonksiyon  x = 0 için (( değerlerini almaktadır. Yani x=0 da f -, f+ mevcut değildir. Öyleyse (-1,+3) aralığında bu fonksiyon parçalı sürekli değildir. Buna karşılık aynı fonksiyon, x=0 noktasını dışarıda bırakan (0+,3) aralığında, yani   0 < x ( 3 için parçalı süreklidir. Çünkü:

x=1 de      lim(x(1 -)(1/x)( -1,   lim(x( 1+)(1) ( +1

limitleri mevcuttur ve belirlidir.

Parçalı sürekli fonksiyonların bazı temel özelliklerini kısaca ve ispatsız olarak belirtelim.

· Sonlu sayıda parçalı sürekli fonksiyonun toplanması ya da çarpılması ile elde edilen fonksiyonlar da parçalı süreklidir.
· Parçalı sürekli fonksiyonlar parça parça entegre edilebilirler.

· Parçalı sürekli bir fonksiyonun türevi tek değerli bir fonksiyon değildir. Dolayısı ile parçalı sürekli bir fonksiyonun türevi parçalı sürekli değildir.
Tek – Çift Fonksiyonlar:
Bir f(x) fonksiyonu (a,b) aralığında:

· f(x) =   f(-x) özelliğini sağlıyorsa çift fonksiyondur.
· f(x) = -f(-x) özelliğini sağlıyorsa tek fonksiyondur.
denir.

 Genelde herhangi fonksiyonlar ne tek ne de çift fonksiyonlardır. Örneğin: f(x) = x – 2, f(x) = x2 + 5, f(x) = x2 + Sinx,… gibi.

Ancak her fonksiyondan bir çift fonksiyon ya da bir tek fonksiyon kurulabilir. Şöyle ki:

g(x) = f(x) + f(-x) bir çift fonksiyondur.

H(x) = f(x) – f(-x) bir tek  fonksiyondur.

Bunun doğal sonucu olarak da her fonksiyon bir çift fonksiyon ve bir tek fonksiyondan oluşmuştur. Yani:

f(x) = (1/2)[g(x) + h(x)]
Bir fonksiyonun tek ya da çift olması entegrasyon işleminde önem kazanır. Gerçektende:

Çift fonksiyonlar için:   ( (- a ( + a) g(x)dx = 2 ( (0 ( a) g(x)dx

Tek fonksiyonlar için:   ( (- a ( + a) h(x)dx = 0

olduğu kolayca ispatlanabilir. 
Ayrıca tek ve çift fonksiyonların birbiri ile çarpımını da düşünelim. Eğer f(x) tek g(x) çift fonksiyonlar ise:

f(x)f(x) = [-f(-x)][-f(-x)] = +f(-x)f(-x)  

 g(x)g(x) = [g(-x)][g(-x] = +g(-x)g(-x)

f(x)g(x) = [-f(-x)][g(-x)] = -f(-x)g(-x)

olacaktır. Yani biri tek diğeri çift iki fonksiyonun çarpımı tek fonksiyon; buna karşılık ikisi de tek ya da çift olan iki fonksiyonun çarpımı çift fonksiyon oluşturmaktadır. Bu basit özellik aşağıda FOURİER Serilerinin hesaplanmasında işimize yarayacaktır. 

Periyodik Fonksiyonlar:
Bir f(x) fonksiyonu bir (a,b) aralığında her x- için, p herhangi bir sabit sayı olmak üzere:
f(x) = f(x + p)

özelliğini sağlıyorsa f(x) periyodik bir fonksiyondur.

Açıktır ki i sonlu bir tam sayı ise f(x) = f(x + p)( f(x) = f(x + ip) geçerli olacaktır.

Ayrıca hepsinin periyodu ayni, örneğin p,  olan k tane f1 ,  f2 ,  … ,  fk  fonksiyonlarının cebirsel toplamı olarak tanımlanmış:

F(x) = c1 f1(x) + c2 f2(x) + … + ck fk(x)

fonksiyonu da periyodiktir ve periyodu p dir. Eğer k sınırsız büyüyorsa ve 

F(x) = lim(k(()((1( ( ) ck fk
sonsuz terimli serisi, her x- için, yakınsaksa F(x) fonksiyonunun da periyodik olduğu ve periyodunun p olduğu gösterilebilir. 

Örnekler:
1. f(x) = Sinx ,   f(x) = Cosx ,      p = 2(
2. F(x) = 2Sinx – 3Cosx ,  F(x) = Shx + Chx ,  p = 2(
3. F(x) = a1 Sinx + a2 Sin2x + … + b1 Cosx + b2 Cos2x + …(yakınsaksa) p = 2(
Ortogonallik:
Ortogonallik veya dikgenlik kavramını eskiden beri biliyoruz ve koordinat sistemi seçerken özenle kullanıyoruz. Çünkü biliyoruz ki n boyutlu bir uzayda seçilen en çok n tane vektör birbirinden bağımsızdır; yani birbirleri cinsinden ifade edilemezler. Buna karşılık o uzayda yer alan bütün diğer vektörler bu n tane ortogonal vektör cinsinden kolayca ifade edilirler.

Şimdi bu kavramı en basit halden başlayarak bize gerekli olan noktaya kadar genelleştirelim ve bundan nasıl yararlanabileceğimizi araştıralım.

Düzlem (n=2) üzerinde x ve y vektörlerini seçelim. Bu vektörlerin toplamı olan  (x+y) vektörünün uzunluğunun:
(x+y)2 = x2 + y2 + 2x.y

biçiminde ifade edildiğini ve x, y vektörlerinin ortogonal (dikgen) olması:

(x+y)2 = x2 + y2 ,    x.y = 0

yani PİSAGOR Eşitliğinin sağlanabilmesi için x, y vektörlerinin skaler çarpımının sıfıra eşit olmasının gerek ve yeter olduğunu biliyoruz. Öte yandan bu x ve y vektörlerinin paralel olması halinde ise bu skaler çarpımın, x ve y nin uzunlukları çarpımına eşit olduğunu da yani:  
x.y = xy

olduğunu da biliyoruz.

Eğer x yerine ayni doğrultudaki birim vektör e1 ve y yerine ayni doğrultudaki birim vektör e2 kullanılmış olsaydı yukarıdaki bağıntılar:
e1e2 = e2e1 = 0 ,    e1e1 = e2e2 = 1(  eiej = (ij  (i=j( (ij = 1 , i(j( (ij = 0)
biçiminde özetlenebilir.
Biliyoruz ki n boyutlu uzayda:

                                   i , j = 1, 2, …, n   için       eiej = (ij
şartlarını sağlayan en çok n vektör seçilebilir. Bu şekilde seçilen n vektör o uzayda bir BAZ oluştururlar. Yani diğer bütün vektörler bu n vektör cinsinden, ai uygun sabitler olmak üzere:
V = a1e1 + a2e2 + …+ anen
biçiminde yazılabilirler.

Vektörler için eskiden beri bildiğimiz bu fikirleri şimdi “fonksiyon kavramını da içerecek biçimde yani sonsuz boyutlu (n(( ) uzaya” kısaca genelleştirelim.
Önce bir çarpım işlemi tanımlayacağız. Bu amaçla parçalı sürekli fonksiyonların entegrasyonu konusunu biraz daha yakından incelemeliyiz.

Tümüyle gerçel değerli fonksiyonlardan söz etmek koşulu ile:

1. Eğer f(x) [a,b] (yani a ( x ( b) aralığında parçalı sürekliyse, süreksizlik noktalarında f(x) in değeri ne olursa olsun,

((a(b) f(x) dx

değeri mevcuttur ve tektir.

2. Doğal olarak f1(x) ve f2(x) fonksiyonları, süreksizlik noktaları dışında özdeş fonksiyonlar ise:
((a(b) f1(x) dx = ((a(b) f2(x) dx

yazılabilir.
3. Özellikle yukarıda verdiğimiz ikinci özelliği göz önünde tutarak, vektörler için iyi bildiğimiz skaler çarpım kavramını, şimdi gerçel fonksiyonlar için genişletebiliriz.

İç Çarpım: Eğer f(x) ve g(x) fonksiyonları [a,b] aralığında parçalı sürekli ise bunların iç çarpımı:

f.g = ((a(b) f(x)g(x) dx

olarak tanımlanmıştır.

Ağırlıklı İç Çarpım: Eğer f(x) ve g(x)  ve w(x) fonksiyonları [a,b] aralığında parçalı sürekli ise f(x) ve g(x) fonksiyonlarının w(x) ağırlıklı iç çarpımı:

(f.g)w = ((a( b) f(x)g(x)w(x) dx

biçiminde tanımlanmıştır. 

Artık ortogonallik tanımını verebiliriz.

Ortogonallik:  (n(x) fonksiyonları [a,b] aralığında parçalı sürekli bir dizi fonksiyonsa ve

m( n için  ((n.(m)w = ((a(  b) (n(x)(m(x)w(x) dx = 0

oluyorsa (n(x) fonksiyonları w(x) ağırlıklı iç çarpımına göre ortogonaldır denilir. Doğal olarak:
m = n için  ((n.(n)w = ((a( b) (n(x)(n(x)w(x) dx = N 2( 0

olacaktır. Burada N, {(n} ortogonal sisteminin NORMU adını alır.

Ortonormallik: Eğer ortogonal bir {(n} sisteminin normu N = 1 ise sisteme ortonormaldir denilir. Açıktır ki bir ortogonal sistem, bütün {(n} fonksiyonları yerine {(n /N} alınmak suretiyle ortonormal hale getirilebilir.

Sonlu Boyutlu Uzayda Vektör Bileşenleri:
n boyutlu EUCLİD Uzayında n ortonormal vektörün bir baz oluşturduğunu ve bu uzayda seçilen her V vektörünün:

V = a1e1 + a2e2 + … + anen
biçiminde bir tek  yazılımı olduğunu, yani a1 ,  a2 , …, an değerlerinin tek olduğunu ve bunlara V vektörünün bileşenleri denildiğini biliyoruz. Tanım gereği

a1 = (V.e1)2/e12 ,   a2 = (V.e2)2/e22 ,…,   an = (V.en)2/en2
olduğunu biliyoruz. Buna göre V vektörü için:

V = ((1( n){ (V.ei)2/ei2}ei = ((1( n){(ai}ei
Yazabiliriz. Burada ai lere  V vektörünün skaler bileşenleri denildiğini, yeniden hatırlayalım.
Sonsuz Boyutlu Uzayda FOURİER Katsayıları:
Aynı Skaler Çarpım kavramını sonsuz boyutlu uzaylara genelleştirerek İç Çarpım kavramına eriştiğimiz gibi, bir vektörün Skaler Bileşenleri kavramını da sonsuz boyutlu uzaya taşıyabiliriz. Bunun için yukarıda n boyutlu uzay için verdiğimiz formülde n( ( koymamız, biçimsel olarak yeterlidir.

Böylece sonsuz boyutlu uzayda bir V vektörü için: 

V = ((1( ( ){ (V.ei)2/ei2}ei = ((1( ( ){(ai}ei
yazarak  Genelleştirilmiş FOURİER Katsayıları tanımına ulaşırız.

Böylece n( ( hali için hem bileşen kavramının hem de skaler çarpım kavramının genelleştirilmiş biçimlerini elde ettik. Şimdi bu bilgilerimizden yararlanarak şöyle bir iddiada bulunalım.

Varsayalım ki gerçel sayılar kümesi içindeki bir [a,b] aralığında bir

(n : (1 ,  (2 , …, (n ,       n( 1, 2, …, (
fonksiyonlar kümesi tanımlanmıştır. Öyle ki bir w(x) ağırlık fonksiyonu için:

                         m ( n için     ((n.(m)w = ((a(b) (n(x)(m(x)w(x) dx = 0

m = n için     ((n.(n)w = ((a(b) (n(x)(n(x)w(x) dx = N 2= 1

sağlansın. Yani {(n} fonksiyon kümesi [a,b] aralığında bir baz oluştursun. Bu takdirde [a,b] aralığındaki her f(x) fonksiyonu için, (w(x) =1 alınarak) yazılan,

f(x) = ((1( ( )  { f(x)(n(x) /(((n(( 2}(n(x)

GENELLEŞTİRİLMİŞ FOURİER SERİSİ, n( ( olduğunda “ortalamada yakınsaklık anlamında” f(x) fonksiyonuna yakınsar. Diğer sözlerle [a,b] aralığında verilen bir f(x) fonksiyonu için bu fonksiyonu istenilen hassaslıkta temsil edecek bir seri oluşturur.

Ortalamada Yakınsaklık Kavramı:
Ortogonal seriler teorisinin temel kavramı olan bu kavram kabaca şöyle tanımlanabilir.

[a,b] aralığının her x noktası için tanımlanmış f(x) fonksiyonu ile bunu temsil eden genelleştirilmiş FOURİER Serilerinin katsayıları arasında

[f(x)(n(x)] 2 + [f(x)(m(x)] 2( (((n(( 2
şartı sağlanmalıdır. 

Genel olarak bu şartın nasıl sağlanabileceği konusu bizim ilgi alanımıza girmez. Ancak FOURİER Serileri için bu şartın nasıl uygulandığını aşağıda inceleyeceğiz.

Böylece herhangi bir parçalı sürekli fonksiyonu, tarif aralığında istenilen hassaslıkta temsil edebilecek serilerin genel karakterini belirten bir yöntemi ana hatları ile incelemesini tamamladık. Tabii bu yöntemin kullanılması için gerekli olan en önemli şey ortogonal {(n( fonksiyon kümesinin bulunmasıdır. Aşağıda göreceğiz ki FOURİER Katsayıları (ki basit trigonometrik fonksiyonlardır.)  ortogonal {(n( fonksiyonlar için bir örnek oluştururlar. Ancak doğal olarak tek örnek değildirler.

FOURİER SERİLERİ:
Önceki paragraflarda özetlediğimiz sonuçları [-(, +(] aralığında seçtiğimiz:

(n :   1, Cosx, Sinx, Cos2x, Sin2x, … ,Cos nx, Sin nx

fonksiyon kümesine uygulayalım.

Öncelikle ortogonallik konusunu ele almalıyız:

n = m              ((1(( 2 = ((-((( )(1.1)dx = 2(

           (( Cos nx(( 2 = ((-((( )(Cos nx)(Cos nx)dx = (
                       (( Sin nx(( 2 = ((-((( )(Sin nx)(Sin nx)dx = (
n ( m             ((-((( )(1)(Sin nx)dx = ((-((( )(1)(Cos nx)dx = 0

                      ((-((( )(Sin mx)(Sin nx)dx = ((-((( )(Cos mx)(Cos nx)dx = 0

                      ((-((( )(Sin mx)(Cos nx)dx = 0

ifadelerinin doğruluğu hemen gösterilebilir. Şu halde seçtiğimiz {(n} kümesi, [-(, +(] aralığında ortogonallik şartını sağlamaktadır.

Şu halde [-(, +(] aralığında parçalı sürekli her f(x) fonksiyonu için Genelleştirilmiş FOURİER Serisi formülü olan:

f(x) = ((1( ( )  { f(x)(n(x) /(((n(( 2}(n(x)

ifadesinde, (n :   1, Cosx, Sinx, Cos2x, Sin2x, … ,Cos nx, Sin nx, … konularak FOURİER Serilerinin temel ifadesini elde edebiliriz.

    f(x) =  [f.(1)]/((1(( 2  +  ((1( ( )  {[ f(x).Cos nx(x)]Cos nx /((Cos nx(( 2 
 + [ f(x).Sin nx(x)]Sin nx /((Sin nx(( 2}
Bu ifadedeki çarpımlar, ( yani [f.(1)],  [ f(x).Cos nx(x)]  ve [ f(x).Sin nx(x)] çarpımları ) iç çarpım işlemleri olduğuna göre:
[f.(1)] = ((-((( ) f(x).(1)dx = a0
[ f(x).Cos nx(x)] = ((-((( ) f(x).Cos nx(x)dx = ( an(x)
[ f(x).Sin nx(x)]  = ((-((( ) f(x). Sin nx(x)dx = ( bn(x)

yazabiliriz. Böylece iyi bilinen FOURİER Açınımına ulaşmış olduk. Şimdi bunu topluca yazalım.

                                      an(x) = (1/() ((-((( ) f(x).Cos nx(x)dx
                                      bn(x) = (1/() ((-((( ) f(x). Sin nx(x)dx

f(x) = a0 /2 + ((1( ( ) {an Cos nx + bn Sin nx}

Bulduğumuz bu açınımın uygulamalarına geçmeden önce yakınsama konusunu fazla ayrıntıya girmeksizin inceleyelim.

FOURİER Serilerinin Yakınsaklığı:
Aslında yukarıda f(x) = a0 /2 + ((1( ( ) {an Cos nx + bn Sin nx} biçiminde yazdığımız son formül f(x) fonksiyonuna bir yaklaşımdır.  Bu yaklaşımı F(x) ile gösterirsek, yakınsama problemimiz:

F(x) = a0 /2 + ((1( ( ) {an Cos nx + bn Sin nx} olmak şartıyla ((-((( ){f(x) – F(x)}2dx
sıfıra eşit olup olmayacağı sorusuna indirgenmiş olur.
 Bu ifadeyi açık yazarak FOURİER Serileri için Ortalamada Yakınsaklık tanımını yapalım. Eğer 

             lim(n(( ) ((-((( ){f(x) –[ a0 /2 + ((1( ( ) {an Cos nx + bn Sin nx}] }2dx = 0

işlemi sağlanıyorsa eldeki FOURİER Serisinin verilen f(x) fonksiyonuna Ortalamada Yakınsak olduğu söylenir.

Şimdi bunun nasıl olabileceğini araştıralım. Bu büyüklüğü sıfır kabul edemeyeceğimiz açıktır. Şu halde şimdi, f(x) in 2( periyotlu periyodik bir fonksiyon olduğunu kabul ederek 
((-((( ){f(x) – F(x)}2dx ( 0
büyüklüğünün ne olabileceğini araştıralım. İfadeyi açalım ve ayrı entegraller olarak düzenleyelim.

((-((( ){ f(x)2}dx -  2((-((( ){f(x)F(x)})dx +  ((-((( ){F(x)2}dx

Bu terimlerden ikinci ve üçüncüde F(x) in tanımını kullanırsak:
((-((( ){f(x)F(x)})dx= ((-((( ){f(x)[ a0 /2 + ((1( ( ) {an Cos nx + bn Sin nx}]}dx
((-((( ){F(x)2}dx = ((-((( ){ [a0 /2 + ((1( ( ) {an Cos nx + bn Sin nx}]2}dx
elde ederiz. Bu ifadeleri ortogonallik şartlarını ve bazı trigonometrik özdeşlikleri kullanarak basitleştirmek mümkündür. Bu yapıldığında

((-((( ){ f(x)2}dx – {(a02/2 + (((1( n)[ai2 + bi2]} ( 0
ifadesine gelinir. İfadenin sağ tarafı pozitif olduğuna göre sol taraftaki negatif terim, pozitif terimden küçük demektir. Bu da bizi BESSEL EŞİTSİZLİĞİ adı verilen
(a02/2 + (((1( n)[ai2 + bi2] (  ((-((( ){ f(x)2}dx
bağıntısına getirir. Sol taraftaki pozitif definit büyüklüğün artan i ile gittikçe arttığı ve herhangi bir değere yakınsayabilmesi için i büyüdükçe eklenen terimlerin küçülmesinin şart olduğu hemen görülmektedir. Öyleyse ((1( n)[ai2 + bi2] büyüklüğünün bir limite ulaşabilmesi için lim(i(( )ai( 0 ve lim(i(( )bi( 0  olması gereklidir. 
Yukarıda verilen Ortalamada Yakınsaklık tanımı gereği, eğer yakınsama gerçekleşmiş ise BESSEL Eşitsizliği bir eşitliğe dönüşerek PARSEVAL BAĞINTISI adını alır:
a02/2 + ((1( n)[ai2 + bi2] = (1/() ((-((( ){ f(x)2}dx
Şu halde PARSEVAL Bağıntısına FOURİER Serilerinin ortalamada yakınsaklık için gerek şartı gözü ile bakabiliriz.

FOURİER Serilerinin yakınsaklığı ya da üniform yakınsaklığı ile ilgili daha ayrıntılı incelemeler bu kitabın sınırları dışında kalmaktadır. 
ÖRNEK FOURİER SERİ AÇINIMLARI:
1.   -( < x < 0  için f(x) = -1,          0 < x < (  için  f(x) = 1
olarak verilen f(x) fonksiyonu için uygun FOURİER Serisini hesaplayınız.

İlk olarak verilen fonksiyonun tek fonksiyon olduğuna dikkat edelim. Ayrıca Sinx in tek ve Cosx in çift fonksiyon olduğunu hatırlayalım. Böylece f(x)Sinx çift, f(x)Cosx tek fonksiyon olmaktadır. O halde

 an(x) = (1/() ((-((( ) f(x).Cos nx(x)dx = 0

       bn(x) = (1/() ((-((( ) f(x). Sin nx(x)dx = (2/() ((0(( )(1) Sin nx(x)dx = (2/n()(1-Cos n()
        f(x) = (2/n()((1( ( ) { (1-Cos n() Sin nx} 
 hemen yazılabilir. 1-Cos n( değerinin n = 2,4,6,… için sıfır ve n = 1,3,5,… için 2 olduğuna dikkat ederek toplama işlemini kısaltırsak:

f(x) = (4/()((1(( ){Sin(2n-1)x/(2n-1)}  = (4/(){Sinx + Sin3x/3 + Sin5x/5 +…}
elde edilir.

Aşağıda n=1(mavi), 2(turuncu), 3(sarı) alınmak suretiyle bu serinin grafiği verilmiştir. Bu eğrilerin f(x) = 1 etrafındaki davranışı “ortalamada yakınsaklık” kavramını açıklamak için güzel bir örnek oluşturmaktadır.
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2. -( < x < (     için       f(x) = x2          

olarak verilen f(x) fonksiyonu için uygun FOURİER Serisini hesaplayınız.

Bu bir çift fonksiyon; şu halde x2Sinnx tek x2Cosnx çift fonksiyondur. O halde: 

a0(x) =  (2/() ((0(( ) (x2).dx = 2(2/3
 an(x) = (2/() ((0(( ) (x2).Cos nx(x)dx 

bn(x) = (1/() ((-((( ) (x2). Sin nx(x)dx = 0

olacaktır. Birinci ifade, kısım kısım entegrasyon yöntemi iki defa uygulanarak hesaplanabilir.

an = (2/(){[1/n – 1/n3] x2 Sin(nx) + [2/n2] x Cos(nx)}(0(
an = (-1)n(2/n2) 
f(x) = (2/3 - 4((1( ( ){ [(-1)n/n2]cos(nx) } = (2/3 - 4{Cosx +(1/4)Cos2x – (1/9)Cos3x +…}
Aşağıda bu serinin grafiği verilmiştir.

Seri 1:  f(x) = (2/3

Seri 2: f(x) = x2
Seri 3:  f(x) = (2/3-4Cosx

Seri 4:  f(x) = (2/3 - 4{Cosx +(1/4)Cos2x}

Seri 5: f(x) = (2/3 - 4{Cosx +(1/4)Cos2x – (1/9)Cos3x}
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Tek ve Çift Fonksiyonlar  için FOURİER Serileri:
Yukarıdaki örneklerden de görüleceği gibi eğer:

f(x) ÇİFT fonksiyon ise: 

an(x) = (2/() ((0(( ) f(x).Cos nx(x)dx

f(x) = a0 /2 + ((1( ( ) {an Cos nx }

f(x) TEK  fonksiyon ise: 

bn(x) = (2/() ((0(( ) f(x).Sin nx(x)dx

f(x) =            ((1( ( ) {an Sin nx }

yazabiliriz.
Bu özellik bazen bize bir avantaj sağlar. Şöyle ki [-( , (] aralığının herhangi bir parçasında verilmiş tek ya da çift olmayan bir fonksiyonun aralığını iki ile çarpalım ve genişlettiğim,z aralık içinde f(x) i kullanarak bir Fçift(x) veya Ftek(x) fonksiyonu oluşturalım. Fçift(x) veya Ftek(x) için bulacağımız FOURİER Açınımının, [-( , (] aralığının f(x) e ait parçasında f(x) i sağlayacağı açıktır.
Diğer bir anlatımla örneğin 0 ( x ( (  aralığında f(x), rasgele bir fonksiyon olarak, verilmiş olsun. Aralığı  -( ( x ( (  olacak şekilde genişletelim ve f(x) yerine:
-( ( x ( 0 için  Fçift(x) = f(-x)      0 ( x ( (  için Fçift(x) = f(x) ,   veya

-( ( x ( 0 için  Ftek(x) = -f(-x)      0 ( x ( (  için Ftek(x) = f(x) 

biçiminde tanımladığımız fonksiyonun FOURİER  Açınımını bulalım. Kuşkusuz bu açınımın   0 ( x ( (  olan parçası aradığımız değerleri verecektir. Hemen bir örnek yapalım.

3.  0 < x < (     için       f(x) = x2          

f(x) fonksiyonu için uygun FOURİER Serisini, aralığı genişleterek, hesaplayınız.

Bu çift fonksiyonu bir tek fonksiyona genişletelim.

 -( ( x ( 0     için       Ftek(x) = - x2 ,  0 ( x ( (     için       Ftek(x) = x2 

Buna göre:

bn(x) = (2/() ((0(( ) (x2).Sin nx(x)dx = ( (n = 1,3,5,… için)  8/(n3, (n = 2,4,6,…için) -2(/n

Ftek(x) = -2({ Sin2x + Sin(4x)/4 + …} +  (8/(){ Sinx + Sin(3x)/27 + …}
4.  -( < x < (     için       f(x) = x + x2          

f(x) fonksiyonu için uygun FOURİER Serisini hesaplayınız.

Tek ya da çift olmayan bir fonksiyon. Dolayısıyla bütün katsayıları hesaplamalıyız.

a0(x) = (1/() ((-((( ) (x+x2).dx = (2/3)(2
an(x) = (1/() ((-((( ) (x+x2).Cos nx(x)dx = (-1)n(4/n2)
      bn(x) = (1/() ((-((( ) (x+x2). Sin nx(x)dx = (-1)n(-2/n)
       f(x)  =  (2/3 + ((1( ( ) { (-1)n(4/n2) Cos nx + (-1)n(-2/n) Sin nx}  

         = (2/3 – 4Cosx + 2Sinx + Cos(2x) – Sin(2x) +-…
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Aralık Değişimi:
Yukarıdaki çalışmamızda ve tabii bütün örneklerde çalışma aralığımızı [-( , (] olarak almıştık. Ancak diferansiyel denklem çözümünde bu aralık çok defa a<b keyfi gerçel sayılar olmak üzere [a, b] biçiminde karşımıza çıkar. Şu halde yukarıdaki formüllerimizi [-( , (] den  [a, b] ye genişletmeliyiz.
Bu amaçla, temel formüllerimizi yeniden yazalım.

                                      an(x) = (1/() ((-((( ) f(x).Cos nx(x)dx

                                      bn(x) = (1/() ((-((( ) f(x). Sin nx(x)dx

f(x) = a0 /2 + ((1( ( ) {an Cos nx + bn Sin nx}

Bu ifadelerde, p>0 gerçel bir sayı olmak üzere x yerine (x/p koyarsak, yani x- ekseni üzerindeki ölçeğimizi (/p oranında değiştirirsek, kolayca gösterilebilir ki, formüllerimiz: 
                                      an(x) = (1/p) (( - p( p ) f(x).Cos nx(x)dx

                                      bn(x) = (1/p) (( - p( p ) f(x). Sin nx(x)dx

f(x) = a0 /2 + ((1( ( ) {an Cos (n(x/p) + bn Sin (n(x/p)}

biçimine girer. Bu biçimiyle de bazen çok kullanışlı olan bu formül takımını hedefimize uygun hale getirmek için 2p = b – a  ve [a,b] = [a, a+2p] yazarsak genel biçimi elde ederiz. 

                     an(x) = [2/(b-a)] ((-((( ) f(x).Cos [2n(x/(b-a)]dx

                     bn(x) = [2/(b-a)] ((-((( ) f(x). Sin [2n(x/(b-a)]dx

f(x) = a0 /2 + ((1( ( ) {an Cos [2n(x/(b-a)] + bn Sin [2n(x/(b-a)]}
Hemen bir örnek çözelim.
5. 2 ( x ( 3 için  f(x) = x – 2 ,   3 ( x ( 4 için  f(x) = 4 – x

biçiminde verilen f(x) fonksiyonunu FOURİER Serisine açınız.

a = 2 ,  b = 4 olarak verilmiş; aralık: [2,4], b – a = 2

      an(x) =  ((2(3 ) (x – 2).Cos [n(x]dx + ((3(4 ) (4 – x).Cos [n(x]dx
      bn(x) = ((2(3 ) (x – 2).Sin [n(x]dx + ((3(4 ) (4 – x).Sin [n(x]dx
      f(x) = 1 /2 -  (4/(2) { Cos ((x) + (1/9) Sin (3(x) + …}

Aşağıda yalnız birinci terim (seri2) ve ilk iki terim (seri3) alınarak bu serinin grafiği f(x) fonksiyonunun grafiği (ser1) ile birlikte verilmiştir.
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Sayfa1

		0.0000		0		0		0

		0.1570796327		0.199178547		0.3918580994		0.5719213627

		0.3141592654		0.3934526572		0.7368101338		0.9914580427

		0.471238898		0.5780386572		0.9972266082		1.1772898715

		0.6283185307		0.748391427		1.152032349		1.152032349

		0.7854		0.9003163162		1.2004217549		1.0203584916

		0.9424777961		1.0300724296		1.1612233153		0.9065754064

		1.0996		1.1344647412		1.0680718922		0.888008629

		1.2566370614		1.2109227658		0.9614589568		0.9614589568

		1.4137166941		1.2575638531		0.8794089394		1.0594722026

		1.5708		1.2732395447		0.8488263632		1.1034742721

		1.7278759595		1.2575638531		0.8794089394		1.0594722026

		1.8849555922		1.2109227658		0.9614589568		0.9614589568

		2.0420352248		1.1344647412		1.0680718922		0.888008629

		2.1991148575		1.0300724296		1.1612233153		0.9065754064

		2.3562		0.9003163162		1.2004217549		1.0203584916

		2.5132741229		0.748391427		1.152032349		1.152032349

		2.6703537556		0.5780386572		0.9972266082		1.1772898715

		2.8274333882		0.3934526572		0.7368101338		0.9914580427

		2.9845130209		0.199178547		0.3918580994		0.5719213627

		3.1416		1.55990746096084E-16		3.11981492192168E-16		4.67972238288252E-16





Sayfa1

		0		0		0

		0.1570796327		0.1570796327		0.1570796327

		0.3141592654		0.3141592654		0.3141592654

		0.471238898		0.471238898		0.471238898

		0.6283185307		0.6283185307		0.6283185307

		0.7853981634		0.7853981634		0.7853981634

		0.9424777961		0.9424777961		0.9424777961

		1.0995574288		1.0995574288		1.0995574288

		1.2566370614		1.2566370614		1.2566370614

		1.4137166941		1.4137166941		1.4137166941

		1.5707963268		1.5707963268		1.5707963268

		1.7278759595		1.7278759595		1.7278759595

		1.8849555922		1.8849555922		1.8849555922

		2.0420352248		2.0420352248		2.0420352248

		2.1991148575		2.1991148575		2.1991148575

		2.3561944902		2.3561944902		2.3561944902

		2.5132741229		2.5132741229		2.5132741229

		2.6703537556		2.6703537556		2.6703537556

		2.8274333882		2.8274333882		2.8274333882

		2.9845130209		2.9845130209		2.9845130209

		3.1415926536		3.1415926536		3.1415926536



0

0

0

0.199178547

0.3918580994
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0.3934526572

0.7368101338

0.9914580427

0.5780386572

0.9972266082

1.1772898715

0.748391427

1.152032349

1.152032349

0.9003163162

1.2004217549

1.0203584916

1.0300724296

1.1612233153

0.9065754064

1.1344647412

1.0680718922

0.888008629

1.2109227658

0.9614589568

0.9614589568

1.2575638531

0.8794089394

1.0594722026

1.2732395447

0.8488263632

1.1034742721

1.2575638531

0.8794089394

1.0594722026

1.2109227658

0.9614589568

0.9614589568

1.1344647412

1.0680718922

0.888008629

1.0300724296

1.1612233153

0.9065754064

0.9003163162

1.2004217549

1.0203584916

0.748391427

1.152032349

1.152032349

0.5780386572

0.9972266082

1.1772898715

0.3934526572

0.7368101338

0.9914580427

0.199178547

0.3918580994

0.5719213627

1.55990746096084E-16

3.11981492192168E-16

4.67972238288252E-16



Sayfa2

		0.0000		3.2898681337		0		-0.7101318663		0.2898681337		-0.1545763107

		0.1570796327		3.2898681337		0.024674011		-0.6608852287		0.2901712876		-0.105831612

		0.3141592654		3.2898681337		0.098696044		-0.5143579315		0.2946590629		0.033421173

		0.471238898		3.2898681337		0.222066099		-0.2741579631		0.3136272892		0.2441008603

		0.6283185307		3.2898681337		0.394784176		0.0538001562		0.3628171506		0.500158037

		0.7854		3.2898681337		0.6168502751		0.461441009		0.461441009		0.7757106895

		0.9424777961		3.2898681337		0.8882643961		0.9387271245		0.6297101302		1.0524019152

		1.0996		3.2898681337		1.2090265391		1.4739061347		0.8861208824		1.3250934783

		1.2566370614		3.2898681337		1.5791367042		2.0538001562		1.2447831618		1.6043462704

		1.4137166941		3.2898681337		1.9985948912		2.6641302735		1.7130737572		1.9148473127

		1.5708		3.2898681337		2.4674011003		3.2898681337		2.2898681337		2.2898681337

		1.7278759595		3.2898681337		2.9855553313		3.9156059939		2.9645494776		2.7627759221

		1.8849555922		3.2898681337		3.5530575844		4.5259361112		3.7169191168		3.3573560082

		2.0420352248		3.2898681337		4.1699078595		5.1058301327		4.5180448804		4.0790722845

		2.1991148575		3.2898681337		4.8361061565		5.6410091429		5.3319921485		4.9093003635

		2.3562		3.2898681337		5.5516524756		6.1182952584		6.1182952584		5.8040255779

		2.5132741229		3.2898681337		6.3165468167		6.5259361112		6.8349531056		6.6976122192

		2.6703537556		3.2898681337		7.1307891798		6.8538942304		7.4416794827		7.5112059116

		2.8274333882		3.2898681337		7.9943795649		7.0940941989		7.9031111933		8.1643490832

		2.9845130209		3.2898681337		8.907317972		7.2406214961		8.1916780124		8.587680912

		3.1416		3.2898681337		9.8696044011		7.2898681337		8.2898681337		8.7343125781





Sayfa2

		0		0		0		0		0

		0.1570796327		0.1570796327		0.1570796327		0.1570796327		0.1570796327

		0.3141592654		0.3141592654		0.3141592654		0.3141592654		0.3141592654

		0.471238898		0.471238898		0.471238898		0.471238898		0.471238898

		0.6283185307		0.6283185307		0.6283185307		0.6283185307		0.6283185307

		0.7853981634		0.7853981634		0.7853981634		0.7853981634		0.7853981634

		0.9424777961		0.9424777961		0.9424777961		0.9424777961		0.9424777961

		1.0995574288		1.0995574288		1.0995574288		1.0995574288		1.0995574288

		1.2566370614		1.2566370614		1.2566370614		1.2566370614		1.2566370614

		1.4137166941		1.4137166941		1.4137166941		1.4137166941		1.4137166941

		1.5707963268		1.5707963268		1.5707963268		1.5707963268		1.5707963268

		1.7278759595		1.7278759595		1.7278759595		1.7278759595		1.7278759595

		1.8849555922		1.8849555922		1.8849555922		1.8849555922		1.8849555922

		2.0420352248		2.0420352248		2.0420352248		2.0420352248		2.0420352248

		2.1991148575		2.1991148575		2.1991148575		2.1991148575		2.1991148575

		2.3561944902		2.3561944902		2.3561944902		2.3561944902		2.3561944902

		2.5132741229		2.5132741229		2.5132741229		2.5132741229		2.5132741229

		2.6703537556		2.6703537556		2.6703537556		2.6703537556		2.6703537556

		2.8274333882		2.8274333882		2.8274333882		2.8274333882		2.8274333882

		2.9845130209		2.9845130209		2.9845130209		2.9845130209		2.9845130209

		3.1415926536		3.1415926536		3.1415926536		3.1415926536		3.1415926536



3.2898681337

0

-0.7101318663

0.2898681337

-0.1545763107

3.2898681337

0.024674011

-0.6608852287

0.2901712876

-0.105831612

3.2898681337

0.098696044

-0.5143579315

0.2946590629

0.033421173

3.2898681337

0.222066099

-0.2741579631

0.3136272892

0.2441008603

3.2898681337

0.394784176

0.0538001562

0.3628171506

0.500158037

3.2898681337

0.6168502751

0.461441009

0.461441009

0.7757106895

3.2898681337

0.8882643961

0.9387271245

0.6297101302

1.0524019152

3.2898681337

1.2090265391

1.4739061347

0.8861208824

1.3250934783

3.2898681337

1.5791367042

2.0538001562

1.2447831618

1.6043462704

3.2898681337

1.9985948912

2.6641302735

1.7130737572

1.9148473127

3.2898681337

2.4674011003

3.2898681337

2.2898681337

2.2898681337

3.2898681337

2.9855553313

3.9156059939

2.9645494776

2.7627759221

3.2898681337

3.5530575844

4.5259361112

3.7169191168

3.3573560082

3.2898681337

4.1699078595

5.1058301327

4.5180448804

4.0790722845

3.2898681337

4.8361061565

5.6410091429

5.3319921485

4.9093003635

3.2898681337

5.5516524756

6.1182952584

6.1182952584

5.8040255779

3.2898681337

6.3165468167

6.5259361112

6.8349531056

6.6976122192

3.2898681337

7.1307891798

6.8538942304

7.4416794827

7.5112059116

3.2898681337

7.9943795649

7.0940941989

7.9031111933

8.1643490832

3.2898681337

8.907317972

7.2406214961

8.1916780124

8.587680912

3.2898681337

9.8696044011

7.2898681337

8.2898681337

8.7343125781



Sayfa3

		0.0000		0		3.2898681337		-0.7101318663		-0.7101318663		0.2898681337

		0.1570796327		0.1817536437		3.2898681337		-0.6608852287		-0.3480162986		0.6030402177

		0.3141592654		0.4128553094		3.2898681337		-0.5143579315		0.1036760573		0.9126930516

		0.471238898		0.6933049971		3.2898681337		-0.2741579631		0.6338230364		1.2216082887

		0.6283185307		1.0231027068		3.2898681337		0.0538001562		1.2293706608		1.5383876552

		0.7854		1.4022484385		3.2898681337		0.461441009		1.8756545713		1.8756545713

		0.9424777961		1.8307421922		3.2898681337		0.9387271245		2.5567611133		2.2477441189

		1.0996		2.3085839679		3.2898681337		1.4739061347		3.2559191831		2.6681339308

		1.2566370614		2.8357737656		3.2898681337		2.0538001562		3.9559131888		3.1468961944

		1.4137166941		3.4123115853		3.2898681337		2.6641302735		4.6395069547		3.6884504384

		1.5708		4.0381974271		3.2898681337		3.2898681337		5.2898681337		4.2898681337

		1.7278759595		4.7134312908		3.2898681337		3.9156059939		5.890982675		4.9399261588

		1.8849555922		5.4380131765		3.2898681337		4.5259361112		6.4280491438		5.6190321494

		2.0420352248		6.2119430843		3.2898681337		5.1058301327		6.887843181		6.3000579287

		2.1991148575		7.035221014		3.2898681337		5.6410091429		7.2590431316		6.9500261372

		2.3562		7.9078469658		3.2898681337		6.1182952584		7.5325088208		7.5325088208

		2.5132741229		8.8298209396		3.2898681337		6.5259361112		7.7015066158		8.0105236102

		2.6703537556		9.8011429353		3.2898681337		6.8538942304		7.7618752299		8.3496604822

		2.8274333882		10.8218129531		3.2898681337		7.0940941989		7.7121281876		8.521145182

		2.9845130209		11.8918309929		3.2898681337		7.2406214961		7.5534904262		8.5045469425

		3.1416		13.0111970547		3.2898681337		7.2898681337		7.2898681337		8.2898681337





Sayfa3

		0		0		0		0		0

		0.1570796327		0.1570796327		0.1570796327		0.1570796327		0.1570796327

		0.3141592654		0.3141592654		0.3141592654		0.3141592654		0.3141592654

		0.471238898		0.471238898		0.471238898		0.471238898		0.471238898

		0.6283185307		0.6283185307		0.6283185307		0.6283185307		0.6283185307

		0.7853981634		0.7853981634		0.7853981634		0.7853981634		0.7853981634

		0.9424777961		0.9424777961		0.9424777961		0.9424777961		0.9424777961

		1.0995574288		1.0995574288		1.0995574288		1.0995574288		1.0995574288

		1.2566370614		1.2566370614		1.2566370614		1.2566370614		1.2566370614

		1.4137166941		1.4137166941		1.4137166941		1.4137166941		1.4137166941

		1.5707963268		1.5707963268		1.5707963268		1.5707963268		1.5707963268

		1.7278759595		1.7278759595		1.7278759595		1.7278759595		1.7278759595

		1.8849555922		1.8849555922		1.8849555922		1.8849555922		1.8849555922

		2.0420352248		2.0420352248		2.0420352248		2.0420352248		2.0420352248

		2.1991148575		2.1991148575		2.1991148575		2.1991148575		2.1991148575

		2.3561944902		2.3561944902		2.3561944902		2.3561944902		2.3561944902

		2.5132741229		2.5132741229		2.5132741229		2.5132741229		2.5132741229

		2.6703537556		2.6703537556		2.6703537556		2.6703537556		2.6703537556

		2.8274333882		2.8274333882		2.8274333882		2.8274333882		2.8274333882

		2.9845130209		2.9845130209		2.9845130209		2.9845130209		2.9845130209

		3.1415926536		3.1415926536		3.1415926536		3.1415926536		3.1415926536
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-0.2741579631

0.6338230364

1.2216082887

1.0231027068

3.2898681337

0.0538001562

1.2293706608

1.5383876552

1.4022484385

3.2898681337

0.461441009

1.8756545713

1.8756545713

1.8307421922

3.2898681337

0.9387271245

2.5567611133

2.2477441189

2.3085839679

3.2898681337

1.4739061347

3.2559191831

2.6681339308

2.8357737656

3.2898681337

2.0538001562

3.9559131888

3.1468961944

3.4123115853

3.2898681337

2.6641302735

4.6395069547

3.6884504384

4.0381974271

3.2898681337

3.2898681337

5.2898681337

4.2898681337

4.7134312908

3.2898681337

3.9156059939

5.890982675

4.9399261588

5.4380131765

3.2898681337

4.5259361112

6.4280491438

5.6190321494

6.2119430843

3.2898681337

5.1058301327

6.887843181

6.3000579287

7.035221014

3.2898681337

5.6410091429

7.2590431316

6.9500261372

7.9078469658

3.2898681337

6.1182952584

7.5325088208

7.5325088208

8.8298209396

3.2898681337

6.5259361112

7.7015066158

8.0105236102

9.8011429353

3.2898681337

6.8538942304

7.7618752299

8.3496604822

10.8218129531

3.2898681337

7.0940941989

7.7121281876

8.521145182

11.8918309929

3.2898681337

7.2406214961

7.5534904262

8.5045469425

13.0111970547

3.2898681337

7.2898681337

7.2898681337

8.2898681337



Sayfa4

		2		0		0.5		0.0947152654

		2.10		0.10		0.5		0.1145513122

		2.20		0.20		0.5		0.1721177622

		2.3		0.3		0.5		0.26177961

		2.4		0.40		0.5		0.3747601295

		2.5		0.50		0.5		0.5

		2.60		0.6		0.5		0.6252398705

		2.70		0.70		0.5		0.73822039

		2.8		0.80		0.5		0.8278822378

		2.9		0.9		0.5		0.8854486878

		3		1.00		0.5		0.9052847346

		3		1		0.5		0.9052847346

		3.1		0.90		0.5		0.8854486878

		3.2		0.8		0.5		0.8278822378

		3.3		0.7		0.5		0.73822039

		3.40		0.60		0.5		0.6252398705

		3.5		0.5		0.5		0.5

		3.6		0.4		0.5		0.3747601295

		3.7		0.30		0.5		0.26177961

		3.8		0.2		0.5		0.1721177622

		3.90		0.1		0.5		0.1145513122

		4		0.00		0.5		0.0947152654
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