3.İKİNCİ MERTEBEDEN  KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEMLER:
3.1 GİRİŞ:

Bu bölümde ikinci mertebeden KDD leri ele alacağız. Amacımız önceki bölümde birinci mertebeden denklemler için incelediğimiz CAUCHY PROBLEMİ ni ikinci mertebeden denklemlere uygulamak olacak. Ancak kısa bir çalışmadan sonra göreceğiz ki ikinci (ve daha yüksek mertebeli) denklemler halinde bu problemin uygulanması büyük zorluklar içermektedir. Bu nedenle çalışmamızı iki serbest değişkenli, sabit katsayılı, lineer tek denklem ile sınırlayacağız. Aslında bu sınırlama yalnız bu kitapta değil, fakat dünya literatüründe bu konuda yazılmış kitapların hemen hepsinde karşımıza çıkmaktadır. Diğer sözlerle bu gün elimizde bulunan KDD teorisi, ana hatları ile, bu sınırlar içinde kalmaktadır. 
Aşağıdaki çalışmamızda önce çok basit bir KDD örneği için CAUCHY PROBLEMİ ni çeşitli yönlerden inceleyeceğiz. Sonra genel teoriyi ele alacağız.  
3.2 CAUCHY PROBLEMİNİN BASİT BİR HALİ:
Konuyu anlayabilmek için önce iyi bilinen çok basit bir örnek seçelim ve onun üzeride çalışalım.

Serbest değişkenleri x-(yer) ve t-(zaman) cinsinden verilmiş basit bir denklem seçelim:

( 2u/( t2 – k2( 2u/( x2 = 0                                                       (3.1)

Bu denklemi:

(( u/( t + k( u/( x) (( u/( t – k( u/( x)  = 0   veya  (( /( t + k( /( x) (( /( t – k( /( x) u = 0

biçiminde yazabileceğimiz açıktır. Hatta:
( = x + kt,  ( =x – kt                                                            (3.2)

dönüşümünü uygularsak denklemimiz daha da basit bir hale gelecektir.

( 2u/(((( = 0                                                                 (3.3)

Bu denklemi sağlayacak bütün u = u(x,y) = u((,() fonksiyonlarını kolaylıkla yazabiliriz. Gerçekten de: (((), ((() türetilebilir keyfi fonksiyonlar ise,  
u((,() = ((() + ((()   veya   u(x,t) = ((x+kt) + ((x-kt)                          (3.4)

biçiminde yazılabilen bütün fonksiyonlar (3.1) denklemini sağlarlar. 
Böylece (3.1) denklemini sağlayan sınırsız sayıda çözüm elde ettik. Daha ileri gitmeden ((,()( (x,t) dönüşümünü de kısaca kontrol edelim:

( (( ,()/( (x,y) = (( ( /( x    ( ( /( (    = ( 1      k(  = -2k

                (( (/( x    ( (/( t(       (  1     -k(
Görülüyor ki k = 0 olmadıkça bu dönüşüm mümkündür ve birebirdir.
Şimdi şu soruyu sorabiliriz. (3.1) denklemi için bulduğumuz sınırsız sayıda çözüm fonksiyonundan bir tekini belirlemek için nasıl bir yol izlemeliyiz?

Burada bir tek çözüm  arama ihtiyacı, birinci bölümde verdiğimiz örneklerden de anlaşılacağı gibi, daha çok mühendislik ve fizik problemlerini çözmek istediğimizde ortaya çıkmaktadır. Genel olarak KDD Teorisi de bu çizgide gelişme göstermektedir.

 Bu sorunun cevabı tek değildir. Bu cevaplardan bazılarını aşağıda kısaca inceleyeceğiz.
1. Kabul edelim ki u, u(x,t) nin tanımlı ve türetilebilir olduğu bir B bölgesi ve bu bölge içinde kapalı olmayan ve kendisi ile kesişmeyen bir C eğrisi verilmiştir. Kolaylık olması için bu C eğrisinin denklemini t = 0 olarak seçelim.

PROBLEM:   B bölgesi içinde:
( 2u/( t2 – k2( 2u/( x2 = 0                                  (3.5a)
denklemini ve C eğrisi üzerinde:

(t = 0 da:)          u(x,0) = f(x),   ( u(x,0)/( t = g(x)                     (3.5b)
şartlarını sağlayan bir u = u(x,t) fonksiyonu var mı? Eğer varsa tek mi?

ÇÖZÜM:     (3.5a) denklemini sağlayan sınırsız sayıda fonksiyonu belirleyen
u(x,y) = ((x+kt) + ((x-kt)

ifadesini zaten belirlemiştik. Şimdi bu biçimsel çözüme (3.5b) şartlarını uygulayalım.

u(x,0) = ((x) + ((x) =  f(x)                                    (3.6a)

( u(x,0)/( t = k(’(x) – k(’(x) = g(x)                                    (3.6b)

İkinci ifadenin bulunuşunda:

( ( /( t = (( ( /( ()(( ( /( t) = k(’  ,  ( ( /( t = (( ( /( ()(( ( /( t) = - k(’ 

yazıldığına v(‘) işaretinin ( =x + kt,  ( = x – kt  ye göre türevi ifade ettiğine dikkat edilmelidir.

Böylece bulduğumuz (3.6b), yani

(’(x) – (’(x) = g(x)/k

bağıntısını t = 0 boyunca, x0 dan x- e kadar entegre edersek:

((x) – ((x) =(1/k) ((x0 ( x)  g(()d(                                       (3.7)
elde ederiz. (3.6) ve (3.9) denklemlerini taraf tarafa toplayarak ve çıkararak:

2((x) = f(x) + (1/k) ((x0 ( x)  g(()d( ,      2((x) = f(x) - (1/k) ((x0 ( x)  g(()d(      (3.8) 

bulunur. Bunlar u(x,t) ve ( u(x,t)/( t  fonksiyonlarının t = 0 da yani C eğrisi üzerinde aldıkları değerlerdir. B bölgesinde, u(x,t) fonksiyonunun C nin dışındaki değerleri (3.4) bağıntısı ile belirlendiğine göre, artık hem C üzerinde hem de bütün B bölgesinde geçerli olacak u(x,t) çözüm fonksiyonunu yazabiliriz. Bunun için (3.4) ve (3.8) bağıntılarını birleştirmemiz yeterlidir. Bunu yaparken bir entegrasyon özelliği olan
( [(x-kt)(x0] +  ([x0((x+kt)]   =    ([(x-kt )( (x+kt)]
bağıntısını kullanacağız. Böylece CAUCHY PROBLEMİ nin çözümü, bu çok basit problem için,
u(x,t) = (1/2)[f(x+kt) + f(x-kt)] +   (1/2k) ([(x-kt )( (x+kt)]  g(()d(                (3.9)

biçiminde elde edilmiş oldu. Daha ileri gitmezden önce bu çözümü yorumlayabilmek için basit bir özel hali inceleyelim.

ÖRNEK:    B bölgesi  [ t(0,    -( ( x ( ( ],   içinde:
( 2u/( t2 – k2( 2u/( x2 = 0

denklemi ve C eğrisi üzerinde:

(t = 0 da:)          u(x,0) = Sinx,   ( u(x,0)/( t = 0

şartları verilmiş olsun.

Verilenleri (3.9) Çözüm Fonksiyonunda yerine koyarak hemen:

u(x,t) = (1/2)[Sin(x+kt) + Sin(x-kt)]

elde ederiz. Bu ifadeyi, trigonometrik özdeşlikler kullanarak basitleştirebiliriz:

u(x,t) = SinxCoskt

Kolayca görüleceği gibi bu özel problem Bölüm 1.4A da incelediğimiz “Mükemmel Elastik Yayın Düzlemsel Hareketi” için bulduğumuz matematik modelle uyuşmaktadır. Aradaki tek fark (1.4A) daki incelememizde yayın bağlı olduğu noktalarda hareketin olmadığını belirtmiş fakat yayın t = 0 daki biçimini şart olarak koşmamıştık. Buradaki çalışmamızda ise yayın t = 0 daki biçimini keyfi bir fonksiyon olan f(x) le gösteriyoruz. Tabii Çözüm Bölgemizin iki ucunu belirleyen  x  = -(  ve x = (  değerleri için f(x) = 0 olması gerekmektedir. Bu da zaten bu örnekte sağlanmaktadır.
Şimdi bazı sayısal örnekler için bu çözümün grafiklerini çizelim.
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2. Kabul edelim ki, Yukarıdaki problemden farklı olarak, x- sınırlanmış olsun. Örneğin x-, -L( x ( L arasında değişsin.

Bu durumda, doğal olarak, x = ( L de u(x,t) için ek koşullar koymamız gerekecek ve problemimizin tanım bölgesi:
t > 0 için B: -L( x ( L     ve     t < 0 için  BI: -L( x ( L  
biçiminde ortaya çıkacaktır.

Doğal olarak bu problemde x = ( L için koşulacak şartlar problemin karakterini temelden değiştirecektir. Ancak yukarıdaki örnek problemden esinlenerek basit bir örnek bulabiliriz. Bu da f(x) ve g(x) fonksiyonlarını 2L periodlu fonksiyonlar olarak seçmektir. Öyle ki:
f(x) = f(-x),     f(x) = f(x+2nL);           g(x) = g(-x),   g(x) = g(x+2nx)
olsun. 

Açıkça görülüyor ki fp(x) ve gp(x) yukarıdaki  şartları sağlayacak şekilde seçilmiş fonksiyonlar ise bu yeni problem önceki biçime indirgenmiş olur. Yani:

  B bölgesi içinde:
( 2u/( t2 – k2( 2u/( x2 = 0

denklemini ve C eğrisi üzerinde:

(t = 0 da:)          u(x,0) = fp(x),   ( u(x,0)/( t = gp(x)

probleminin çözümü:

u(x,t) = (1/2)[fp(x+kt) + fp(x-kt)] +   (1/2k) ([(x-kt )( (x+kt)]  gp(()d(          (3.10)
olacaktır.

ÖRNEK:    B bölgesi  [ t(0,    -( ( x ( ( ],   içinde:
( 2u/( t2 – k2( 2u/( x2 = 0

denklemi ve C eğrisi üzerinde:

(t = 0 da:)          u(x,0) = Sin((x/L),   ( u(x,0)/( t = 0

şartlarını sağlayan u(x,t) fonksiyonu,(3.10) çözüm fonksiyonu denklemi doğrudan kullanılarak:

u(x,t) = (1/2){Sin[(x+kt)(/L] + Sin[(x-kt)(/L]}

biçiminde elde edilir.

3.2 CAUCHY PROBLEMİNE BAŞKA BİR YAKLAŞIM:

Yukarıdaki problemi bir az değiştirerek yeniden ele alalım. Bu defa denklemin sağ tarafı sıfır olmasın. Buna göre problemimiz:
“B bölgesi içinde:
( 2u/( t2 – k2( 2u/( x2 = H*(x,t)                                (311a)

denklemini ve C eğrisi üzerinde:

(t = 0 da:)          u(x,0) = f(x),   ( u(x,0)/( t = g*(x)                     (3.11b)

            şartlarını sağlayan u(x,t) fonksiyonunu bulunuz.”

biçimine girdi. Burada H*(x,t) ve g*(x) sürekli, türetilebilir ve keyfi fonksiyonlardır.
Çözüm işlemine sadece yazılım basitliği sağlayan önemsiz bir koordinat dönüşümü ile başlayalım ve

y = kt

dönüşümü ile problemimizi: 

“B bölgesi içinde:
( 2u/( y2 – ( 2u/( x2 = H(x,t)                                (312a)

denklemini ve C eğrisi üzerinde:

(y = 0 da:)          u(x,0) = f(x),   ( u(x,0)/( y = g(x)                     (3.12b)

            şartlarını sağlayan u(x,t) fonksiyonunu bulunuz.”

biçiminde ifade edelim.Yukarıdaki değişken dönüşümü problemimizi (x,y) düzlemine taşıdı. İlk şartlar y = 0 üzerinde verildiğine göre, genelliği hiç zedelemeden, çözüm bölgesini y>o bölgesi olarak seçebiliriz.

Öte yandan bu denklem için, önceki paragrafta, kullandığımız değişken dönüşümünün burada

( = x +kt = x + y     ve    ( = x – kt = x – y

biçimini alacağını düşünür ve bu doğruların çözüm bölgesinin her P0(x0 , y0) noktasından geçtiğini hatırlarsak, bunların x-eksenini kestiği noktalar P1(x0 – y0 , 0) ve P1(x0 + y0 , 0) olacağına göre  P0P1P2  üçgeni çözüm bölgemizin içinde bir parçayı oluşturmaktadır. Şimdi bir şekil çizerek bu üçgen içinde ve etrafında (3.12) denklemimizi irdeleyelim. Üçgenin alanımı A ile ve çevresini ise e ile gösterelim. ( e = P0P1 + P1P2 + P2P0) olacaktır.

Şimdi şekilde görülen A alanı üzerinde (3.12a) denklemini entegre edelim.

((A  {( 2u/( y2 – ( 2u/( x2} =  ((A  { H(x,y) }                                     (3.13)

Bu denklemin sol tarafına GREEN TEOREMİ ni uygulayalım ve yüzeysel entegralden çizgisel entegrale geçelim.

((A  {( 2u/( y2 – ( 2u/( x2} = ( e{(( u/( x)dy + (( u/( y)dx}
Şimdi e üzerindeki çizgisel entegralin üç parçasını ayrı ayrı ele alalım.

P0P1: Bu doğru üzerinde x + y = st. ( dx = -dy
 (  e {(( u/( x)dy + (( u/( y)dx}  = ( e{( -( u/( x)dx - (( u/( y)dy}
                                                                         = ( e{-du} = u(x0+y0 , 0) – u(x0 ,y0)  
P0P2: Bu doğru üzerinde x - y = st. ( dx = dy

 (  e {(( u/( x)dy + (( u/( y)dx}  = ( e{( ( u/( x)dx + (( u/( y)dy}
                                                                         = ( e{du} =  u(x0 ,y0) - u(x0 - y0 , 0) 

P1P2: Bu doğru üzerinde  y = 0 ( dy = 0

 (  e {(( u/( x)dy + (( u/( y)dx}  = ( e{ (( u/( y)dx}
 Bulduklarımızı birleştirir ve (3.13) te  yerine götürürsek:

2u(x0 , y0) = { u(x0+y0 , 0) +  u(x0 - y0 , 0)} + ( e{ (( u/( y)dx} -  ((A  { H(x,y) }             (3.14)

ifadesini elde ederiz.  Bu ifadenin sağındaki ikinci terim P1P2  (yani y = 0) için yazıldığına göre, yukarıdaki (3.12b) ilk şartımızdan başka bir şey değildir. Ayrıca B bölgesi içinde seçtiğimiz P0(x0 , y0) noktasının herhangi bir özelliği yoktur; yani rasgele seçtiğimiz bu    P0(x0 , y0) noktası B bölgesi içindeki her P(x,y) noktasını temsil etmektedir.   O halde artık problemimizin çözümünü:
2u(x, y) = { u(x+y , 0) +  u(x - y , 0)} + ([(x-y)((x+y){g(()d(  -  ((A  { H(x,y) }             (3.15)

veya x-,t- cinsinden

2u(x, t) = { u(x+kt , 0) +  u(x - kt , 0)} + ([(x-kt)((x+kt){g*(()}d(  -  ((A  { H*(x,t) }           (3.16)

olarak ifade edebiliriz. Basit bir örnek yapalım.
ÖRNEK:    B bölgesi   t(0,    içinde
( 2u/( t2 – k2( 2u/( x2 = 1

denklemini ve C eğrisi üzerinde:

(t = 0 da:)          u(x,0) =f(x) = Sinx,   ( u(x,0)/( t = g*(x) = x

şartlarını sağlayan u(x,t) fonksiyonunu bulunuz.

Çözüm için (3.16) denklemini doğrudan uygulayacağız.

2u(x, t) = { Sin(x+kt } + Sin(x-kt)} + ([(x-kt)((x+kt){(}d(  -  ((A  {1 }

İlk entegrasyondan: (1/2)[x+kt)2 – (x-kt)2] = 2xkt

İkinci entegrasyondan: ((A  {1 } = ( (o(y){((y+x0-y0 ( -y+x0+y0)[1]dx}dy =- y2
olarak bulunur ve yerine konursa sonuç:

2u(x, t) = { Sin(x+kt } + Sin(x-kt)} + kxt –y2
biçiminde elde edilir.

3.3 CAUCHY PROBLEMİ ve KARAKTERİSTİK DOĞRULTULAR (I):
Yukarıda çok basit bir KDD için birbirinden çok farklı düşüncelere dayanan iki ayrı yöntem kullanarak CAUCHY PROBLEMİ nin çözümlerini elde ettik. Bütün farklılıklarına rağmen bu yöntemlerin ikisinde de, örnek aldığımız 

( 2u/( t2 – k2( 2u/( x2 = 0  veya ( 0

denklemi için (x+kt) ve (x-kt) doğrultularının çözümün bulunmasında çok önemli bir rol oynadığını gördük. Acaba bu durum yalnızca bu denkleme ve bu doğrultulara özgü bir tesadüfün mü sonucudur? Yoksa KDD lere ilişkin genel bir ortak özelliğin bir özel hali midir.

Şimdi bu soruya ikinci mertebeden KDD ler için bir cevap bulmaya çalışacağız.

Dikkat edilirse özel problemimizdeki (x+kt) ve (x-kt) doğrultuları, ilk çalışmamızda (x,t)(((,() dönüşümü sonucunda ortaya çıkmıştı. İkinci çalışmamızda bu doğrultuları çözüm bölgemizi belirlemek için biz seçmiştik ama aslında bu da (x,t) düzleminden, [(x+kt), (x-kt)] düzlemine üstü örtülü bir dönüşüm yapmak anlamına gelmişti. Şu halde sormamız gereken soru şudur. “Bir KDD, (x,y) düzleminden başka bir düzleme transfer edilirse yeni biçimi nasıl olur?, Bu dönüşümün CAUCHY PROBLEMİ üzerindeki etkisi nedir?”

 İki serbest değişkenli (x-,y-), ikinci mertebeden, lineer bir KDD alalım.
A(x,y)( 2u/( x2 + 2B(x,y)( 2u/( x( t + C(x,y)( 2u/( y2 = F(x,y,u,( u/( x,( u/( y)           (3.17a)

Burada A,B,C,F fonksiyonları tanımlı ve türetilebilir fonksiyonlardır. B fonksiyonunun başındaki 2 çarpanı sadece ifadelerin simetrik yazılabilmesi için konmuştur, önemsizdir.

Basit bağımlı bir B bölgesi tanımlanmıştır ve bu bölgede (3.17) denklemini sağlayan u(x,y) fonksiyonları aranmaktadır. Doğal olarak bu u(x,y) fonksiyonları birden fazla olabilir. Bunlardan birini (ve yalnız birini) öbürleri arasından seçebilmek için probleme yeni şartlar ekliyoruz.

Şöyle ki B bölgesi içinde verilmiş basit bağımlı bir C (( = st.) eğrisi boyunca

· Çözüm fonksiyonu u(x,y) nun değerleri 
· u(x,y) nun, C ye normal, (- doğrultusundaki birinci türevinin değerleri

verilmiş olsun. Yani (3.17a) denklemini ve

( = st.   için,   u(x,y) = f(x,y), ( u(x,y)/( t = g(x,y)                                     (3.17b)

şartlarını sağlayan u(x,y) fonksiyonunu arıyoruz.

Şimdi bir şekil çizelim:


[image: image4]
Şekildeki gibi, C eğrisi (( = st. eğrisi) üzerinde bir N(x0 ,y0 ) noktasının sonsuz küçük civarında, ve bu noktadan geçen ( -  eğrisini düşünelim. N den d( kadar uzaktaki P(x,y) noktasının koordinatları, doğal olarak:
x = x0 + dx,   y = y0 + dy   ve    d( 2 = dx2 + dy2                                   (3.18)
biçiminde belirlenmiş olacaktır.

C eğrisinin ((x,y) = st biçimindeki denklemini ve C  üzerindeki u(x,y) değerlerini bildiğimize göre, N(x0 , y0) noktası civarında u(x,y) fonksiyonunun TAYLOR SERİSİ ne açıldığını ve ilerleme yönünün de ( = st. eğrisine normal doğrultu olarak seçildiğini düşünelim.
Şimdilik yalnızca birinci mertebeden terimleri alarak bu seriyi

uP(x,y) = uN(x0 , y0) +  ((x/1!)(( u/( x)N + ((y/1!)(( u/( y)N + ……
biçiminde yazabiliriz. Genel olarak buradan (x = x – x0 , (y = y – y0 sonsuz küçük kalmak şartı ile uP değerini hemen hesaplayabileceğimiz açıktır. Eğer bunu yapabilirsek C üzerindeki bütün diğer N noktaları için de tekrarlayabiliriz ve P den geçen bir C’ eğrisi elde ederiz. Böylece bulduğumuz C’ üzerinde bütün u(x,y) değerlerini bildiğimize göre C için yaptıklarımızı C’ için de tekrarlayarak ve bu işlemi sınırsız defa yeniden yaparak bütün B bölgesinde u(x,y) değerlerini elde edebiliriz. 
 Ancak unutmayalım ki N noktasını C eğrisi üzerinde seçtik ve (- doğrultusunu da C nin N noktasından geçen normali olarak kabul ettik. C eğrisi keyfi olduğuna göre, acaba üzerindeki her N noktası için, (3.17a) her (x,y) noktasında farklı katsayılara sahip olacağına göre, (3.20) denklemini yazabileceğimiz bir (- doğrultusu bulunabilir mi? Şu halde hem verilen C: ((x,y)=st. eğrisine ve hem de seçtiğimiz N(x,y) noktasında (3.17a) denkleminin alacağı biçime göre bu soruya bir cevap bulmamız gerekiyor. Dikkat edilirse aslında burada (x,y) den (- ye bir dönüşüm söz konusudur. Şu halde (3.17a) denklemini (x,y) düzleminde bulunan bir eğrisel koordinat sistemi (( ( ( , ( ( () ne dönüştürerek bu araştırmayı yapabiliriz.
Kabul edelim ki C eğrisi üzerindeki uzunluklar ( ile göstereceğimiz bir parametre ile ölçülmektedir ve tanım gereği N noktası civarında ((( olacaktır. Yani N civarında ( ve ( bir dikgen koordinat sistemi gibi düşünülebilir. Bu yeni koordinat sisteminde C eğrisi parametrik olarak:
x = x(( ) , y = y(( )

 olarak yazılabilir ve C üzerinde verilmiş
( = st.   için,   u(x,y) = f(x,y), ( u(x,y)/( t = g(x,y)

biçimindeki şartımız ise:

( = st.   için,   u(( ) = f(( ), ( u(( )/( t = g(( )

biçimini alacaktır. Bunları şöyle de ifade edebiliriz:

du/d( = (( u/( x)(( x/(( ) + (( u/( y)(( y/(( ) = df /d(
du/d( = (( u/( x)(( x/(( ) + (( u/( y)(( y/(( ) = g(()
Halbuki  (((  olduğundan  dy/dx = -d( /d( dir; bunu ikinci ifadede iki defa kullanırsak:

du/d( =- (( u/( x)(( y/(( ) + (( u/( y)(( x/(( ) = g(( )
olacaktır. Şimdi artık
   (( u/( x)(( x/(( ) + (( u/( y)(( y/(( ) = df/d(
- (( u/( x)(( y/(( ) + (( u/( y)(( x/(( ) = g(( )

sisteminden   (( u/( x) ve   (( u/( y) değerlerini çözmek istiyoruz. Aslında x = x(( ),  y = y(()
olduğuna göre bu denklem sisteminin katsayılar determinantı:
(( x/(( )2 + (( y/(( )2 = (dx/d( )2 + (dy/d( )2  

olarak verilmiştir. Açıkça görüldüğü gibi bu ifade x (  y ( 0 olmadıkça sıfır olamaz. O halde

birinci mertebeden türevlerin her N( C için bu yolla hesaplanması mümkündür.
 Şimdi ikinci mertebeden türevleri de kontrol etmeliyiz. Bu amaçla ( u/( x  ve  ( u/( y büyüklüklerini ( ye göre türetelim.
(d/d( )(( u/( x) = (( 2u/( x2)(dx/d( ) + (( 2u/( x( y)(dy/d( )

(d/d( )(( u/( y) = (( 2u/( x( y)(dx/d( ) + (( 2u/( y2)(dy/d( )

Şimdi bu iki denkleme ek olarak

A(x,y)( 2u/( x2 + 2B(x,y)( 2u/( x( t + C(x,y)( 2u/( y2 = F(x,y,u,( u/( x,( u/( y)           

Denklemini kullanırsak bu defa ( 2u/( x2 ,  ( 2u/( y2   ve  ( 2u/( x( y  bilinmeyenleri için üç denklemli bir lineer cebirsel denklem sistemi elde etmiş olduk. Hemen gösterilebilir ki bu sistemin katsayılar determinantının değeri:
A(x,y)(dy/d( )2 -2B(x,y)( dy/d()(dx/d( ) + C(x,y)(dx/d( )2 

biçiminde verilmiştir ve sistemin çözüm kabul etmesi için, seçtiğimiz N noktasında sıfırdan farklı olmalıdır. Bu ifadeyi basitleştirmek için

 (dy/d( )(d( /dx) = dy/dx
olduğuna dikkat eder ve sonucu sıfıra eşitlersek:
A(x,y)(dy/dx)2 -2B(x,y)( dy/dx) + C(x,y) = 0

ifadesini elde ederiz. Bu denklem C eğrisi üzerindeki her  noktada farklı katsayılara sahip olacağından, her nokta için ayrıca çözülmelidir. Ele aldığımız N noktasında denklemin gerçel kökleri olduğunda bu sistemden ( 2u/( x2 ,  ( 2u/( y2   ve  ( 2u/( x( y  değerleri çözülemez. Bu şekilde belirlediğimiz bu 
( = (dy/dx)                                                            (3.19)
doğrultularına, daha önce de söylediğimiz gibi, KARAKTERİSTİK DOĞRULTULAR diyoruz.

Dikkat edilirse ( ,  N(x0 , y0) noktasından geçerek P(x,y) noktasına uzanan sonsuz küçük doğru parçası d( nin eğimini de göstermektedir. Dolayısı ile gerçel ( değeri halinde n noktasından p noktasına gitmemizi sağlayacak hesap yapılamaz. Çünkü bu doğrultudaki        [( 2u/( x2 ,  ( 2u/( y2   ve  ( 2u/( x( y] değerleri belirlenemez.   
Üçüncü ve daha yüksek mertebeden türevler de benzer yöntem tekrar tekrar kullanılarak hesaplanabilir ve sonuçta C’ eğrisini oluşturan, ve ( = (dy/dx) doğrultusunda bulunmayan bütün P noktaları için u = u(x,y) değerleri TAYLOR SERİSİ nin genel hali
u(x,y) = ((n=0(()((k=0((){[1/n!(n-k)!][(  n /( x k( y (n-k)u(x0 , y0)][(x – x0)k(y – y0)(n-k)]}    (3.20)
kullanılarak hesaplanabilir.
Karakteristik doğrultular için doğrudan bir (x,y) ( (( ( ( , ( ( () dönüşümü yaparak da ayni sonuca gidebilirdik. Ancak bu işlemi bir sonraki paragrafa bırakacağız ve burada daha basit fakat daha etkili bir yöntem kullanarak karakteristik doğrultuların nasıl hesaplanacağı   sorusuna cevap bulmaya çalışacağız.
Bu amaçla bir temel teoremi, ispatsız olarak, vereceğiz ve kullanacağız.
TEOREM: Sanki-lineer bir KDD veya KDDS birinci mertebeden sanki-lineer bir KDDS ye dönüştürülebilir.

Şimdi bazı örnek KDD ler seçelim ve hem bu teoremi uygulayalım ve hem de yukarıda karşılaştığımız (- doğrultusunu bu örnekler için bulmaya çalışalım.

1. Seçtiğimiz N noktasında A = C = 1, B = F = 0 olsun:

( 2u/( x2 + ( 2u/( y2 = 0                                                 (3.21)
Önce birinci mertebeye indirgeme işlemini yapalım.

( u/( x = p 

( u/( y = q  

            ( p/( x + ( q/( y =0

Görüldüğü gibi (3.21) denkleminin yerine geçmek üzere üç bilinmeyen (u, p, q) fonksiyonlu ve üç denklemli birinci mertebeden bir sistem elde ettik. Buradaki ilk iki denklemi birleştirerek sistemi iki denklemli hale de getirebiliriz.

( p/( y - ( q/( x = 0

( p/( x + ( q/( y =0 

Şimdi yukarıdaki problemimize geri dönelim ve bu denklem için  yukarıdaki gibi bir (- doğrultusunu bulmaya çalışalım. Bu amaçla denklem sistemimizi (- doğrultusuna taşıyalım:

((( /( y)(( p/(( ) - ((( /( x)(( q/(( ) = 0

((( /( x)(( p/(( ) + ((( /( y)(( q/(( ) = 0

elde ettik. Amacımız (( p/(( ), (( q/(( ) değerlerini bulmak olduğuna göre bu denklem sistemini, (( p/(( ), (( q/(( ) bilinmeyenlerini hesaplamak üzere, C eğrisi üzerindeki bir N(x0 , y0) noktası için yazılmış bir lineer cebirsel denklem sistemi olarak  yorumlayabiliriz. Doğal olarak sistemdeki katsayılar ((( /( x) ve ((( /( y) nin değerleri, N noktasının C üzerindeki yeri değiştikçe değişecektir.

 İyi bilindiği gibi bir lineer cebirsel denklem sisteminin çözüm kabul etmesi için sistemin katsayılar determinantı sıfırdan farklı olmalıdır. Diğer sözlerle:
 ((( /( y     -(( /( x(
((( /( x     (( /( y(     =  D = ((( /( x)2 + ((( /( y)2                                               (3.22)
değerinin sıfır olmaması gerekmektedir. Hemen görülüyor ki bu özel denklem için her zaman D ( 0 dır. Dolayısı ile C üzerindeki her nokta için bir (- doğrultusu bulunabilir ve doğal olarak (3.19) ve (3.20) denklemleri birlikte çözülerek, yukarıda açıklandığı gibi bütün B bölgesinde çözüm elde edilebilir.

2. Seçtiğimiz N noktasında A = -C = 1,  B = F = 0  olsun:
( 2u/( x2 - ( 2u/( y2 = 0                                                 (3.23)

denklemi için, yukarıda yaptıklarımızı aynen tekrarlarsak sonuç:

 D = ((( /( x)2 - ((( /( y)2 = [((( /( x) - ((( /( y)] [((( /( x) - ((( /( y)]              (3.24)

olacaktır. Açıkça görülüyor ki, bu defa D = 0 olması mümkündür. Bu şartın sağlandığı (- doğrultuları: 
((( /( x) - ((( /( y) = 0  (  ( =x + y = st.

((( /( x) + ((( /( y) = 0  (  ( =x - y = st.

doğrultularıdır. Bu sonuca göre C üzerinde seçtiğimiz N noktasından P noktasına gidebilmemiz için NP doğru parçasının ( = x ( y = st. doğrultularından farklı bir doğrultuda olması gerekmektedir.

3. Seçtiğimiz N noktasında A=1, B=C=0   ve F =( u/( y  olsun:

( 2u/( x2 - ( u/( y = 0                                                 (3.25)

denklemi için yukarıdaki işlemleri bir defa daha tekrarlarsak sonuç:

D = ((( /( x)2                                                        (3.26)

olacaktır. Bu halde D = 0 şartının sağlanması gene mümkündür. Bu şartın sağlandığı ( = st. doğruları çakışmaktadır ve ikisi de:
((( /( x)2 = 0 (  ( = y = st.                                            (3.27)

doğrultularıdır. Bu sonuca göre de C üzerinde seçtiğimiz N noktasından P noktasına gidebilmemiz için NP doğru parçasının ( = y = st. doğrultusundan farklı bir doğrultuda olması gerekmektedir.                                                       

Yukarıdaki çalışmamız gösterdi ki CAUCHY PROBLEMİ ni çözebilmemiz için C eğrisi üzerinde seçtiğimiz bir N noktasındaki verilmiş uN(x,y) değerlerini kullanarak, C eğrisinin dışında fakat sonsuz küçük uzaklıktaki bir P noktasındaki uP(x,y) değerlerini hesaplamak istediğimizde (3.17a) denklemi tarafından belirlenen bazı ((x,y) = st. doğrultularını kullanamayız. Bu doğrultulara KARAKTERİSTİK DOĞRULTULAR adını veriyoruz. Açıkça görülüyor ki karakteristik doğrultular denklemin katsayıları tarafından belirlenmektedir.
Dikkat edilirse bu tanım önceki bölümde birinci mertebeden denklemler için verdiğimiz tanımla aynıdır. Zaten bu karşılaştırmayı kolaylaştırmak için yukarıdaki çalışmamızda ikinci mertebeden denklemleri önce birinci mertebeye indirerek karakteristik doğrultular elde edilmiştir. Aşağıdaki paragrafta bu işlemi ikinci mertebeden denklemlere doğrudan uygulamaya çalışacağız.
3.4. CAUCHY PROBLEMİ ve KARAKTERİSTİK DOĞRULTULAR (II):

Bu paragrafta yukarıda incelediğimiz karakteristik doğrultu kavramını yeniden ele alacağız. Bu kavramın özellikle verilen denklemin katsayıları ile ilgili olduğunu görmüştük. Ayrıca karakteristik doğrultu probleminin bir koordinat dönüşümü ile ilgili olduğunu da biliyoruz. O halde bu paragrafta yapacaklarımızı şöylece özetleyebiliriz:
“A(x,y)( 2u/( x2 + 2B(x,y)( 2u/( x( t + C(x,y)( 2u/( y2 = F(x,y,u,( u/( x,( u/( y)           (3.17a)

denklemini, verildiği (x,y) kartezyen eksen takımından [((x,y), ((x,y)] eğrisel eksen takımına taşımak ve bunu yaparken ((x,y), ((x,y) koordinat fonksiyonlarını denklemin son biçimini basitleştirecek şekilde belirlemek.”  

A(x,y), B(x,y), C(x,y) ve F(x,y,u,( u/( x,( u/( y) nin B çözüm bölgesinde tanımlı ve türetilebilir fonksiyonlar olduğunu kabul etmiştik. Benzer şekilde ((x,y), ((x,y) fonksiyonlarının da B bölgesinin her yerinde türetilebilir olduğunu varsayalım. Bilindiği gibi (x,y)(((,() dönüşümünün birebir gerçekleşebilmesi için:

J =  ( (( ,()/( (x,y) =   (( (/( x     ( (/( x(
                                    (( (/( y      ( (/( y(   ( 0

olması gereklidir. Varsayalım ki bu da doğrudur ve (x,y) ( ((,() koordinat dönüşümü birebirdir.
Artık (x,y) (((,() koordinat dönüşümünü gerçekleştirebiliriz.

( u/( x = (( u/( ()(( ( /( x) + (( u/( ()(( ( /( x)

( u/( y = (( u/( ()(( ( /( y) + (( u/( ()(( ( /( y)

( 2u/( x2 = ( 2u/( (2(( (/( x)2 + 2(( 2u/( (( ()(( (/( x)(( (/( x) + ( 2u/( (2(( (/( x)2
                                                                + (( u/( ()(( 2( /( x2) + (( u/( ()(( 2( /( x2)

( 2u/( y2 = ( 2u/( (2(( (/( y)2 + 2(( 2u/( (( ()(( (/( y)(( (/( y) + ( 2u/( (2(( (/( y)2
                                                                + (( u/( ()(( 2( /( y2) + (( u/( ()(( 2( /( y2)

( 2u/( x( y = ( 2u/( (2(( (/( x) (( (/( y) + (( 2u/( (( ()[(( (/( x)(( (/( y) + (( (/( y)(( (/( x)] 

                       + ( 2u/( (2(( (/( x) (( (/( y) + (( u/( ()(( 2( /( x( y) + (( u/( ()(( 2( /( x( y)
Bu değerler (3.17a) denkleminde yerine konur ve kısaltmalar yapılırsa denklemin ((,() koordinatlarındaki son biçimi:
  ( 2u/( ( 2{A(( (/( x)2 + 2B(( (/( x) (( (/( y) + C(( (/( y)2}

+2( 2u/( (( ({A(( (/( x)(( (/( x) + B[(( (/( x)(( (/( y) + (( (/( y)(( (/( x)]

                                                                                                        + C(( (/( y)(( (/( y)}
+( 2u/( (2{A(( (/( x)2 + 2B(( (/( x) (( (/( y) + C(( (/( y)2}
+ F(( ,( , u ,( u/(( ,( u/(()  = 0   (3.28)

olarak elde edilir.

Görüldüğü gibi (x,y) ( ((,() koordinat dönüşümü bize kucak dolusu bir denklem sağladı. Ancak unutmamalıyız ki henüz ((x,y) ve ((x,y) için –bunlar yardımıyla bulduğumuz dönüşümün birebir olmasının dışında- hiçbir şey söylemedik. Diğer sözlerle bunları istediğimiz gibi seçebiliriz. Tabii bu seçimi yaparken dikkat edeceğimiz şey denklemdeki         ( 2u/( ( 2 ,   2( 2u/( (( ( ,   ( 2u/( (2   terimlerinin katsayılarını mümkün olduğu kadar basit hatta mümkün olanları sıfır yapmak olacaktır. Aslında ikinci mertebeden türevleri içeren bu terimlerden  ( 2u/( ( 2,   ( 2u/( (2 nin katsayılarına dikkatle bakılırsa bu ifadelerde  ( ve ( nın birbiri ile değiştirilmesi halinde değişmedikleri hemen fark edilecektir. O halde, bu iki terimi aynı anda inceleyebilmek için, hem (  ve hem de ( yı temsil etmek üzere ( ={( veya(} simgesini kullanabiliriz. Buna göre bu iki terimin katsayıları:
A(( ( /( x)2 + 2B(( ( /( x) (( ( /( y) + C(( ( /( y)2                              (3.29)
ortak biçimine girer. Öte yandan biliyoruz ki ( = st. yüzeyi üzerinde:

d( =(( ( /( x)dx + (( ( /( y)dy = 0   (   (dy/dx)( = -(( ( /( x)  /(( ( /( y)             (3.30)

yazılabilir. Öyleyse (3.29)  ifadesini

((x,y) = (dy/dx)(                                                    (3.31)

olmak üzere:
A(2 + 2B( + C                                                               (3.32)

biçiminde ifade edebiliriz.

Amacımız (3.28) denklemini sadeleştirmek olduğuna göre bu ifadeyi sıfıra eşitleyebiliriz.

A(2 + 2B( + C  = 0                                                              (3.33)

Şimdi elimizde, A(x,y), B(x,y). C(x,y) olduğuna göre,  her x-, y- noktasında farklı katsayılara sahip ve farklı (  =  ((x,y) kökleri verecek ikinci mertebeden bir cebirsel denklem var. Denklemin diskrıminantının değerine göre şıkları inceleyelim:  

1. B2 – AC > 0,  Hiperbolik denklem:
Bu halde denklemin iki gerçel ve ayrık kökü vardır; bunlar
(1,2 =[ -B (  (B2-AC)]/A                                                  (3.34)

değerlerine sahiptir. Bu durumda ( = st. doğrultusu:

( = st.(  (dy/dx)( = (1,2   (      (dy/dx)( =(1 ,   (dy/dx)( =(2             (3.35)
( = st. ve ( =st. olmak üzere belirlenmiş olur. 
Eğer B bölgesi içindeki bir h( B bölgesinin her yerinde B2-AC > 0 şartı sağlanıyorsa h içindeki her noktada (1 ve (2 hesaplanabilir; dolayısıyla bu bölge içinde:
(dy/dx)( =(1   (    y -( (1 dx = ((x,y) = st.

(dy/dx)( =(2   (    y -( (2 dx = ((x,y) = st.

eğrileri bulunabilir ve bu (( , () koordinatlarında (3.28) denklemi:
( 2u/( (( ( = F*{( ,( , u, ( u/( ( , ( u/( ()                        (3.36a)

biçimini alır. İstenirse ( ,(  yerine ( = ( +( ,( = ( - ( dönüşümüyle bu denklem:

( 2u/(( 2 -  ( 2u/(( 2 = F**{( ,( , u, ( u/( ( , ( u/( ()                      (3.36b)
biçiminde de yazılabilir.

Böylece h( B bölgesi içinde kalmak şartıyla (3.28) denklemini gerçekten de çok basit bir biçime getirdik.(3.28) in (3.36a,b) denklemleri ile gösterdiğimiz h(B deki bu biçimine KANONİK BİÇİM adını vereceğiz ve yine yalnız h(B deki bu halini HİPERBOLİK DENKLEM olarak adlandıracağız. ( ve ( nın anlamlarını ise, diskrıminantın bütün değerlerini inceledikten sonra, aşağıda ayrıca araştıracağız.
2. B2 – AC = 0,  Parabolik denklem:

Bu halde denklemin iki gerçel ve katlı kökü vardır; bunlar:

 ( = (1 = (2 = -B/A                                                   (3.37)

olarak hesaplanabilir. Buna göre üst üste çakışan ((( doğrultuları:
( = st.(  (dy/dx)( = (   (      (dy/dx)((( =(                               (3.38)

ifadesinden hesaplanacaktır. 

Eğer B bölgesi içindeki bir p( B bölgesinin her yerinde B2-AC = 0 şartı sağlanıyorsa p içindeki her noktada (   hesaplanabilir; dolayısıyla bu bölge içinde:

(dy/dx)( = (dy/dx)(  =(   (    y -( ( dx = ((x,y) = ((x,y) = st.

eğrileri bulunabilir. (3.28)  denklemi bu ((x,y), ((x,y) koordinat sistemine taşınırsa p(B bölgesindeki KANONİK BİÇİM:

( 2u/( (2 = F*{( ,( , u, ( u/( ( , ( u/( ()                          (3.39a)

veya

( 2u/( (2 = F*{( ,( , u, ( u/( ( , ( u/( ()                            (3.39b)

olarak elde edilir. (3.28) denkleminin  p( B bölgesindeki bu halini PARABOLİK DENKLEM olarak adlandırıyoruz.

Bu özel hal için (3.29) ifadesini biraz daha yakından incelemekte yarar var. Madem ki B2 – AC = 0 dır,  kökler de katlı ve –B/A ya eşittir. O halde

A(( ( /( x)2 + 2B(( ( /( x) (( ( /( y) + C(( ( /( y)2 = 0
yerine  (( = -B/A)   
(( ( /( x – B/A)( ( ( /( y – B/A)  = (( ( /( x + ()( ( ( /( y + ( ) =  0 
yazabiliriz.                     
3. B2 – AC < 0,  Eliptik Denklem:

Bu halde denklemin iki eşlenik ve karmaşık  kökü vardır; bunlar:

(1,2 =[ -B (  i(B2-AC)]/A =( ( i(                                                 (3.40)

biçiminde ifade edilebilirler. Diğer sözlerle (1 ve  (2 değerleri ile belirlenen doğrultular sanal ve ayrık doğrultulardır.
Eğer B bölgesi içindeki bir e( B bölgesinin her yerinde B2-AC < 0 şartı sağlanıyorsa e içindeki her noktada (   hesaplanabilir; dolayısıyla bu bölge içinde:
(dy/dx)( =(1   (    y -( (( + i() dx = ((x,y) = st.

(dy/dx)( =(2   (    y -( (( - i() dx = ((x,y) = st.

yazılarak. gerçel ve sanal parçaları ayırmak için de:

( = (( + ()/2  ,       ( = (( - ()/2i

koordinat dönüşümü yapılırsa, (3.28) denklemi için e(B bölgesi içindeki KANONİK BİÇİMİ:
( 2u/( (2 +  ( 2u/( ( 2 = F**{( ,( , u, ( u/( ( , ( u/( ()                       (3.41)

olarak yazılabilir. (3.28) denkleminin ( B bölgesindeki bu halini denklemin ELİPTİK DENKLEM olarak adlandırıyoruz.
Böylece (3.28) denkleminin (x,y) kartezyen koordinat sisteminden (( ,() eğrisel koordinat sistemine taşındığında, yalnızca denklemi basitleştirmek amacı ile yaptığımız işlemlerin, denklemlerin biçimlerini nasıl etkilediğini gördük.
Aslında kuşkusuz sınırsız sayıda farklı (x,y) ( ((,() koordinat dönüşümü düşünülebilir. Örneğin  [(2 = (x2 + y2),( = Arctg(y/x)] dönüşümü bizi yarı kutupsal koordinat sistemine taşır. Yukarıda ( 2u/( ( 2,   ( 2u/( (2 nin katsayılarını sıfır yapacak (x,y) ( ((,() koordinat dönüşümünün seçilmesinin sebebi, hemen görüldüğü gibi, bu dönüşümün karakteristik doğrultuları en basit biçimde bulmamızı sağlamasıdır. 
3.5. CAUCHY-KOVALEVSKİ TEOREMİ:
Bu paragrafta KDD teorisinin temelini oluşturan CAUCHY-KOVALEVSKİ teoremi, ikinci mertebeden denklemler halinde, oldukça genel bir biçimi ile açıklanacaktır. Her ne kadar teoremin ispatlanmasında kullanılan yöntem hakkında yukarıda bazı genel bilgiler verilmişse de, bu temel teoremin matematik hassasiyette bir ispatını vermek bu kitabın amacını aşmaktadır. Bu nedenle teorem bu genel haliyle ispatsız olarak verilecek fakat ileride bazı çok özel haller için ispatı yapılacaktır.
Kabuller:
· Serbest değişkenler t, x, y, z, … olsun.

· Bu değişkenlere bağlı u = u(t,x,y,z,…) bilinmeyen fonksiyonu için,

· Basit bağımlı ve belirli bir B bölgesinde

( 2u/( t2 = F{ t, x, y, z,… ( u/( x, ( u( y,…( 2u/( x2,( 2u/( x( y,…}           (3.42a)
denklemi verilmiş olsun. Öyle ki u{…} ve F{ …} fonksiyonları B bölgesinin her noktasında tanımlı ve sınırsız türetilebilir olsun.

· B bölgesi içinde basit bağımlı ve belirli bir C yüzeyi üzerinde u{…} için, f(x, y, z, t,…) ve g(x, y, z, t,…) bilinen tanımlı ve sınırsız türetilebilir fonksiyonlar olmak üzere:

u{…} = f(x, y, z,…),       ( u/( t = g(x, y, z, …)                           (3.42b)

koşulları verilmiş olsun. 

CAUCHY-KOVALEVSKİ Teoremi:
Yukarıdaki koşullar altında, B bölgesinin her yerinde (3.42a) denklemini  ve C yüzeyi üzerinde (3.42b) koşullarını sağlayan bir ve yalnız bir  u{…}  fonksiyonu vardır.
Yukarıdaki teoremin ifadesinde denklemin hiperbolik/parabolik/eliptik tipten olması ile ilgili herhangi bir koşul yoktur. Gerçekten de CAUCHY-KOVALEVSKİ  teoremi, matematik açıdan,  her üç tip için de aynen geçerlidir. Ancak bir az aşağıda göreceğiz ki bu matematik geçerlilik, hiperbolik denklemler dışındaki tiplerde, fizik ya da mühendislik problemlerinin çözümünde ne yazık ki yeterli olmayacaktır.
Gerçekten de CAUCHY PROBLEMİ, fiziksel olayın yalnızca HİPERBOLİK TİPTE denklemlerle temsil edilebildiği durumlarda yeterli ve geçerli bir MATEMATİK MODEL oluşturabilmektedir. Diğer hallerde farklı matematik modellere gerek olmaktadır.

Literatürde genel bir teorem olan CAUCHY-KOVALEVSKİ teoreminin bu eksikliğinin nedeni ile ilgili ayrıntılı bir açıklama yoktur. Yalnızca bu teoremin yeterli olmadığı bazı hallerde ne yapılması gerektiğine dair yöntemler, yani birbiri ile doğrudan ilişkisi gösterilmemiş, farklı “koşul takımları” içeren,  farklı matematik modeller sunulmaktadır. Aşağıda, aslında üstün matematik ve fizik bilgisini birbiri ile kaynaştıran bu matematik modelleri oldukça ayrıntılı bir biçimde inceleyeceğiz.
CAUCHY-KOVALEVSKİ teoremi veya artık bizim açımızdan daha önemli olan adıyla HİPERBOLİK MODEL hakkında aşağıdaki noktalara dikkat etmeliyiz:

· Serbest değişkenlerden biri (yukarıda t) diğerlerinden farklıdır: Bu farklar:
· Bu değişkene göre en yüksek türev denklemin mertebesine eşittir.
· Denklem bu değişkenin en yüksek mertebeli türevine göre çözülebilir.
· Bu değişken sürekli artan değerler sahiptir.

olarak özetlenebilir. Bu sebeplerden ötürü bu değişkene ZAMAN DEĞİŞKENİ veya ZAMAN-BENZERİ DEĞİŞKEN adını vereceğiz ve, genellikle, bunu yukarıda yaptığımız gibi (t) ile göstereceğiz. Zaman-benzeri değişkenin belli bir t = t0 değeri için verilen şartları da İLK ŞARTLAR olarak adlandıracağız.
· Bu modelde çözüm bölgesinin her noktasında iki gerçel karakteristik doğrultu olduğunu yukarıda göstermiş ve bu doğrultuların zarfı olan ((x,y) = st., ((x,y) = st. karakteristik eğrilerini bulmuştuk. Bu eğriler üzerinde çözüm işlemine devam edilemeyeceğini de belirtmiştik. Bu bilgilerin ışığı altında bir N(x,y)( B noktasından geçen karakteristiklerin çözüm bölgesini aşağıdaki gibi iki parçaya ayırdığını düşünebiliriz.

Şekilde gösterildiği gibi N( B noktasından geçen karakteristikler K1 ve K2 olsun. Bu  N noktasının yakın civarını düşünüyoruz ve biliyoruz ki karakteristikler üzerinde çözüm işlemi mümkün değildir. O halde B içinde t<tN olan bölgede N noktasındaki u(tN , xN , yN ) değerlerini hesaplamak için kullanabileceğimiz data ancak bu K1 ve K2 arasındaki bölgedir. Bu bölgeye N nin BAĞIMLILIK BÖLGESİ adını veriyoruz. Benzer şekilde t>tN için N deki u(tN , xN , yN ) değerlerini ancak K1 ve K2 arasında kalan bölge için kullanabiliriz; dolayısıyla bu bölgeye de N nin ETKİ BÖLGESİ diyoruz. Hiperbolik modele uygun problemlerin çözümünde bu bilginin önemli bir katkısı olduğunu aşağıda göreceğiz.
3.6. KDD TİPİNİN MATEMATİK MODEL İLE İLİŞKİSİ:

Yukarıda CAUCHY PROBLEMİ nin Hiperbolik denklemler içeren matematik modeller halinde kullanılabildiğini fakat parabolik eliptik denklemler içeren modellerde yeterli olmadığını söylemiştik. Şimdi bu konuyu, çok iyi bilinen bir örneği inceleyerek, açıklamaya çalışalım. Temel matematik ilkelerine göre bir olumsuzluğun açıklanması için bir tek örnek göstermek yeterlidir. Dolayısıyla aşağıda vereceğimiz HADAMARD ÖRNEĞİ, artık hiperbolik denklemler dışındaki matematik modellerde CAUCHY PROBLEMİ ni kullanamayacağımızı göstermek için yeterli olacaktır. 
HADAMARD ÖRNEĞİ:
Örnek olarak basit bir eliptik denklem alalım ve CAUCHY PROBLEMİ ni bu denklem için çözmeye çalışalım.

( 2u/( y2  =  -( 2u/( x2                                                                  (3.43a)
y = 0   da      u(x,0) = 0,  ( u(x,0)/( y = (1/n)Sin(nx)                                            (3.43b)

verilmiş olsun. Burada n keyfi bir sabiti göstermektedir. Hemen görülüyor ki denklem gerçekten de eliptik tiptendir ve B bölgesinin her yerinde sanal karakteristik doğrultulara [(dy/dx)K = ( i] sahiptir. Görüldüğü gibi bu problemde y- “zaman-benzeri” değişken olarak seçilmiştir.

İlerideki bölümlerde inceleyeceğimiz çözüm yöntemlerinden herhangi birini kullanarak bu problemin çözümü kolaylıkla:

u(x,y) = (1/n2)Sh(ny)Sin(nx)                                              (3.44)

olarak elde edilir.
(3.44) ifadesinin (3.43a ve b) denklemlerini sağladığı hemen ve kolaylıkla gösterilebilir. Diğer sözlerle (3.44) ifadesi (3.43) CAUCHY PROBLEMİ için doğru bir çözümdür.

Şimdi n sayısının sınırsız büyüdüğünü varsayalım:

n( (   için    İlk Şart:       lim(n(( )[( u(x,0)/( y] = lim(n(( ) [ (1/n)Sin(nx) ] = 0                                           
n( (   için    Çözüm         lim(n(( ) {[(1/n)Sin(nx) ][(1/n)Sh(ny)]} ( 0

Görüldüğü gibi n( ( olduğunda İlk Şartın  [(1/n)Sin(nx)] sıfıra yaklaşmasına  olmasına karşın, çözüm fonksiyonu {[(1/n)Sin(nx)][(1/n)Sh(ny)]},  y- değerine bağlı olarak herhangi başka bir değere yakınsamaktadır. Diğer sözlerle, sınırsız büyüyen n için ilk şart hep aynı  değere yani sıfıra yaklaşırken, çözüm fonksiyonu ilk şarttan etkilenmekle beraber her y- için ayrı bir limit değere sahip oluyor.
Doğa olaylarını temsil etmesini beklediğimiz Matematik Modeller için bu, kabul edilemez bir durumdur. Bir doğa olayında olayı etkileyen faktörlerden birinin, bu örnekte olduğu gibi gittikçe belli bir değere doğru yaklaşması halinde, bu doğa olayını temsil eden büyüklüğün de kendisine ait belli bir değere yakınsaması beklenir. Burada etkenin yakınsadığı değerle, temsili büyüklüğün yakınsadığı değer -aslında, genelde, bunlar farklı fiziksel büyüklükler olduklarına göre- elbetteki, farklıdır. Hatta değişim yönleri ve değişim hızları da genelde çok farklı olabilir. Ancak olayın etkeni bir limit değere yaklaşıyorsa, olayı temsil eden büyüklüğün de bir limit değere yaklaşması gerçeği deneylerimizin sonucudur.

 Özellikle deneysel çalışmalarımızda yaptığımız küçük ölçüm hatalarının deney sonucunu “ihmal edilebilir düzeyde” etkilediğini kabul etmekle eşdeğer olan bu akıl yürütme bizi Matematik Model kurmak yolunda yeni bir noktaya getiriyor.
İyi Kurulmuş (Vaz Edilmiş) Matematik Model.
İyi kurulmuş bir matematik modelin çözüm fonksiyonu,

1. Mevcut olmalı (Mantıksal çelişki içermemeli)

2. Tek olmalı (Çözümün tanımı eksiksiz yapılmalı)

3. İlk/Sınır Şartlarına sürekli bağımlı olmalı (Deneylerle karşılaştırılabilir olmalı)

Bu üç şartın ilk ikisini zaten eskiden beri biliyorduk. Yukarıda anlatıldığı gibi, HADAMARD tarafından açıklanan üçüncü şarta bazen HADAMARD ŞARTI adı verilmektedir.
Aslında yukarıda verdiğimiz açıklama pek de doyurucu değil. Çünkü bazı doğa olaylarında etkenlerden birinin sınırsız artması/eksilmesi halinde olayı temsil eden büyüklük herhangi bir değişme göstermeyebilir. Bunun için basit bir örnek vermemiz yeterlidir. Isıtılan suyun sıcaklığı dışarıdan verilen ısı miktarı ile ilişkili bir hızda artar; ancak su kaynama noktasına geldiğinde artık dışarıdan verilen ısı miktarı ne kadar artarsa artsın suyun sıcaklığı değişmez. İyi bilindiği gibi su, sıvı halden gaz (buhar) haline geçer, yani hal değişimine uğrar ve artık verilen ısı miktarının etkilediği büyüklük suyun sıcaklığı değil fakat buharlaşan suyun miktarı veya buhar sıcaklığıdır. 
Şu halde yukarıda verdiğimiz “İyi Kurulmuş Matematik Model”  ancak “sabit rejimli” fiziksel olaylar için geçerlidir. Bu kitabın sınırları da bu problemlerin dışına çıkmayacaktır.
Yukarıda açıklanan nedenlerden ötürü günümüzde KDD lerle kurulmuş Matematik Modeller için birleştirilmiş genel bir teori yoktur. Buna karşılık çözülebilir problemlerden oluşmuş geniş bir koleksiyon vardır. Bu koleksiyondaki problemlerin bazı  daha önemli örnekleri aşağıda kanonik biçimde yazılmış denklem tipine göre açıklanacaktır. Aşağıdaki ilk üç paragrafta denklemimizin tipinin çözüm bölgesinin her yerinde aynı kaldığı kabul edilecektir. Çözüm bölgesi içinde tipini değiştiren denklemler için elimizdeki bilgi çok sınırlıdır. Bununla beraber IV maddede böyle denklemler içeren, sınırlı sayıdaki, matematik modeller için bir örnek verilecektir.
I.HİPERBOLİK DENKLEMLER, İLK ŞART PROBLEMLERİ:

Bu bölümün başından beri yaptığımız açıklamalardan anlaşılacağı gibi Hiperbolik Denklemler içeren Matematik modeller CAUCHY Problemini kullanabileceğimiz modelleredir. Modeli hatırlayalım.

HİPERBOLİK PROBLEM, CAUCHY PROBLEMİ :   Bir B bölgesi içinde:

( 2u/( t2 – k2( 2u/( x2 = F(x,t,u,( u/( x,( u/( t)                                  (3.46a)

denklemini ve C( B eğrisi üzerinde:

(t = 0 da:)          u(x,0) = f(x),   ( u(x,0)/( t = g(x)                     (3.46b)
şartlarını sağlayan bir u = u(x,t)  fonksiyonunu bulmak.

Yukarıda bu problemi ayrıntılı bir şekilde ele aldık. Şimdi bu bilgimizin ışığında üç hal ayıralım.
I.A) KARAKTERİSTİK OLMAYAN C EĞRİSİ: 

Üzerinde ilk şartların keyfi olarak verildiği C eğrisi karakteristik doğrularla çakışmıyorsa Hiperbolik Problemin B bölgesinde HADAMARD anlamında çözümü vardır.
I.B) KARAKTERİSTİK C EĞRİSİ:
Yukarıda yok saydığımız bazı problemlerde ilk şartlar ancak bir karakteristik eğri üzerinde verilebilir. Böyle problemler için ilk şartlar artık tamamen keyfi değildir ve “Uygunluk Denklemi” dediğimiz bir bağıntıyı sağlayacak biçimde verilmelidirler. Eğer ilk şartlar “uygun” verilmişse bu problemin de HADAMARD anlamında çözümü vardır.
I.C) KARMA C EĞRİSİ:
Önceki iki halin birleştirilmiş biçimi olan bu halde C eğrisinin bir bölümü karakteristik eğrilerden biri ile çakışmaktadır ve eğer ilk şartlar bu bölümde uygunluk denklemini sağlayacak biçimde verilmişse problemin HADAMARD anlamında çözümü vardır. 

II.ELİPTİK DENKLEMLER, SINIR ŞARTI PROBLEMLERİ:
Eliptik denklemler halinde gerçel karakteristik doğrultuların bulunmadığını biliyoruz. Ayrıca artık CAUCHY Probleminin de geçerli olmadığını veya en azından HADAMARD anlamında çözüm vermediğini gösterdik. 

Eliptik denklemler halinde SINIR DEĞER problemleri öne çıkmaktadır. En çok bilinen bazı sınır değer problemlerini aşağıda sıralayacağız.

Daha önceden gördüğümüz gibi eliptik denklemin, bu haldeki kanonik biçimi:

( 2u/( x2 + ( 2u/( y2 =( 2u = F(x, y, u, ( u/( x , ( u/( y)                  (3.47)
biçiminde yazılabilir. F(…) in bazı özel biçimleri için bu denklem özel isimler alır. Bunların bir kısmını belirtelim.

LAPLACE DENKLEMİ:                       ( 2u = 0                                                                 (3.48)

POISSON DENKLEMİ:                        ( 2u = F(x, y)                                                        (3.49)

HELMHOLTZ DENKLEMİ:                 ( 2u = (u , (< 0                                                   (3.50)

SCHRODINGER DENKLEMİ:             ( 2u = [( + q(x)]u , ( > 0, q(x) keyfi bir f.          (3.51)

Şimdi eliptik denklemler için kurulmuş geçerliliği bilinen bazı sınır değer problemlerini (matematik modelleri) verelim.

II.A) DİRİCHLET PROBLEMİ:
Bir B bölgesi ve bu bölgede tanımlanmış basit bağımlı, KAPALI ve sürekli bir C( B eğrisi düşünelim. C eğrisi üzerinde bir s parametresi seçelim.

ELİPTİK PROBLEM, DİRİCHLET PROBLEMİ:   Bir B bölgesi içinde: C eğrisinin içinde ya da dışında:
( 2u/( x2 + ( 2u/( y2 =( 2u = F(x, y, u, ( u/( x , ( u/( y)                  (3.52a)

denklemini ve C( B eğrisi üzerinde:
u(x,y) = f(s)                                                          (3.52b)
şartını sağlayan u(x,y) fonksiyonunu bulmak.

Eğer f(s) C eğrisi üzerinde sürekli ise bu problemin HADAMARD anlamında bir çözümü vardır.

II.B) NEUMANN PROBLEMİ:
Bir B bölgesi ve bu bölgede tanımlanmış basit bağımlı, KAPALI ve sürekli bir C( B eğrisi düşünelim. C eğrisi üzerinde bir s parametresi seçelim  ve C eğrisinin herhangi bir noktasındaki normalini n ile gösterelim
ELİPTİK PROBLEM, NEUMANN PROBLEMİ:   Bir B bölgesi içinde: C eğrisinin içinde ya da dışında:
( 2u/( x2 + ( 2u/( y2 =( 2u = F(x, y, u, ( u/( x , ( u/( y)                  (3.53a)

denklemini ve C( B eğrisi üzerinde:
( u(x,y)/( n = f(s)                                                   (3.53b)

şartını sağlayan u(x,y) fonksiyonunu bulmak.

Bu problemin HADAMARD anlamında bir çözümü olabilmesi için F(…) nin biçimine bağlı olarak f(s) fonksiyonunun bazı ek şartları sağlaması gerekmektedir. Daha karmaşık halleri ileride incelemek üzere en basit hal olan LAPLACE  [F(…) = 0] Denklemi için bu şartı kısaca çıkaralım.

Eğer u(x,y) ve v(x,y) LAPLACE Denklemini sağlayan iki fonksiyon ise, yani:

( 2u = ( 2v = 0

ise, GREEN entegral formülü:

((B { v( 2u - u( 2v}dB = (C { v( u/( n - u( v/( n}ds
biçiminde yazılabilir. Burada v ( 1 seçersek
((B {( 2u }dB = (C {( u/( n}ds
olur ki ( 2u = 0 istendiğine göre:

(C {( u/( n}ds = 0 (    (C {f(s)}ds = 0  

olmalıdır. Bu da LAPLACE Denkleminin NEUMANN Problemi için HADAMARD anlamında çözüm kabul etmesi için f(s) in  

(C {f(s)}ds = 0,      {F(…) = 0}                                       (3.53c)

ek şartını sağlayacak şekilde verilmesi gerektiğini gösterir.

II.C KARMA PROBLEM:
Bu, yukarıdaki iki halin karmasıdır. Diğer sözlerle C eğrisinin bir parçasının üzerinde:

u(x,y) = f(s)                                                          (3.52b)

şartı sağlanması istenirken kalan parçası üzerinde ise:

( u(x,y)/( n = f*(s)                                                   (3.53b)

şartının sağlanması istenmektedir.

Tabii bu halde de f(s) ve f*(s)  keyfi olmayabilir. Ancak F(…) in biçimine bağlı olarak f(s) ve/veya  f*(s) fonksiyonlarının sağlayacağı bir “Uygunluk Denklemi” bulunabilirse ve sağlanabilirse bu problemin HADAMARD anlamında bir çözümü vardır.
III. PARABOLİK PROBLEMLER, İLK/SINIR ŞARTI PROBLEMLERİ:
Parabolik tipli KDD içeren matematik modeller gerek hiperbolik ve gerekse eliptik problemlerin dejenere olmuş biçimi gibi düşünülebilirler. Bu nedenle de hem eliptik hem de hiperbolik denklemlerin bazı özelliklerini taşırlar.

Yukarıda açıklandığı gibi denklemin, parabolik haldeki kanonik biçimi:

( 2u/( x2 = F(x, y, u, ( u/( x , ( u/( y)                              (3.54)

olarak verilmiştir. Bu denklemin iyi bilinen bir biçimi s = s(x,y)  zaman-benzeri ve n = n(x,y) serbest değişkenler olmak üzere seçilmiş bir eğrisel (s,n) koordinat sisteminde verilmiş:

( 2u/( s2 - ( u/( n = F(x,y,u,( u/( s)

denklemidir.

Şimdi bir B bölgesi ve bunun içinde yer alan s = s1 , s = s2 ve n = n0 eğrilerini düşünelim. (s,n) koordinat sisteminde çalıştığımıza göre n = n0 eğrisi, s = s1 , s = s2 eğrileri ile B içinde kesişeceklerdir. Artık problemimizi yazabiliriz.

PARABOLİK PROBLEM,:   Bir B bölgesi içinde ve C: s = s1 , s = s2 ve n = n0 eğrilerinin arasında kalan: b( B bölgesinde

( 2u/( s2 - ( u/( n = F(x,y,u,( u/( s)                              (3.55a)
denklemini ve C( B eğrisi üzerinde:

n = n0       için   u(s,n0) = f(s)                                                                              (3.55b)

n > n0       için        s = s1   de   u(s1,n) = g1(n) ,  s = s2   de   u(s2,n) = g2(n)      (3.55c)
şartlarını sağlayan u(x,y) fonksiyonunu bulmak.

Gösterilebilir ki bu biçimde tanımlanan Parabolik Problemin HADAMARD anlamında bir çözümü vardır.

IV. KARMA TİPLİ PROBLEMLER, TRİCOMİ PROBLEMİ:
İkinci mertebeden KDD lerin çok özel bir hali olan TRİCOMİ denklemi:

( 2u/( x2 -  x( 2u/( y2 = 0                                                        (3.56)
biçimindedir ve HADAMARD anlamında çözümü bilinen çok az sayıdaki “karma tipli” denklemlerin ilkidir. Görülüyor ki bu denklem:

x < 0    için      eliptik

x = 0    için parabolik 

x > 0   için hiperbolik

tiptendir. Hiperbolik bölgedeki karakteristik eğrileri:
C1: ( = y – (2/3)x3/2      ve     C2: ( = y + (2/3)x3/2                                     (3.57)

olarak verilmiştir. Şimdi bir şekil çizerek çözüm bölgesini tanımlayalım.


[image: image5]   
TRİCOMİ PROBLEMİ:   Bir B bölgesi içinde ve C = C0  + C1 : eğrilerinin arasında kalan: b( B bölgesinde

( 2u/( x2 + x( 2u/( y2 = 0                                                        (3.58a)

denklemini ve C( B eğrisi üzerinde:

u(x,y) = f(s)                                                                         (3.58b)
şartını sağlayan u(x,y) fonksiyonunu bulmak.

Burada eliptik bölgedeki C0  keyfi (fakat bölgeyi kapatan) eğrisi üzerinde ve denklemin iki karakteristik eğrileri C1   ve  C2  den yalnız birisi üzerinde İlk/Sınır şartı yazıldığına dikkat edilmelidir. Bu problemin HADAMARD anlamında bir çözümü vardır.
3.7.BİÇİMSEL ÇÖZÜM KAVRAMI:

Bazı basit biçimli KDD ler için kanonik çözümün yazılması sırasında denklemi sağlayacak bir matematik biçim kendiliğinden ortaya çıkar. Matematik modelin çözümlerini bulmak açısından nadiren işe yarayan bu çözümlere bazı kaynaklarda GENEL ÇÖZÜM denmektedir. Biz bunları BİÇİMSEL ÇÖZÜM olarak adlandıracağız.

Genellikle verilen KDD nin çarpanlar biçiminde yazılabilmesi ya da denklemdeki serbest değişkenlerden gruplar oluşturarak değişken sayısının azaltılması gibi yollar kullanılarak gerçekleştirilen Biçimsel Çözüm bize yalnızca “verilen denklemi sağlayacak fonksiyonların biçimi” hakkında bilgi verir. Matematik modelin çözümü olan tek fonksiyonu, biçimsel çözümün belirlediği çok geniş fonksiyon ailesinin içinden seçmek ayrıca yürütülmesi gereken başlı başına bir işlemdir.
Biçimsel Çözümün bulunabilmesi için genel bir yöntem yoktur. Çok defa karakteristik koordinatların bulunması sırasında veya değişkenlerin fiziksel düşüncelerle gruplandırılması sonucunda denklemin basit ve “değişkenlerine ayrılmış çarpanların” çarpımı şeklinde yazılabileceği fark edilir ve bu bizi Biçimsel Çözüme götürür. Her ne kadar Biçimsel Çözüm denklemi sağlayan fonksiyonların biçimini belirliyorsa da matematik modelin çözümünü bulmada her zaman kullanışlı değildir.

Aşağıda bazı örneklerle Biçimsel Çözümün bulunuşu açıklanmıştır.

1.                               ( 2u/( x2 - ( 2u/( y2 = 0                                                              (3.59)
Bu denklemi artık iyi tanıyoruz ve biliyoruz ki karakteristik koordinatlar:

( = x + y ,     ( = x – y                                                               (3.60)
kullanılarak denklem dönüştürüldüğünde kanonik biçimi ve denklemin Biçimsel Çözümünü elde edeceğiz.

( 2u/( (( ( = 0         (             u(x,y) = f(x+y) + g(x-y)                     (3.61)

2.                                ( 2u/( x2 + ( 2u/( y2 = 0                                                            (3.62)

Bu denklemi de çok iyi tanıyoruz ve biliyoruz ki karakteristik koordinatlar:

( = x + i y ,     ( = x – i y                                                         (3.63)

kullanılarak denklem dönüştürüldüğünde kanonik biçimi ve denklemin Biçimsel Çözümünü elde edeceğiz.

( 2u/( (( (= 0         (             u(x,y) = f(x+iy) + g(x-iy)                     (3.64)

Bu ifadeleri yarı kutupsal koordinatlara (r, ()  taşırsak:

           x = rCos( , y = rSin(       (              u = f(rei() + g(re-i()                           (3.65)

3.                       x2( 2u/( x2 – 2xy( 2u/( x( y + y2( 2u/( y2 = 0                                    (3.66)
Denklemin kendisi zaten iyi bildiğimiz bir kare açınımı, o halde

(x( /( x - y( /( y) (x( /( x - y( /( y)u  = 0
 
 veya      [( /( x – (y/x)(( /( y)][( /( x – (y/x)(( /( y)]u = 0
yazabiliriz. Bu son ifadeye bakarak ( = x,  ( =y/x dönüşümünü buluruz. Böylece denklemimiz:

( 2u/(( 2 = 0                                                          (3.67)

biçimini alır ki bunu artık ( ye göre entegre edebiliriz:

u(( , () = f(() + (g(() (  u(x,y) = f(y/x) + xg(y/x)                         (3.68)
3.8.ÖZET VE SONUÇ:
Bu bölümde yaptıklarımızı kısaca özetlersek şunları madde madde sıralayabiliriz:

· CAUCHY-KOVALEVSKİ teoremi, ikinci mertebeden sanki-lineer KDD lerin CAUCHY PROBLEMİ için bir ve yalnız bir çözüm kabul ettiğini gösterir. Ancak hiperbolik denklemler içeren modeller dışında bu teorem HADAMARD anlamında çözüm garanti etmemektedir.

· HADAMARD anlamında çözüm (yani fiziksel açıdan bakıldığında rejim hali problemleri için çözüm)  bulabilmek için genel bir yöntem yoktur. Elimizde bulunan çok sayıda çözüm yöntemi bütün çözüm bölgesinde aynı tipi koruyan, diğer sözlerle bütün bölgede eliptik/parabolik/hiperbolik tiplerden yalnız birinde kalan “sabit tipli” denklemlere sahip matematik modeller için geçerlidir.
· Bir denklemin tipi, doğrudan doğruya denklemin katsayılarına bağlı olduğuna göre sabit tipli denklemler için en genel örnek “sabit katsayılı denklemler” dir.

Yukarıda verilen bilgilerin ışığında bu kitabın geri kalan bölümlerinde yalnızca “sabit tipli” KDD ler ve özellikle de  “sabit katsayılı denklemler”    ele alınacaktır.
3.9. ÖRNEK PROBLEMLER:

3.1.       ( 2u/( x2 - 8( 2u/( y2 = 0   denkleminin tipini belirleyiniz, kanonik biçimini bulunuz, biçimsel çözümünü elde ediniz.

Aslında basit bir biçime sahip olan bu denklemin tipi açıkça görülüyor ki hiperboliktir. Karakteristikleri bulmak için de denklemi:
(( u/( x - (8( u/( y)( ( u/( x + (8( u/( y)  = 0 
biçiminde yazmak yeterlidir. Hemen görülüyor ki karakteristik doğrultular:

( = y + 2x(2 ,  ( = y – 2x(2

olacaktır. Ancak sonuç her zaman, “yukarıdaki gibi denklemden hemen görülebilir” özellikte olmaz. Bu yüzden P3.4 te anlattığımız yöntemi kullanmak gerekir. Şimdi bunu yapalım.

A = 1,  B = 0 ,  C = -8     olarak verilmiştir. Buna göre:

B2 – AC = -(1)(-8) = 8 > 0   denklem hiperboliktir. Karakteristik doğrultular:
(1,2 = ((8 / 1 = (2(2  (   dy ( 2dx(2  (    ( = y + 2x(2     ( = y – 2x(2

olarak bulunur. Kanonik biçimi bulmak için (x,y)( ((,() dönüşümünü yapmalıyız. Bunun için ( ve ( yı x ve y ye göre türetmeliyiz.

( ( /( x =  2(2 ,  ( ( /( y = 1 ,    İkinci mertebeden bütün türevler sıfır.

( ( /( x = -2(2 , ( ( /( y = 1,    İkinci mertebeden bütün türevler sıfır.
    {(1)(2(2)2 + 0 + (-8)(1)2}( 2u/((2
+ {(1)(2(2)(-2(2) + 0 + (-8)(1)(1)} ( 2u/((((
+ {(1)(-2(2)2 + 0 + (-8)(1)2}( 2u/((2  = 0  (    Kanonik Biçim:   ( 2u/(((( = 0
olarak elde edilir. Biçimsel çözüm ise:

u(( ,() = f(( ) + g(() , veya

u(x,y) = f(y + 2x(2) + g(y – 2x(2)

olarak yazılabilir.

3.2.   ( 2u/( x2 - 8( 2u/( y2 = 0   hiperbolik denklemini:  
x = 0 da:          u(0,y) = f(y) = y2,   ( u(0,y)/( x = g(y) = y                      
şartlarını sağlayacak biçimde çözünüz. Denklemin biçimsel çözümünü önceki problemde elde etmiştik.
u(x,y) = ((y + 2x(2) + ((y – 2x(2)

Sınır şartlarını uygulayalım.

u(0,y) = ((y) + ((y) = f(y)
( u(0,y)/( y = (’(y) - (’(y) = 1/(2(2)g(y)   
İkinci denklemi y = 0 dan y ye kadar entegre edelim.

((y) - ((y) =1/(2(2)( (y0(y){g(()}d( 
Altı çizilmiş denklemleri önce toplayıp sonra çıkartarak:

2((y) = f(y) + 1/(2(2)( (y0(y){g(()}d(
2((y) =f(y) - 1/(2(2)( (y0(y){g(()}d(
Aslında biliyoruz ki ilk ifadedeki ((y) fonksiyonu ( = y + 2x(2 nin, ikinci ifadedeki ( (y) fonksiyonu ( = y - 2x(2 nin fonksiyonudur; dolayısıyla birincide y( y + 2x(2 ve ikincide y( y - 2x(2 değişimini yaptıktan sonra taraf tarafa toplarsak:

2u(x,y) = f(y + 2x(2) + f(y - 2x(2) + 1/(2(2)[( (y0(y+2x(2){g(()}d( - ( (y0(y-2x(2){g(()}d(]

ve entegralleri birleştirerek:

u(x,y) = (1/2)[ f(y + 2x(2) + f(y - 2x(2)] + [1/4(2][ [( (y-2x(2(y+2x(2){g(()}d(
elde ederiz. Şimdi f(y) ve g(y) için verilen değerleri kullanalım.

u(x,y) = (1/2)[ (y + 2x(2)2 - (y - 2x(2)2] + [1/8(2] [(y + 2x(2)2 - (y - 2x(2)2]

u(x,y) = [(8+(2)/8][y2 + 4x2]
sonucuna erişmiş olduk.
3.3.  ( 2u/( x2 + 6( 2u( x( y - y( 2u/( y2 = 0  denkleminin tipini belirleyiniz, kanonik biçimini bulunuz, biçimsel çözümünü elde ediniz.


A = 1 ,  B = 3 ,  C = -7  (   B2 – AC = (3)2 – (1)(-7) = 16>0 , Denklem hiperbolik.

(1,2 = (-3((16)/1 (  (1 = -7 ,    (2 = 1
dy –  7dx = 0    (       y – 7x = (  ,            dy + dx = 0   (        y + x = (
(( /( x = -7 ,  (( /( y = 1 ,  ((/( x = 1 ,  ((/( y = 1 ,Bütün  ikinci türevler sıfır.

    {(1)(-7)2 + (6)(-7)(1) + (-7)(1)2}( 2u/((2
+ {(1)(-7)(1) + 3[(-7)(1) + (1)(1)] + (-7)(1)(1)} ( 2u/((((
+ {(1)(1)2 + (6)(1)(1) + (-7)(1)2}( 2u/((2  = 0   (   Kanonik Biçim:   ( 2u/(((( = 0
Biçimsel Çözüm: u(( ,() = ((() + ((()       veya       u(x,y) = ((y – 7x) + ((y + x) 
3.4.   ( 2u/( x2 + 6( 2u( x( y - y( 2u/( y2 = 0  hiperbolik denklemini

x = 0 da:          u(0,y) = f(y) = y,   ( u(0,y)/( x = g(y) = 0                      

şartları altında çözünüz.
Denklemin kanonik biçimini ve biçimsel çözümünü biliyoruz. 
( 2u/(((( = 0 ,   u(x,y) = ((() + ((() = ((y – 7x) + ((y + x) 

Şimdi P3.2 de yaptıklarımızı tekrarlayalım.

u(0,y) = ((y) + ((y) = f(y)
( u(0,y)/( y = -7(’(y) + (’(y) = g(y) 
Dikkat edilirse burada farklı bir şey oldu ( ve ( nın farklı yapılarından dolayı ikinci denklem yukarıdaki örneğe göre farklılık gösterdi. Devam edelim.

-7((y) + ((y) = ( (y0(y){g(()}d( 
Toplama ve çıkarma işlemlerini yapalım.

-8((y) = -f(y) +  ( (y0(y){g(()}d(
8((y) = 7f(y) + ( (y0(y){g(()}d((
u(x,y) = ((() +((() = [(1/8)f(y – 7x) + (7/8)f(y+x)] + [1/8][ [( (y-7x(y+x){g(()}d(
f(y) = y ve g(y) = 0 değerlerini yerine koyarsak sonuç:

u(x,y) = y
olarak elde edilir.

3.5.   ( 2u/( x2 + 4( 2u/( y2 = 0  denkleminin tipini belirleyiniz, kanonik biçimini bulunuz, biçimsel çözümünü elde ediniz.
A = 1 ,  B = 0 ,  C = 4 (  B2 –AC = -4 < 0 Denklem eliptiktir.
(1,2 =(0 ((-4)/1    (       dy ( 2idx = 0 (      ( = y +2ix,       ( =y – 2ix
((/( x = 2i,    ((/( y = 1,           ((/( x = -2i,     ((/( y = 1 Bütün ikinci türevler sıfır.

{(1)(2i)2 + (4)(1)2}( 2u/(( 2
{(1)(2i)(-2i) + 0 + (4)(1)(1)} ( 2u/(( ((
{(1)(-2i)2 +(4)(1)2}( 2u/ ((2 = 8( 2u/(( (( = 0

Buna göre Kanonik Biçim: ( 2u/(( (( = 0


  Biçimsel Çözüm:  u(x,y) = ((y +2ix) + ((y – 2ix)
olarak elde edilir.

3.6   ( 2u/( x2 - 4( 2u/( y2 = 0   “eliptik” denklemini:  
x = 0 da:          u(0,y) = f(y) = y2,   ( u(0,y)/( x = g(y) = y                      

şartlarını sağlayacak biçimde çözünüz.
CAUCHY-KOVALEVSKİ Teoremine göre verilen problemin bir ve yalnız bir tek çözümü var; ve biz de aşağıda bunu bulmaya çalışacağız. Ancak bulacağımız çözümün HADAMARD Anlamında bir çözüm, yani ilk şartlara sürekli bağlı bir fonksiyon, olup olmadığını bilemeyiz.
Bu problemde de yukarıdakiler gibi hareket edebiliriz; ya da (3.9) denklemini doğrudan uygulayabiliriz.

u(x,t) = (1/2)[f(x+kt) + f(x-kt)] +   (1/2k) ([(x-kt)( (x+kt)]  g(()d(                (3.9)

Verilenleri yerine koyarsak:

u(x,y) = (1/2)[(y + 2ix)2 + (y - 2ix)2] + (1/4) ([(y-2ix) ( (y+2ix)] {(} d(  

u(x,y) = (1/2)[(y + 2ix)2 + (y - 2ix)2] + (1/8)[(y + 2ix)2 - (y - 2ix)2]  
3.7.   ( 2u/( x2 + 2m( 2( u/( x( y + ( 2u/( y2 = 0 ,  0<m<2    denkleminin tipini belirleyiniz ve    m = 1 için karakteristik doğrultuları, kanonik biçimi, biçimsel çözümü yazınız.
A = 1 ,  B = m ,  C = 1  (    B2 – AC = m2 – 1 olduğuna göre: Bu denklem,

0 < m < 1 için Hiperbolik,    m = 1 için Parabolik,   1 < m < 2 için Eliptik tiptendir.

m = 1 ise   B2 – AC = 0   (1 = (2 = -B/A = -1(  dy + dx = 0(   ( = ( = x + y
(  ve ( nın bütün birinci türevleri 1, bütün ikinci türevleri sıfırdır. Bunlar ve ( = ( birlikte kullanılırsa: K1 , K2 sabitler olmak üzere:
Kanonik Biçim: ( 2u/(( 2 = 0  ve Biçimsel Çözüm: u(x,y) = K1((x + y) + K2
olarak elde edilecektir.
Yukarıdaki sonuç doğru fakat eksiktir. Şimdi karakteristik doğrultuları:
( = x ve ( = (x + y olarak tanımlayalım. Bu değişken dönüşümünü uyguladığımız takdirde:

( ( /( x = 1 ,  ( ( /( y = 0 ,   ( ( /( x = ( ,  ( ( /( y = 1

{(1)(1)2 + 0 + 0}( 2u/(( 2
+2{(1)(1)(() + (m)[(1)(1) + 0] + 0}( 2u/((((
+{(1)(()2 + (2m)(()(1) + (1)(1)2}( 2u/( ( 2 = 0 
buluruz. Bu son ifadede m = 1 ve ( = -1 değerlerini yerlerine koyarsak, önceki gibi:

Kanonik Biçim: ( 2u/(( 2 = 0  
olarak elde edilir. Ancak şimdi, herhangi ( için 
 Biçimsel Çözüm: u(x,y) =(((() + ((() = x((-(x + y) + ((-(x + y)
ve  ( = -1 için Biçimsel çözüm u(x,y) = x((x + y) + ((x + y)
olarak elde edilir. Katlı kök dolayısı ile ortaya çıkan bu son ifade birinciyi de içermektedir ve asıl biçimsel çözümdür.
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