KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEMLER

1. GİRİŞ ve GENEL BİLGİLER;
1.1 TANIMLAR:
· Bilinmeyen, çok değişkenli fonksiyon u(x, y, z, t, ...) nun kısmi türevlerini içeren denkleme KISMİ TÜREVLİ DİFERANSİYEL DENKLEM veya kısaca KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEM (KDD)  adı verilir.
· Bilinmeyen fonksiyonlar u1, u2, u3, ... için verilmiş bir denklem sisteminde en az bir KDD bulunması halinde sistem bir KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEM SİSTEMİ (KDDS) olarak adlandırılır.

· MERTEBE: 
Bir KDD de bilinmeyen fonksiyonun en yüksek mertebeli türevi m ise KDD nin mertebesi m dir denilir.

Bir KDDS de en yüksek mertebeli denklemin mertebesi KDDS nin mertebesi olarak tanımlanır.

· LİNEERLİK:
Bilinmeyen fonksiyon u(x, y, z, t, ...) nun veya  türevlerinin bulunduğu bütün terimleri  lineer olan bir KDD bir LİNEER KDD dir. 

Diğer sözlerle bir LİNEER KDD nin hiçbir teriminde bilinmeyen fonksiyon u veya türevleri birbirleri ile çarpım halinde bulunamaz.
Bir KDDS nin bütün denklemleri lineer ise sistem bir LİNEER KDDS dir.

· SANKİ-LİNEERLİK:
Bilinmeyen fonksiyonun sadece en yüksek mertebeli bütün terimleri lineer olan bir KDD için SANKİ-LİNEER (QUASI-LINEAR) dir denilir.
Bir KDDS nin en az bir denklemi sanki-lineer ise fakat diğer bütün denklemleri lineer ise sistem için SANKİ-LİNEER KDDS dir denilir.
· GAYRİ-LİNEERLİK, NON-LİNEERLİK:
Lineer olmayan bütün KDD ler, ve KDDS ler GAYRİ-LİNEER dir.

· Bu son tanıma göre, açıkça görülüyor ki, bütün sanki-lineer KDD ler ve KDDS ler aslında gayri-lineerdir. Bunları gayri-lineer denklemlerden ayırmamızın sebebi önemli bazı özelliklerinin lineer denklemlerden farksız olmasıdır. Yani bu tanıma uyan bazı gayri-lineer denklemler, bazı önemli özellikleri bakımından sanki lineer denklemler gibi davranmaktadır. Aşağıda göreceğiz ki bu özellik (yani lineerlik) çözümlerin elde edilmesinde son derece önemli bir rol oynayacaktır. 
1.2 ÖRNEKLER:
· ( u /( x + ( u / ( y = x2 + Sin(xy)  ( 1. mertebeden, lineer KDD.

· y( u /( x + x2( u / ( y – u2 = xy      ( 1.nci mertebeden sanki-lineer KDD.

· u( u /( x + y2 ( u / ( y = 0             ( 1.nci mertebeden gayri lineer KDD.
· ( u /( x +  u2 = x + y                     ( 1.nci mertebeden gayri lineer KDD.
· (( u /( x)2 + (( u / ( y)2  = 0          ( 1.nci mertebeden gayri lineer KDD.
· ( 2 u /( x2 + u( u / ( y – u2 = 0       ( 2.nci mertebeden sanki-lineer KDD.

· ( 2 u /( x2 + ( 2 u / ( y2 – u = 0       ( 2.nci mertebeden lineer KDD.

· ( 2 u /( x2 + ( 2 u / ( y2 – (( u /( x)2  = 0       ( 2.nci mertebeden sanki-lineer KDD.

· ( u /( x  -  ( v / ( y = 0

      ( u /( y + ( v / ( x = 0                     (1. mertebeden, lineer KDDS.
· u( u /( x  -  ( v / ( y = 0

       ( u /( y + ( v / ( x = 0                     (1. mertebeden,gayri- lineer KDDS.

· ( 2 u /( x2  -  ( v / ( y = 0

      ( u /( y + ( v / ( x = 0                     (2. mertebeden, lineer KDDS.

· ( 2 u /( x2  - u ( v / ( y = 0

      ( u /( y + ( v / ( x = 0                     (1. mertebeden, sanki- lineer KDDS.

· ( 2 u /( x2  - u ( v / ( y = 0

      ( u /( y + u( v / ( x = 0                     ( 1. mertebeden, gayri- lineer KDDS.

1.3 NEDENSELLİK İLKESİ ve MATEMATİK MODELLEME:

Bilindiği gibi bilimsel çalışmaların amacı her türlü değişimi açıklamak ve mümkünse bir büyüklüğün değişimini diğer bir veya genellikle daha çok sayıda büyüklüğün değişimine bağlı olarak ifade etmektir.

Burada incelenmek istenen büyüklük
 “Herhangi bir ayrık  ya da açık bölgedeki sıcaklıklar”,
 “Herhangi hareketli bir cismin hızı ya da yörüngesi”, 
“ Herhangi bir yapının yük altındaki şekil değiştirmesi”,
 “Hareketli ya da dingin, katı ya da akışkan bir kütlenin çevresi ile enerji alışverişi”
 gibi doğa olaylarından seçilebileceği gibi,

“Herhangi bir coğrafi ayrık ya da açık bölgedeki herhangi bir insan topluluğu nüfusu”, “Herhangi bir piyasa bölgesindeki mal ya da para birikimi ya da akış hızı”, 

“Herhangi bir insanın, herhangi bir toplumsal ortamdaki tepkisi”
gibi toplumsal olaylardan da seçilebilir.

Bu örneklerdeki büyüklüklerin hepsi sınırsız sayıda başka büyüklüğün değişimine bağlıdır ve eğer sınırsız sayıdaki bu büyüklüklerden bir veya birkaçı esas etken seçilerek diğer bütün etkenlerin etkisi ihmal edilebilir (ölçülemeyecek kadar küçük) kabul edilmezse herhangi bir inceleme yapmak mümkün olmaz. Ayrıca özellikle ikinci gruptaki örneklerin son derece önemli bir özelliği de “dokunulmaz” ya da denetlenemez olmalarıdır. Yani özellikle bu gruptaki ve benzeri olayları incelerken göz önüne aldığımız değişimi etkileyecek koşullar hemen tamamen kendiliğinden oluşur ve çeşitlenir. Dolayısıyla hangisinin önemli hangisinin daha az etkili olacağını sistem kendisi belirler, 
Bunu iki örnekle açıklayalım:

1. Herhangi bir yapının yük altındaki şekil değiştirmesi aslında öncelikle yapının ve yüklemenin geometrik özelliklerine ve  fiziksel özelliklerine bağlıdır. Ancak bunların yanı sıra etkili olan ortam basıncına ve sıcaklığına, yapının bağlandığı veya dayandığı çevrenin fiziksel özelliklerine, içyapı özelliklerindeki yüklemeden kaynaklanan fiziksel veya kimyasal değişimlere, civardaki diğer yapıların veya akışkan kütlesinin sahip olabileceği titreşimler gibi fiziksel ya da oksitleme gibi kimyasal etkilere ve daha bir çok şeye bağlıdır. Bütün bu etkilerin tümünün hesaba katılması ile yürütülebilecek bir hesabın ne kadar büyük zorluklar içereceği açıktır. Burada etken sayısındaki artışın ortaya çıkardığı zorluğun yanı sıra bu etkenlerin bir kısmının (aslında hepsinin) yüklemenin etkisi ile değişebilmesinden kaynaklandığına da dikkat edilmelidir.
Buna rağmen pratik sonuçlar elde edebilmek için, bilgi birikimimizin elverdiği ölçüde, incelediğimiz yapı sisteminin geometrik ve fiziksel (malzeme) özelliklerini seçerek, gerçek yüklemeyi eşdeğer yüklemelerle değiştirerek ve bunların dışındaki bütün etkileri ihmal ederek (yani etkilerinin sonucu ölçülemeyecek kadar az değiştireceğini kabul ederek) basitleştirilmiş (idealize edilmiş) bir problem elde edebiliriz ve bunu bir matematik ifadeye dönüştürerek çözebiliriz. Doğal olarak elde edeceğimiz sonuçlar ancak gerçek olaylarla (yani deney sonuçları ile) örtüştüğü ölçüde doğru olacaktır. 
2. Herhangi bir bölgede bir malın  birikimi kuşkusuz bu bölgede üretilen ve dışarıdan giren toplam mal sayısından, bölgede tüketilen ve dışarı çıkan toplam mal sayısının çıkartılması ile elde edilecektir. Ancak bu örneği yukarıdakinden ayıran önemli çok bir fark var: Bölge içinde tüketilecek-üretilecek ya da bölgeye girecek-çıkacak mal miktarları bölge içinde (ve dışında) bir çok bağımsız birim tarafından alınan anlık kararların sonucunda belirlenecektir. Yani bölgenin söz konusu mal ile ilişkili özellikleri her an değişmekte diğer sözlerle kendini değiştirmekte olan bir sistemi incelemekteyiz.
Bu gruptaki örneklerde ve benzeri problemlerde bölgenin fiziksel sınırlarını ve söz konusu malın bazı özelliklerini değiştirerek problemi bir ölçüde basitleştirmeye çalışabiliriz. Fakat değişimi asıl belirleyen özelliği yani bölgedeki bireylerin bu malla ilgili verecekleri kararları çok küçük ölçüde etkileyebiliriz. Bu yüzden sırf hesabı kolaylaştırmak için bütün bireylerin rasyonel davranacağını kabul edebiliriz; ya da bu malla ilişkili kararları etkilemek amacı ile reklam gibi yöntemlere başvurabiliriz. Bu güne kadarki deneyimlerimiz göstermiştir ki bu gruptaki problemlerde sonuçları matematik ifadelere dönüştürürken ancak olasılıkları hesaplayabiliriz.
Yukarıda çok kaba ve basit bir şekilde verdiğimiz açıklamalar dolayısıyla bilimsel incelemelerin iki temel ilkesi vardır. Bunlar:

KESİN NEDENSELLİK İKESİ:
Deney ve gözlemlerimizin sonuçlarına göre bir a olayı gerçekleştiğinde kesinlikle bir b olayı da gerçekleşiyorsa: a ya b nin nedeni ve b ye a nın sonucu denir ve kabul edilir ki artık her a olayı bir b olayı ile sonuçlanacaktır veya bir b olayı gerçekleşmişse kesinlikle bir a olayını izlemiştir.

OLASI NEDENSELLİK İLKESİ:
Deney ve gözlemlerimizin sonuçlarına göre bir a olayı gerçekleştiğinde olasılıkla bir b olayı da gerçekleşiyorsa: a ya b nin olası nedeni ve b ye a nın  olası sonucu denir ve kabul edilir ki artık her a olayı bir olası b olayı ile sonuçlanacaktır veya bir b olayı gerçekleşmişse olasılıkla bir a olayını izlemiştir.

Kolayca görüleceği gibi Kesin Nedensellik İlkesi, Olası nedensellik İlkesi’nin “Olasılık =1” için özel halidir ve büyük bir basitleştirmedir. Doğal olarak bilimsel çalışmalar yüzyıllar boyu bu basitleştirmeden yararlanarak yürütülmüştür. Ancak özellikle son yüzyılda Olası Nedensellik İlkesini temel alan çalışmalar gittikçe daha geniş ilgi görmekte ve önem kazanmaktadır. 
Unutulmamalıdır ki “Olasılık =1” kuralı bir doğa kanunu değil fakat matematik ifadeleri basitleştirmek için yapılan “keyfi”  bir kabuldür;  dolayısıyla bu kabulün yardımıyla çok basit ifadeler elde etmek mümkünse de bunların gerçekleri temsil etme “olasılığı” pek yüksek olmayabilir. İşte bu noktada doğa olayları ile ilgili bilgilerimizin ve deneyimlerimizin önemi ortaya çıkmakta hangi doğa olayının hangi doğa olayını her zaman (Olasılık =1 olacak şekilde) sonuçlandırdığını bilmemiz gerekmektedir. Bu, sınırsız sayıda bilinçli gözlem ve deney gerektirmektedir. Bilimsel çalışmaların kuramsal ve deneysel yöntemleri bu yüzden birbirinin ayrılmaz parçasıdır. 
Mühendislik problemlerinde “Olasılık = 1”  kuralına çok yaklaşmak için elimizde: deneyler yaparak sonuçlarını incelemekten başka, malzeme özelliklerini homojenleştirmek, yükleme koşullarını düzenli hale getirmek, hızları basınçları, sıcaklıkları,… denetleyerek incelediğimiz sistemin kararlı koşullarda kalmasını sağlayacak olanaklarımızın bulunduğu düşünülürse bu kuralın ne kadar büyük bir kolaylık sağlayacağı açıkça görülecektir. Bu nedenle “Kesin Nedensellik İlkesi” mühendislik çalışmalarının en temel kurallarından birini oluşturmaktadır.
Bu kitapta “Kesin Nedensellik İlkesi” geçerli kabul edilecektir.

1.4 MATEMATİK MODEL KURULUŞU 

      KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN ORTAYA ÇIKIŞI:
Bu paragrafta bazı fiziksel olayların, yukarıda verilen genel bilgilerin ışığı altında, incelenerek matematik ifadelere dönüştürülmesi ile ilgili bazı örnekler verilecektir. Bu problemlerin ilginç yanı yalnızca matematik yöntemlerin kullanılış biçimi değil fakat belki daha da önemlisi bu matematik yöntemleri yazmamıza olanak veren fiziksel kabuller yani sınırlamalardır. Bu sınırlamalar sayesinde denklemlerimiz basitleşmekte fakat gerçekten uzaklaşmaktadır. Şu halde  bu şekilde bulunacak sonuçların, ancak, deney sonuçlarına yakınlığı ölçüsünde geçerli olduğu unutulmamalıdır.
[image: image6.emf] 

A  


A) Mükemmel elastik yayın düzlemsel titreşimleri:
Varsayalım ki ince bir yay K ve L uçlarından bağlanmıştır ve KL den geçen düşey Oxy düzleminde zamana bağlı olarak çok küçük genlikli titreşimler yapmaktadır.

Yine varsayalım ki x-ekseni doğrultusundaki değişimler küçüktür (yani yalnızca u-doğrultusundaki küçük düşey yer değiştirmeler söz konusudur.) dolayısıyla yayın bütün kesitleri her zaman ayni x-değerine sahip kalmaktadır. Dolayısıyla yayın herhangi bir noktasının x-ekseninden uzaklığı u ile gösterilirse u = u(x,t) olacaktır.
Ayrıca varsayalım ki yay mükemmel elastiktir yani şekil değiştirme enerjisi harcanmamaktadır; diğer sözlerle iç ve dış sürtünmeler sıfır kabul edilmektedir.
Bu kabuller altında yayın keyfi ve birbirine sonsuz yakın iki A,B noktasını alalım ve bu parçaya Newton’un ikinci kanunu uygulayalım:

F = ma                                                            (!.!)
Hareket her bir kesit için yalnızca u-doğrultusunda gerçekleşebildiğine göre: ds uzunluklu bu elemanın üzerine x-doğrultusunda bir kuvvet etki etmemektedir. Yani bu eleman yayın diğer bölümlerine bağlayan T kuvvetinin A noktasında TA, B noktasında TB olduğunu düşünürsek bunların x-doğrultusundaki bileşenleri birbirini dengelemektedir. Buna karşılık TA ve TB nin düşey doğrultudaki bileşenleri yay elemanının ağırlığı ile dengelenecektir. Yayın “birim uzunluk başına”  ağırlığını w ile gösterirsek, aşağıdaki şekil yardımıyla denge denklemleri 

[image: image1]
                              TA Cos( - TB Cosβ = 0                                                              (1.2a)
TA Sin( - TB Sin( - wds = m( 2u/( t2 = (wds/g) ( 2u/( t2                           (1.2b)
Biçiminde kolaylıkla elde edilecektir.

Yayın hiçbir noktasının yatay yani x- doğrultusunda hareket etmediğini, bütün hareketlerin düşey yani u-doğrultusunda gerçekleştiğini ve bu yer değişimlerinin çok küçük olduğunu varsaymıştık. Bu varsayımların sonucu ( ve ( açılarının küçük kalması olacaktır. O halde:
Cos(  ≈  Cos( ≈ 1    (       TA ≈ TB ≈ T

Sin( ≈ Tg( ≈ (( u/(x)A       Sin( ≈ Tg( ≈ (( u/(x)B
ds ≈ dx

yazabiliriz ve bu basitleştirmelerle (1.2) denklemlerine gidersek:

[Tg/w]{(1/dx)[ (( u/( x)A - (( u/( x)B]} – g = (( 2 u/( t2)x = st.                             (1.3)
elde ederiz Aslında A ve B noktalarını birbirine sonsuz yakın seçtiğimizi hatırlarsak:. 

limA(B, (x(0{(1/dx)[ (( u/( x)A - (( u/( x)B]}( ( 2 u/( x2                                         (1.4)

yazabileceğimiz açıktır. Böylece (1.3) denklemi:
(Tg/w)(( 2 u/( x2) – g = ( 2 u/( t2                                              (1.5)

biçimine ulaşır. Bu denklemi fiziksel olarak anlamlandırırsak hemen görürüz ki ivmeler arası bir ilişkiyi diğer sözlerle, her x noktasında, birim kütleyi etkileyen:

Atalet kuvvetleri: (Tg/w)(( 2 u/( x2) 

Yerçekimi kuvvetleri: g

arasındaki farkın cismin o noktadaki ivmesi ile dengeleneceğini ifade etmektedir. Burada göz önüne aldığımız ince bir yayın hızlı titreşimlerinde yerçekimi etkilerini kolaylıkla ihmal edebiliriz. Böylece nihai denklemimiz:

Tg/w = k2      (          ( 2 u/( t2 – k2(( 2 u/( x2) = 0                                      (1.6)
Olarak elde edilecektir. Görüldüğü gibi bu, iki serbest değişkenli (x,t) bir fonksiyon olan u için yazılmış 2.nci mertebeden lineer bir KDD dir.

Aslında yukarıdaki analiz, yay üzerine etkiyen gerilmelerin yalnızca normal gerilmeler olduğunu  daha baştan kabul ederek basitleştirilebilir ve TA , TB yerine doğrudan T yazılarak hesaplar kısaltılabilirdi. Ancak matematik modelin tutarlılığı nasıl sağladığını göstermek açısından yukarıdaki yol izlenmiştir.
Bu problemin en iyi bilinen uygulamalarından biri “keman teli”dir. Akort etme işlemi tel (yay) üzerine uygulanan T kuvvetini belirlemektedir. Farklı kesit alanlarına sahip, yani farklı kalınlıklardaki tellerin seçimi w değerini değiştirmektedir. Yani keman üzerinde bulunan ayni malzemeden yapılmış farklı kalınlıklı ve farklı gerilme değerlerine “akort” edilmiş tellerin her biri için (1.6) denklemi ayrı bir k değeri ile göz önüne alınacaktır. 
Her ne kadar (1.6) KDD ne ulaştıksa da incelememiz henüz bitmedi. Göz önüne aldığımız doğa olayının bütün özelliklerini matematik modelimize yansıtmadık. Şimdi bunları da yaparak modelimizi tamamlamaya çalışalım:

Öncelikle şuna dikkat edelim: Yay bir T kuvveti ile çekilerek sabit K ve L noktalarına tutturulmuştur. Diğer sözlerle K ve L noktalarındaki yay uçları  her t zamanı için hareketsizdir. Bunu matematik olarak ifade edelim:

t ( 0    için        u(x = xK , t)  = u(x = xL , t) = 0                                                 (1.6)

Öte yandan titreşimi başlatacak dış etkinin de probleme eklenmesi gerekiyor. Bunun için ise “Hareketin başladığı t = 0 anında bu dış etkinin yayın  geometrisini, orijinal doğru biçiminden ayırıp, belli bir f(x) fonksiyonu ile tanımlanabilecek bir eğriye dönüştürdüğünü ve titreşim hareketinin bu dış etkinin kalktığı andan itibaren başladığını” kabul edebiliriz. Gerçekten de bu, piyanodan bağlamaya kadar “gerili teller yardımı ile ses üreten” bütün çalgılar ve ses kaynakları (örneğin kendi ses tellerimiz) için makul bir yaklaşımdır. Burada g(x) in, telin başlangıçtaki şekil değiştirmiş halini belirleyen ve telin çekilme biçimine göre değişen fakat bilinen değerlere sahip bir fonksiyon olacağı açıktır. Bunu da matematiğe dönüştürelim.
t = 0   için    u(x,0) = f(x) veya ( u(x,0) /( x =f’(x) = g(x)                              (1.7)
Bu son bağıntıdaki f(x) fonksiyonu yalnızca açıklama amacı ile kullanılmıştır. Bu fonksiyonun türevi olan g(x) in belirtilmesi ile yetinmek mümkündür.

Böylece matematik modelimizi tamamlamış olduk. Şimdi bunu topluca ifade edelim:

(k2 =     Tg/w)       t ( 0    için             ( 2 u/( t2 – k2(( 2 u/( x2) = 0                             (1.8a)

t ( 0    için        u(x = xK , t)  = u(x = xL , t) = 0                             (1.8b)

t = 0   için                                ( u(x,0) /( x = g(x)                        (1.8c)

Böylece incelediğimiz fizik olayını bir matematik modele dönüştürdük. Burada dikkat edilecek önemli bir nokta (1.8a) denkleminin kendi başına bir model oluşturmaya yetmemesi fakat modelin,(1.8a) denklemi ile birlikte, UÇ ŞARTLARI ya da daha doğrusu SINIR ŞARTLARI diye adlandıracağımız (1.8b) ve İLK ŞARTLAR  ya da BAŞLANGIÇ ŞARTLARI adını vereceğimiz (1.8c) ifadelerinden oluşmasıdır. İleride göreceğiz ki İlk/Sınır şartlar, bir matematik modelin oluşturulmasında doğa olayını temsil ettiğini düşündüğümüz KDD veya  KDDS nin kendisi kadar önemlidir.
Bu özel problemle ilgili küçük bir noktaya daha işaret edelim. Yayın titreşimlerini incelemeye başladığımızda yer çekimi etkisini, dolayısıyla yayın ağırlığını, hesaba katmış ve bütün hareketlerin KL den geçen düşey bir düzlemde gerçekleştiğini varsaymıştık. Ancak sonradan yayın ince (yani hafif) ve titreşimlerin çok hızlı olacağını düşünerek yerçekimi etkisini ihmal ederek problemden çıkarmıştık. Bütün gergin telli ses kaynakları için gerçeğe çok yakın olan bu kabul, bizi titreşim düzleminin düşey kalması zorunluluğundan da kurtarmıştır. Artık (1.8) sistemi ile belirlediğimiz model açısından keman, kemençe, piyano, bağlama, gitar gibi müzik aletlerinin ya da insan/hayvan gırtlağı gibi ses kaynaklarının farkı kalmamıştır. (1.8a) daki k değerini, akort şartlarını belirleyen T gerilmesi ve telin cinsini belirleyen w özgül ağırlık değerlerinden yararlanarak bulabiliriz. Telin uzunluğunu ise  (xK –xL) değeri belirleyecektir.  Telin üzerine uygulanan ve titreşim hareketini başlatan g(x) fonksiyonu da verildiğinde problem çözülmeye hazır hale gelecektir. 

Yukarıda yaptığımız diğer bir kabul de titreşimlerin ux düzleminde kalmasıydı. Aslında bu kabul kaldırılarak problemin genelleştirilmesi çok kolaydır. Bunun nasıl yapıldığını  aşağıdaki örnekte başka bir doğa olayının matematik modelini oluştururken göreceğiz. 
B) Homojen Katı Cisim İçinde Isının İletimi: 
Bu problemi iki aşamada ele alacağız.

     B1) Bir Boyutlu Isı İletimi:
Varsayalım ki yan yüzleri tamamen yalıtılmış, ince, uzun ve homojen yapılı bir katı cisim boyunca ısı akmaktadır. Diğer sözlerle bu uzun cismin bir K noktası ile ondan yeterince uzak bir L noktası arasında bir (T sıcaklık farkı oluşmuştur ve bu cisme ait

Sabit Özgül Isı Katsayısı: c

Sabit Isı İletim Katsayısı: k

Sabit özgül kütlesi:           m

değerleri verilmiş olsun. Şimdi bir şekil çizelim:
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Biliyoruz ki (4(x(y.1) hacimli ABCD elemanının, (T sıcaklık farkı için depolayabileceği ısı miktarı (Q:
(Q = m(4(x(y.1)c(T                                                       (1.9)
biçiminde ifade edilebilir. Bunu, birim zaman için yazarsak:

(Q /(t = m(4(x(y.1)c(T /(t   veya    ( Q/( t = 4mc((x(y) ( T/( t              (1.10)

biçimini alacaktır. 

Cismin yan yüzlerinin yalıtılmış olduğunu kabul etmiş olduğumuza göre (T sıcaklık farkından doğacak ısı iletimi ancak cisim boyunca yani x-doğrultusunda mümkün olacaktır. Şu halde ABCD elemanının depolayabileceği bu ısı miktarı, aslında AB ve CD yüzeylerinden giren-çıkan ısı miktarları arasındaki farka eşit olmak zorundadır. Bunu matematik olarak ifade edebilmek için önce birim alanda (yalnızca x-doğrultusunda) geçen ısı miktarı q(x) i hesaplamamız gerekiyor. Bu ise basit fizik deneylerinden bildiğimiz gibi:

q(x) (x = k (T         veya       q(x) = k ( T /( x                               (1.11)

 biçiminde bilinmektedir. Burada bir noktaya dikkat etmemiz gerekiyor: q nun değeri x le değiştiğine göre eğer AB kesitindeki değeri q ise CD kesitindeki değeri ısı iletiminin yönüne göre:    ”q ( 2( x(( q/( x)” olacaktır. Sonucu etkilemeyen fakat basitleştirici bir kabul yaparak ısının K dan L ye aktığını düşünelim. Buna göre AB CD yüzeylerinden giren çıkan ısı miktarının farkı:
((Q)AB – CD  = 2(y q - 2(y[q - 2( x (( q/( x)]    (     ((Q)AB – CD  = 4(x(y(( q/( x)
( ((Q)AB – CD  = 4 k ((x(y) (( 2T /( x2)                                     (1.12)

biçiminde ifade edilebilir. Artık giren-çıkan ısı miktarı ile depolanan ısı miktarını birbirine eşit yazabiliriz. Bu amaçla (1.10) ve(1.12) denklemlerini birleştireceğiz.
( Q/( t = 4mc((x(y) ( T/( t   =   ((Q)AB – CD  = 4 k ((x(y) (( 2T /( x2)
( T /( t  = (k/mc) ( 2T /( x2                                            (1.13)
denklemine ulaştık. Görüldüğü gibi bu da iki değişkenli T(x,t) fonksiyonu için yazılmış ikinci mertebeden, lineer bir KDD dir.
Daha önce de belirttiğimiz gibi matematik modelimizin tamamlanması için yalnızca (1.13) denklemini bulmuş olmamız yeterli değildir. İncelediğimiz olayın İlk/Sınır Şartlarını da, denklemimizle bir bütün oluşturacak şekilde, belirlemeliyiz.

Aslında burada ele aldığımız bu zaman artı tek boyutlu problem için bu çok basittir. T(x,t) nin değişimi zaman bir yana bırakılırsa yalnızca x e bağlı olacağına göre, verilen bir t = t0 zamanı için her x kesitinde bir tek T(x,t0)  değeri olacaktır. O halde, bu değerin verilen bir f(x) fonksiyonu ile belirlendiğini düşünerek “İlk Şartımızı” hemen yazabiliriz:

t = t0    için T(x,t0) = f(x)                                               (1.14)
Öte yandan, ele aldığımız fizik problemini yeniden incelersek, önemli bir olguya yeterli dikkati harcamadığımızı hemen fark ederiz. Gerçekten de şu ana kadarki çalışmamızda t0 anında bilinen f(x) sıcaklığına sahip ve yanlardan yalıtılmış bir çubuk ele aldık fakat bu çubuğun uzunluğu, yani (xk – xl)   = l için veya K, L uçlarının ısı iletim özellikleri için herhangi bir bilgi vermedik.

Burada karşımıza iki ihtimal çıkıyor:

1. 1. Eğer l çok büyükse (yani l( ( yazabiliyorsak) K ve L uçlarındaki ısı iletiminin, çubuk boyunca herhangi bir t >t0 zamanında oluşacak sıcaklık dağılımı üzerindeki etkisi sıfır olacaktır. Öyleyse bu hal için (1.13) denklemi   -(  > x < +(  aralığında yalnızca (1.14) ilk şartı kullanılarak çözülecektir.
2. Eğer l sonlu büyüklükte ise uç etkilerini ihmal edemeyiz. Öyleyse bunları belirtmemiz gerekir. Doğal olarak çok sayıda seçeneğimiz var. Bunlardan birini örneklemek amacıyla varsayalım ki TK = TL = 0 dır. (Kuşkusuz bu halde f(x) fonksiyonu da f(xK) = f(xL) = 0 olacak şekilde verilmelidir.) Buna göre sınır şartlarımız artık:

T ( 0    için    T(x = xK ,t) = T(x = xL , t) = 0                            (1.15)

biçimini alacaktır.

Böylece bu matematik modelimizi de tamamlamış olduk. Şimdi artık iki ya da üç boyutlu ısı iletimi problemlerine geçebiliriz.
B2) İki ve Üç  Boyutlu Isı İletimi:  

Yukarıdaki titreşim ve ısı iletimi problemlerinde diferansiyel yöntemler kullandık. Yani problem bölgesinde sonsuz küçük bir eleman seçerek bunun dinamik ya da ısıl dengesini yazdık ve incelediğimiz olayı kısmen temsil eden bir denkleme ulaştık.
Şimdi biraz daha ileri matematik yöntemler kullanarak, sonlu büyüklükte homojen bir katı cisim elemanı için ısıl denge denklemlerini kurmaya çalışalım.

Varsayalım ki kapalı bir C yüzeyi ile çevrilmiş sonlu büyüklükte homojen yapıda bir B bölgesi, bir  kartezyen ko-ordinat sisteminde, verilmiştir. (Örnek: Yukarıdaki KL çubuğu) Bu B bölgesi içinde sıcaklık her noktada farklıdır ve bir T(x,y,z,t) fonksiyonu ile temsil edilmektedir. Doğal olarak B içindeki bazı noktalarda sıcaklıklar yüksek diğer bazı noktalarda ise düşük olacak ve yüksek sıcaklıklı bölgelerden düşük sıcaklıklı bölgelere bir ısı iletimi gerçekleşecektir. Açıktır ki B bölgesi, içinde sıcaklık dağılımını hesaplamak istediğimiz katı cismi temsil etmektedir ve geometrik biçimi tamamen keyfidir. Bu katı cismin fiziksel özellikleri yukarıdaki KL cismi ile ayni; yani Sabit Özgül Isı Katsayısı: c, Sabit Isı İletim Katsayısı: k, Sabit özgül kütlesi: m olsun.
Şimdi B bölgesinin içinde kalan ve kapalı bir c yüzeyi ile çevrilmiş sonlu büyüklükte bir b bölgesi düşünelim. (Örnek: Yukarıdaki “sonsuz küçük”  ABCD elemanı) Aynen yukarıda yaptığımız gibi bu b bölgesine giren-çıkan ısı miktarını içeride depolanan ısı miktarı ile eşitleyeceğiz; ancak artık b bölgesi sonlu büyüklükte olduğu için bu miktarları hesaplarken entegrasyon işlemlerinden ve teoremlerinden yararlanacağız.
Önce, yukarıdaki örnekte olduğu gibi, b elemanındaki ısının artış miktarını hesaplayalım. Yukarıda yaptığımız gibi: Birim kütle için

(Q = c(T   (   (Q/(t = c(T/ (t

yazdıktan sonra bunu sonsuz küçük bir eleman için değil de sonlu büyüklükteki, üç boyutlu b bölgesi için genişletmek istersek üç katlı bir entegrasyon işlemi gerekecektir. Bu durumda b bölgesindeki toplam ısı miktarı değişimi:                                                       

 Qb   = mc( ( ( b(( T/( t)dxdydz                                              (1.16)
olarak bulunur.
 Şimdi b bölgesine giren-çıkan ısı miktarlarının farkını hesaplayalım.Bunun için, yukarıda kullandığımız q büyüklüğünün genelleştirilmiş hali ve vektörsel bir büyüklük olan ( Isı Akısı kavramını kullanacağız. Bilindiği gibi Isı Akısı
( = k grad T                                                                      (1.17)
olarak tanımlanmıştır ve bir noktadan bütün çevreye, her doğrultudaki, ısı akımını belirlemektedir. Örneğin kartezyen ko-ordinatlarda bu ifadeyi yazarsak:
( = k [i(( /( x) + j(( /(y) +k(( /( z)]T

biçimini alacaktır. Yani uzaydaki her üç yönde ısı akımı bileşenlerini içermektedir. Şimdi b bölgesini tamamen çevrelediğini kabul ettiğimiz c yüzeyinden geçecek ısı akısını düşünelim:


Kolayca tasavvur edebileceğimiz gibi ( ısı akısının yalnızca c yüzeyine dik doğrultudaki bileşeni bizi ilgilendirecektir. Bu bileşeni bulmak için ise ( yi c eğrisinin normal vektörü n ile skaler çarpmamız yeterli olacaktır. Bütün c yüzeyi üzerinde bu işlemi yaparsak c yüzeyinden geçen toplam ısı miktarı: 
Qc  =  ( ( c (( n) dc = k ( ( c ( n grad T) dc                              (1.18)
biçiminde bir “yüzeysel” entegral ile ifade edilecektir. Bu yüzeysel entegrali iyi bilinen GAUSS Teoremi yardımı ile hacimsel entegrale dönüştürebiliriz. Böylece c yüzeyinden giren-çıkan toplam ısı akısını
Qc  =  k ( ( c ( n grad T) dc = k ( ( ( b [div.grad T]dxdydz = k( ( ( b[( 2T]dxdydz   (1.19)
olarak bir hacimsel entegral yardımı ile ifade etmiş olduk.

Artık b bölgesindeki toplam ısı miktarı değişimini belirleyen Qb ile bu b bölgesini tamamen çevreleyen c yüzeyi üzerinden giren-çıkan toplam ısı miktarını belirleyen Qc değerlerini birbirine eşitleyebiliriz. Bunu yapalım:
Qb   = mc( ( ( b(( T/( t)dxdydz  = Qc  =     k( ( ( b[( 2T]dxdydz

Bu entegralleri birleştirirsek:

( ( ( b  [mc (( T/( t)  -  k( 2T] dxdydz = 0                                    (1.20)
denklemine ulaşırız. Bu entegrasyon işlemini yaptığımız b bölgesinin, katı cismimizi temsil eden, B bölgesinin içinde olmak dışında herhangi bir özelliği yoktur; yani tamamen keyfi bir bölgedir. Öyleyse (1.20) denklemi B bölgesinin içinde bulunan her b bölgesi için geçerlidir. O halde, açıktır ki B nin her yerinde entegrand sıfıra eşit olmalıdır. Bu da bizi Üç Boyutlu Isı İletimi Denklemi ne getirir:
 ( T/( t  - ( k/ mc) ( 2T = 0                                              (1.21)

Bu denklem, yalnız kartezyen eksenler için değil fakat, ( 2 nin doğru biçimi kullanılmak şartı ile, bütün eksen takımları için geçerlidir. Örneğin:

Kartezyen Eksen Takımı  (Oxyz) için:   

 ( T/( t  - ( k/ mc) [( 2T/( x2+  ( 2T/( y2 + ( 2T/( z2 ] = 0                                                   (1.22)                                             
Yarı-Kutupsal Eksen Takımı  (Or( z)  için: 

( T/( t  - ( k/ mc) [( 2T/( r2+  (1/r)(( T/( r) + (1/r2) ( 2T/(( 2 + ( 2T/( z2 ] = 0                 (1.23)  
yazılabilir.

Ele aldığımız doğa olayı için oldukça genel bir denklem elde ettik. Ancak, yukarıdaki çalışmalarımızdan biliyoruz ki, bu yeterli değil. Matematik modelimizi tamamlayabilmek için İlk/Sınır Şartlarını da bu denklemin yanına eklemeliyiz. Bunun için (sadece kısalık amacıyla) iki boyutlu bir örnek seçelim. 
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Varsayalım ki şekildeki gibi bir dikdörtgen ABCD levhası verilmiştir.
Başlangıçta yani t = t0 anında levha üzerideki sıcaklık dağılımı bellidir. O halde İlk Şartımız:

t = t0        için            T(x,y,t = t0) = F(x,y)                                   (1.24)
olacaktır. Bir boyutlu hale benzerliği koruyarak kabul edelim ki AD ve BC kenarları tamamen yalıtılmıştır. O halde bu yüzeylere dik ısı akısı sıfır olmalıdır. Öyleyse:
 t ( 0 için   y = yAD  de  (( /( z)T(x,yAD , t) = 0                                    (1.25)
 t ( 0 için   y = yBC  de  (( /( z)T(x,yBC , t) = 0                                    (1.26)
yazabiliriz. Yine benzerliği korumak amacıyla kabul edelim ki AC ve BD boyunca sıcaklık sıfıra eşit tutulmaktadır; öyleyse bu haller için Sınır Şartlarımız:
t ( 0 için   x = xAC  de  T(xAC ,y , t) = 0                                    (1.27)
 t ( 0 için   x = xBD  de  T(xBD ,y , t) = 0                                    (1.28)

olacaktır. Şimdi bu özel hal için kurduğumuz matematik modeli topluca yeniden yazalım.

( T/( t  - ( k/ mc) ( 2T = 0                                     (1.29a)

t = t0 için                                  T(x,y,t = t0) = F(x,y)                             (1.29b)

t ( 0 için   y = yAD  de     (( /( z)T(x,yAD , t) = 0                                    (1.29c)
 t ( 0 için   y = yBC  de     (( /( z)T(x,yBC , t) = 0                                    (1.29d)

t ( 0 için  x = xAC  de                T(xAC ,y , t) = 0                                    (1.29e)
 t ( 0 için   x = xBD  de               T(xBD ,y , t) = 0                                    (1.29f)

Daha önce de belirttiğimiz gibi bu altı denklem hep birlikte “AD ve BC yanları yalıtılmış, AC ve BD yüzeyleri sabit sıfır sıcaklıkta tutulan ve başlangıç sıcaklık dağılımı F(x,y) olarak verilmiş bir ABCD dikdörtgen levha içinde herhangi bir t anındaki T(x,y,z,t) dağılımını belirlerler. Kuşkusuz gerek İlk ve gerekse Sınır Şartları için yukarıdakinin yanı sıra sınırsız sayıda başka örnek bulunabilir.

Aslında hemen akla gelebilecek bir örnek grubu şöyle elde edilebilir. Diyelim ki yukarıdaki örneğimizde t sınırsız büyütülmüştür. Yani levha üzerinde başlangıçta bulunduğunu varsaydığımız F(x,y) sıcaklık dağılımının oluştuğu andan çok uzun zaman sonra oluşacak sıcaklık dağılımını hesaplamak istiyoruz. t büyüdükçe t0 anındaki bu sıcaklık dağılımının etkisinin azalacağı açıktır. O halde (1.21) denklemi t( ( hali için zamandan ve tabii İlk Şartlardan bağımsız hale gelerek: 

  ( 2T = 0                                                                (1.30)
biçimini alacaktır. Dikdörtgen levha için yazdığımız özel problemimiz ise bu halde:

( 2T = 0                                                           (1.31a)

y = yAD  de     (( /( z)T(x,yAD ) = 0     (1.31b),     y = yBC  de   (( /( z)T(x,yBC ) = 0      (1.31c)

x = xAC  de                T(xAC ,y ) = 0      (1.31d),   x = xBD  de              T(xBD ,y ) = 0      (1.31e)

biçimini kazanacaktır.

Şimdi bir örnek daha seçelim: Bu defa varsayalım ki (Oxy) veya (Or( ) düzleminde merkezi o noktasında bulunan çeyrek daire biçimli bir katı cismimiz var. Bu çeyrek dairenin OA ve OB kenarları sabit TA , TB sıcaklıklarında ve AB yayı ise sabit çevre sıcaklığında kalmaktadır. 

Bu özel hal için denklem takımımız (t(() kabulü ile
( T/( t  - ( k/ mc) [( 2T/( r2+  (1/r)(( T/( r) + (1/r2) ( 2T/(( 2 ] = 0                 (1.32a)  

0 < ( < ( /2,            r = R         için     T(r = R ,( ) = Tçevre                (1.32b)
0 <r ( R ,           ( =( /2       için         T(r, ( /2) = TB                      (1.32c)
0<r( R ,            ( = 0           için              T(r,0) = TB                     (1.32c)
biçimini alacaktır.

C) Mükemmel Elastik Akışkanların Düzlemsel Hareketi:
Bu paragrafta mükemmel elastik, yani sıkışabilir ve viskozitesiz, akışkanların düzlemsel hareketini ele alacağız. Yukarıda üç boyutlu ısı iletimi denklemini çıkartırken kullandığımız düşünceyi, aynen, akışkan hareketine uygulayacağız. İstersek oradaki gibi bir sonlu eleman seçerek benzer entegral ifadeleri birbiri ile eşitlemek suretiyle sonuca gidebiliriz. Ancak burada sonsuz küçük bir eleman seçerek bu eleman için momentum denge denklemlerini çıkartacağız. Böylece yukarıdaki vektörsel işlemlerin aynısını burada skaler olarak yapmış olacağız ve bu iki matematik yöntemin karşılaştırmak da mümkün olacak. 
Bu paragraftaki çalışmamızın bir diğer özelliği de, hareketli akışkan kütlesinin sahip olduğu, iki ayrı büyüklüğün değişimlerini incelememizin gerekli olmasıdır. Aşağıda önce akışkanın kütle miktarının değişimini sonra da momentum miktarının değişimini ele alacağız ve bunların her biri için -birbiri ile ilişkili- iki ayrı denge denklemi kuracağız. Böylece bir doğa olayının bir KDDS ile oluşturulmuş matematik modeline örnek vermiş olacağız.

Varsayalım ki mükemmel elastik bir akışkan kütlesi Oxz düzleminde hareket halindedir. Bu akımın rasgele seçilmiş bir N(x,z) noktasındaki hız vektörünü:
V = u(x,z)i + v(x,z)j

ile gösterelim. N(x,z) noktasını merkez olarak kabul eden (2dx,2dz) dikdörtgenini göz önüne alalım. Akışkanın, akım bölgesinin içinde oluşturduğumuz bu sonsuz küçük dikdörtgenin, AB ve AD kenarlarından girdiğini, BC ve CD kenarlarından ise çıktığını düşünelim. 
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KÜTLE MİKTARI DENGESİ (MADDENİN KORUNUMU):
Kuşkusuz ABCD dikdörtgeni içine giren-çıkan akışkan miktarımdaki fark dikdörtgenin içindeki akışkan yoğunluğundaki değişim ile dengelenecektir. Eğer akışkan yoğunluğunu ((x,z) ile gösterirsek örneğin AB kenarından giren akışkan miktarını şöyle hesaplayabiliriz. AB üzerinden geçebilecek hız bileşeni u dur; o halde AB den geçen akışkan miktarı 2dz((u)AB ((u)AB nin değerini ise N noktasındaki ((u)N = (u dan, “(u” nun x-yönündeki değişimini dx ile çarparak bulduğumuz dx( (( u)/( x ifadesini çıkartarak elde edebiliriz. Buna göre
(AB+AD) den giren – (BC+CD) den çıkan = ABCD deki yoğunluk değişimi 

ifadesi matematik olarak:

{2dz[( u - dx( (( u)/( x] + 2dx[( w - dz( (( w)/( z]}

· {2dz[( u + dx( (( u)/( x] + 2dx[( w - dz( (( w)/( dz]} =  4dxdz(( /( t

veya kısaltılırsa:

( ( /( t + ( ((u) /( x + ( ((w) /( z = 0                                         (1.33)

Böylece sıkışabilir, viskozitesiz akışkanların düzlemsel hareketleri için geçerli maddenin korunumu denklemi veya tarihi adıyla Süreklilik Denklemi ni ilde etmiş olduk.

MOMENTUM MİKTARININ DEĞİŞİMİ:

Yukarıda yaptıklarımızı, momentum için aynen tekrarlayacağız. Bu amaçla AB den geçen akışkanın momentumunu yazalım. Doğal olarak AB den geçen akışkan kütlesinin x- ve z- doğrultusunda iki momentum bileşeni olacaktır; bunları ayrı ayrı ifade edersek: 

x- yönünde:       [u(2dz(u)]AB = (u - dx( u/( x) {2dz[( u - dx( (( u)/( x]}

z- yönünde:       [w(2dz(u)]AB = (w - dx( w/( x) {2dz[( u - dx( (( u)/( x]}

Bu işlemleri x- ve z- yönlerinde ayrı ayrı her dört kenar için yapar ve giren akışkanın(AB ve AD kenarları) momentum miktarından çıkan akışkanın (BC ve CD kenarları) momentum miktarını çıkartır ve süreklilik denklemini de kullanacağımız kısaltmalardan sonra ABCD dikdörtgenine giren-çıkan akışkanın momentum farkını:

x- yönünde (( /( t +  u( ((u) /( x + w ( ((u) /( z

z- yönünde  (( /( t +  u( ((w) /( x + w ( ((w) /( z

olarak elde ederiz. Bu momentum miktarının artışını dengeleyecek fiziksel büyüklük ABCD dikdörtgeni içinde oluşacak momentum değişimidir. Kapalı bir bölgedeki akışkan kütlesinde momentum değişimi gerçekleşebilmesi için akışkanın sıcaklığının veya basıncının değişmesi gerekeceği açıktır. Deneysel çalışmalar böyle bir problemde basınç değişimlerinin çok daha önemli olduğunu göstermektedir. O halde  bu momentum artışı  basınç azalması ile dengelenecektir. Öyleyse, artık  denklemlerimizi:
x- yönünde         (( /( t +  u( ((u) /( x + w ( ((u) /( z = -(1/()( p /( x                    (1.34)
z- yönünde        (( /( t +  u( ((w) /( x + w ( ((w) /( z = -(1/()( p /( z                    (1.35)

biçiminde ifade edebiliriz. Bulduğumuz bu son denklemler EULER DENKLEMLERİ adını alır ve Akışkanlar Mekaniği’nin temel denklemlerinden birini oluştururlar.

Şimdi sıkışabilir, viskozitesiz akışkanın zamana bağlı düzlemsel hareketi için bulduğumuz bu denklemleri topluca yeniden yazalım.
( ( /( t + ( ((u) /( x + ( ((w) /( z = 0                                      (1.36a)

(( /( t +  u( ((u) /( x + w ( ((u) /( z = -(1/()( p /( x                  (1.36b)

(( /( t +  u( ((w) /( x + w ( ((w) /( z = -(1/()( p /( z                   (1.36c)

Görüldüğü gibi bu denklem takımı x-, z- serbest değişkenlerine bağlı bilinmeyen u(x,z), w(x,z), p(x,z) ve ((x,z) büyüklüklerinin değişimi arasındaki ilişkiyi belirleyen 1.nci mertebeden gayri-lineer bir KDDS oluşturuyor. Sisteme eklememiz gereken dördüncü denklem, yine deneysel çalışmaların işaret ettiği ve viskozitesiz yani sürtünmesiz akışkan kabulümüzle uyumlu olan izantropik hal değişimi denklemi yani:
p( -( = p0(0 -(                                                                                (1.36d)

denklemidir. Burada p0 , (0 hareketin başlangıcındaki bilinen değerleri, (  ise akışkanın cinsine göre belirlenen sabit ısı transferi katsayıları oranını göstermektedir.
Böylece tamamlanmış olan (1.36) sisteminin İlk/Sınır Şartlarının genel olarak ifade edilmesi, ileride de göreceğimiz gibi, son derece zordur. Bu yüzden önce bu denklemleri çok daha basit akım biçimlerini temsil edecek şekilde basitleştireceğiz.

Bu amaçla hareketin daimi yani zamandan bağımsız olduğunu, akışkanın ise sıkışamaz yani yoğunluğunun sabit(((x,z) = (0) kaldığını kabul edeceğiz. Bu iki kabul altında (1.36) denklemleri:
( u /( x + ( w /( z = 0                                            (1.37a)

u( u /( x + w ( u /( z = -(1/(0)( p /( x                       (1.37b)

u( w /( x + w ( w /( z = -(1/(0)( p /( z                        (1.37c)

biçimini alır ki artık üç bilinmeyen u(x,z), w(x,z) ve p(x,z) fonksiyonları için yazılmış  1.nci mertebeden gayri-lineer üç denklemli bir sistem var. Aslında gösterilebilir ki p(x,z) fonksiyonu yok edilebilir ve böylece bilinmeyen sayısı ikiye indirilebilir. Bunun için momentum dengesini ifade eden (1.37b) ve (1.37c) denklemlerinden ilki z- e, ikincisi ise x- e göre türetilir ve birbirinden çıkartılırsa (Yani önceki paragrafta yüzeysel entegralden hacimsel entegrale geçerken yaptığımız gibi bu denklemlere diverjans işlemi uygulanırsa):
( /( z[u( u /( x + w ( u /( z] - ( /( x[u( w /( x + w ( w /( z] = 0

(1.37a) denklemi de kullanılarak kısaltmalar yapıldığında bu ifade, basitleşerek:
( u /( z - ( w /( x = 0                                                  (1.38)
ifadesi elde edilir. Artık sistemimiz:

( u /( x + ( w /( z = 0                                            (1.39a)

( u /( z  - ( w /( x = 0                                            (1.39b)

oluşan iki u(x,z) ve w(x,z) bilinmeyenli 1.nci mertebeden fakat lineer bir KDDS ye dönüşmüştür. Bu denklem sistemi iyi bilinen CAUCHY-RIEMANN denklemleridir.

Bu denklemlerin temsil ettiği sıkışamaz, viskozitesiz akışkanın daimi düzlemsel hareketini tam bir matematik modele dönüştürebilmemiz için uygun İlk/Sınır Şartlarını da belirlemek zorundayız. Ancak problemimizden zaman değişkenini çıkardığımız için İlk Şart yazmamıza gerek kalmadı O halde sadece Sınır Şartlarını inceleyeceğiz. Bir akışkan hareketinin sınırı ancak başka bir akışkan hareketi ya da bir katı cisim cidarı ile belirlenebilir. Kabul edelim ki hareket bölgesinde bir tek akışkan ve bir tek katı cisim vardır. O halde akışkanımızın bu bir tek katı cisim cidarı üzerinde nasıl davranacağını belirlemeliyiz.


[image: image5]
Katı cisim etrafından akan bir akışkan kütlesi düşünelim. Yukarıda kabul ettiğimiz gibi akışkan viskozitesiz ise yani hareket sürtünmesiz gerçekleşiyorsa katı cisim cidarı üzerindeki akışkan zerrelerinin cismin cidarını takip ederek ”kayacakları” düşünülebilir. Diğer sözlerle akışkanın cisim cidarı üzerindeki hareketinde, her noktada, yalnızca cisim cidarına paralel yönde bir hız bileşeni olabileceği, cisim cidarına dik yöndeki hız bileşeninin her zaman sıfır kalacağı kabul edilebilir. Küçük viskoziteli gerçek akışkanlarla yapılan deneyler bu kabulün oldukça geniş bir uygulama alanında geçerli olduğunu göstermektedir. O halde sınır şartımızı kısaca:
Katı Cisim Cidarında:       V ( = ui + wk) // Katı Cisim Cidarı (KCC)                         (1.40)
olarak ifade edebiliriz. 
Böylece matematik modelimizi tamamlamış olduk. Ancak bu modeli topluca yazmazdan önce, problemimizin matematik karakterini daha iyi açıklayacak bir işlem daha yapalım ve kabul edelim ki akım bölgesinin her bölgesinde 
u = -(( /( z ,      w = (( /( x                                        (1.41)

biçiminde tanımlanan bir ((x,z) fonksiyonu vardır. Açıkça görülüyor ki bu ifadeler (1.39a) denkleminde yerine konulursa denklem bir özdeşlik halini alır, yani (1.41) ifadeleri (1.39a) denklemini her ((x,z) fonksiyonu için sağlar; veya diğer sözlerle (1.41) ifadeleri (1.39a) denklemi yerine geçer. Bu ifadeleri (1.39b) de yerine koyarsak, (1.39) sisteminin yerine geçmek üzere 

( 2( /( x2 + ( 2( /( z2 = 0                                               (1.42)
denklemini elde ederiz. 
Öte yandan((x,z) fonksiyonu için tam türev ifadesini yazalım ve sıfıra eşitleyelim;   bu yolla ( =sabit eğrilerinin denklemini elde edeceğiz:

d( = dx(( /( x + dz(( /( z = 0  (  (dz/dx)(=st. = ((( /( x)/-( (( /( z) = w/u       (1.42)
Açıkça görülüyor ki (=st. Eğrileri her noktada, o noktadaki hız vektörüne teğet kalmaktadır. Böylece ((x,z) fonksiyonu fiziksel anlam kazandı. Bu nedenle ((x,z) fonksiyonuna Akım Fonksiyonu adı verilir. Katı cisim cidarı için söylediklerimiz hatırlanırsa, KCC ile Akım Çizgisinin aynı özellikleri taşıdığı görülecektir. Bu nedenle akım bölgesi içindeki KCC yi akım bölgesinin her noktasından geçen bir akım çizgisi ile temsil etmemiz mümkündür. Bu özel akım çizgisini (0 ile gösterelim.

Artık sıkışamaz, viskozitesiz bir akışkanın daimi, iki boyutlu hareketini temsil eden matematik modelimizi topluca yazabiliriz.

 ( 2( /( x2 + ( 2( /( z2 = 0                                               (1.43a)

((x,z)=(0  da  V//(0                                                                                   (1.43b)

Görüldüğü gibi incelediğimiz olay sonunda ikinci mertebeden lineer tek denklemle temsil edilen ve oldukça karmaşık sınır şartlarına sahip bir matematik modelle sonuçlandı. 
1.5 KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN BAZI TEMEL ÖZELLİKLERİ:
Çözüm Kavramı: 
Adi diferansiyel denklemlerle ilgili çalışmalarımızdan biliyoruz ki bir Adi Diferansiyel Denklemi veya Sistemini sağlayan fonksiyonların tümü bu denklemin Genel Çözüm Ailesini oluşturur. Bu çözüm ailesi içinde, denklemin (sistemin) mertebesine eşit sayıdaki, İlk/Sınır Şartlarını sağlayan bir ve bir tek fonksiyon varsa buna denklemin Özel Çözümü denilir.

Kısmi Diferansiyel Denklemler halinde çözüm kavramı, ne yazık ki, yukarıdaki kadar net ve basit bir anlam taşımamaktadır. Tabii ki bir kısmi diferansiyel denklemi sağlayan tüm fonksiyonlar bu denklemin Genel Çözüm Ailesini oluştururlar. Ancak zorluk bunlar arasından –varsa ve tekse- özel çözümü bulmaya kalktığımızda ortaya çıkar. Çünkü, ilerideki bölümlerde de görüleceği gibi, herhangi bir KDD veya KDDS için geçerli olan, diğer sözlerle bir ve bir tek çözüm bulunmasını garanti eden İlk/Sınır Şartları Takımı, genel olarak bilinmemektedir. Elimizdeki teori çok dar bir KDD veya KDDS grubu için bu şartların nasıl olabileceğini açıklamaktadır. Dolayısı ile en genel anlamda bir KDD veya KDDS nin çözümünden bahsetmek anlamlı ya da olanaklı değildir.
Bu nedenle KDD veya KDDS hakkındaki bütün literatür gibi bu kitap da çok dar bir alanda geçerli bir bölgede kalacak şekilde yazılmıştır. Şimdi bu sınırları madde madde belirleyelim.

Serbest Değişken Sayısı:
Bu kitapta ele alınacak KDD veya KDDS ler genelde iki veya üç bazen de dört serbest değişkenli fonksiyonlar içerecektir.

Aslında bu sınırlama teorik olarak çok gerekli değildir. Ancak biri zaman ve üçü uzay boyutu olmak üzere düşündüğümüz dört boyuttan daha fazla değişkenin bulunması halinde problemi tasavvur etmek gerçekten büyük zorluklar göstermektedir. Öte yandan içinde yaşadığımız doğanın özelliklerinden dolayı dörtten fazla serbest değişken nadiren karşımıza çıkan bir durumdur.
Denklem/Bilinmeyen Sayısı:
Bu kitapta ağırlıklı olarak tek bilinmeyenli tek denklemden söz edilecektir. Yer yer iki veya daha çok denklemli sistemler de ele alınacaktır.

Bu sınırlama da, bu kitapta incelenecek KDDS grupları için, çok önemli değildir. İleride bir KDD den KDDS ye ya da ters yöndeki geçiş kuralları açıklandığında bu husus açıkça görülecektir. 

Lineerlik ve Süperpozisyon Kuralı:
Bu kitabın, ve muhtemelen bütün KDD Teorisi’nin, en ağır kısıtlaması budur. 

Önce lineerliği ve Süperpozisyon ilkesini açıklayalım. Bu amaçla iki serbest değişkenli bir f(x,y) fonksiyonu için yazılmış, örneğin, ikinci mertebeden lineer bir KDD alalım. Kabul edelim ki A, B, C, D, E ve F x-,y- ye bağlı olarak verilmiş bilinen sürekli fonksiyonlardır.
A(x,y)( 2f /( x2 + B(x,y)( 2f /( x( y + C(x,y) ( 2f /( y2 

                                                                            + D(x,y)( f /( x + E(x,y)( f /( y + F(x,y,f) = 0                (1.44)
Şimdi kabul edelim ki (1 ve  (2  bu denklemi sağlayan (yani genel çözüm ailesi içinden seçilmiş) iki fonksiyondur. O halde
A( 2(1 /( x2 + B( 2(1 /( x( y + C( 2(1 /( y2 + D( (1 /( x + E( (1 /( y + F(x,y, (1) = 0     (1.45) 
A( 2(2 /( x2 + B( 2(2 /( x( y + C( 2(2 /( y2 + D( (2 /( x + E( (2 /( y + F(x,y, (2) = 0     (1.46)

ifadeleri doğrudur. Şimdi (1.45) i   ( k1 ve (1.46) yı    ( k2     ile çarpıp bu denklemleri toplayalım:              
A( 2(( k1(1 ( k2( 2) /( x2 + B( 2(( k1(1 ( k2( 2) /( x( y + C( 2(( k1(1 ( k2( 2) /( y2 

+ D( (( k1(1 ( k2( 2) /( x + E( (( k1(1 ( k2( 2) /( y + F(x,y, (( k1(1 ( k2( 2)) = 0     (1.47) 

bağıntısını elde ettik. Açıkça görülüyor ki (3 =  (( k1(1 ( k2( 2) fonksiyonu da (1.44) denkleminin bir çözümüdür. Bu sonuç bizi KDD Teorisinin en önemli kurallarından birine götürür:

Süperpozisyon İlkesi: Lineer bir KDD nin herhangi iki çözümünün cebirsel toplamı, denklemin yeni bir çözümünü oluşturur.
Bu kuralın sağlayacağı kolaylığın önemi ortadadır. Herhangi bir lineer KDD ye birbirinden bağımsız iki çözüm bulunduğunda bunların cebirsel toplamlarını oluşturarak sınırsız sayıda yeni çözüm üretebiliriz. Bu önemli kolaylık nedeniyle KDD teorisinin lineer denklemlerle ilgili kolu çok geliştirilmiştir. Sık sık karşımıza çıkan gayri-lineer denklemlerden kurtulmak ve onları lineer hale getirmek için çok sayıda lineerleştirme yöntemi geliştirilmiştir.

Burada bir noktaya dikkat edilmelidir. Süperpozisyon ilkesi yalnızca lineer bir denklemin genel çözümleri arasındaki çok önemli bir ilişkiyi belirlemektedir. İlk/sınır Şartlarının da bu lineer denkleme eklenmesi ile oluşan matematik model için Süperpozisyon İlkesinin uygulanması ayrıca, ve bazen çok zahmetli, bir çalışma gerektirir, ve hatta, bazı hallerde hiçbir sonuç sağlamayabilir.

Bu kitapta yalnızca lineer KDD ve KDDS ler incelenecektir.

Lineer Denklemlerin Katsayıları:
Yukarıda lineer denklemler için geçerli olan Süperpozisyon İlkesinin o denklemin içinde yer aldığı matematik model halinde doğrudan geçerli olamayabileceğini belirtmiştik. Bunun en önemli nedeni lineer bir KDD nin katsayılarının, yani  (1.44) denklemindeki A(x,y), B(x,y), C(x,y), D(x,y) ve E(x,y) fonksiyonlarının, çözüm aranan bölge içinde uğradığı değer değişiklikleri nedeniyle KDD nin “karakterini” değiştirmesidir. İleride inceleyeceğimiz bu “karakter” değişikliği nedeniyle KDD nin parçası olduğu Matematik Model büyük ölçüde değişikliğe uğramakta yani çözüm bölgesinin bir parçasında başka diğer bir parçasında başka İlk/Sınır Şartları gerekli olmaktadır. Bu nedenle değişken katsayılı ve lineer KDD ler için, literatürde, çok az sayıda örnek bulunmaktadır ve bu örnekler dahi A, B, C, D, E için çok dar ve sınırlayıcı koşullar altında hazırlanmışlardır.

Bu kitapta yalnızca Sabit Katsayılı Lineer Denklemler incelenecektir.

Çözüm Yöntemleri:
Günümüzde KDD ve KDDS ler için kullanılabilen iki ana çözüm yöntemi mevcuttur:

1. Analitik Yöntemler: Bunlar temel araçları kalem, kağıt ve kütüphane olan “klasik” matematik çalışma yöntemleridir. Bu gruptaki çalışmalarda genellikle izlenen yol belirli bir doğa olayını gözlemlemek, buna uygun Matematik Modeli tartışmak ve oluşturmak ve bu modele çözüm oluşturacak fonksiyonları araştırarak, varsa, bunlar arasından tek bir çözümü bulmaktır. Tabii bu çözüm ailesinin “var” ve bulunan çözümün “tek” olduğunu ispatlamak da bu çalışma yönteminin belki en önemli, fakat en çok ihmal edilen, parçasını oluşturmaktadır.
2. Sayısal Yöntemler: Bu yöntemlerin ana ilkeleri matematik çalışmaların ilk başladığı günden beri bilinmekteydi. Ancak 1950 lerden itibaren hızla gelişen bilgisayar kullanımı sayesinde evvelce uzunluğu ve karmaşıklığı nedeniyle “dokunulamaz” kabul edilen hesaplama yöntemleri saniyeler içinde gerçekleştirilebilir hale gelince Sayısal (Bilgisayarlı) Hesaplama hızla gelişerek Matematiğin en önemli dallarından birini oluşturdu.
Bu iki temel çalışma yöntemini kısaca karşılaştıralım.Yukarıdaki açıklamadan da anlaşılabileceği gibi:

Günümüzde, analitik yöntemler iki bakımdan sayısal yöntemlerden üstün. Bunlar: Matematik Modelin Oluşturulması ve  elde edilen çözümün gerçekten “çözüm” olduğunu bilmek. Gerçekten de, halen Sayısal Matematik Model oluşturma ile ilgili yoğun bir çalışma yürütülmekte ise de henüz klasik yöntemlerin yerini alacak bir başarıya ulaşılamamıştır ve aslında Sayısal Model Oluşturma Teknikleri de yine klasik (analitik) yöntemlerle yürütülmektedir. Bir Matematik Modelin çözümünün var ve tek olduğunu tartışmak ya da ispatlamak ise, henüz Sayısal Hesaplama Yöntemleri’nin hiç uygulanmadığı bir alandır.
Buna karşılık analitik biçimi bilinen bir fonksiyonun argümanının akla sığmayacak sayıda değeri için hesaplanması ve bilgisayarın hafızasında her an hesaplanmaya hazır bekleyebilmesi, özellikle Logaritma Cetveli ve Sürgülü Hesap Cetveli devrini hatırlayanlar için, inanılmaz bir kolaylıktır. Matematik Tarihinde ( sayısının ondalık altıncı hanesini doğru hesaplamak için yıllarını vermiş matematikçiler olduğu düşünülürse bu olanağın önemi açıkça ortaya çıkar. Fakat Sayısal Yöntemlerin asıl önemli uygulama alanı Matematik Modelin bilinmesi fakat analitik çözümün bulunamaması halinde ortaya çıkar. Bu durumla sanıldığından daha çok karşılaşırız. Öyle ki ikinci mertebeden bir gayri-lineer adi diferansiyel denklemin dahi analitik çözümünü bilemediğimiz haller mevcuttur. Bilinen Matematik Modelin Sayısal Modele dönüştürülmesi ve bu modelin sayısal yöntemlerle çözülmesi ise çok defa mümkündür ve hatta bazen inanılmayacak kadar hızlıdır.
Görüldüğü gibi analitik ve sayısal yöntemler aslında farklı fakat birbirini bütünleyen matematik çalışma biçimleridir. Yalnızca birini veya diğerini tercih etmek, kesinlikle, doğru değildir.

Bu kitap Analitik Yöntemlerin açıklamasını yapmaya çalışacaktır. 

Mertebe:
KDD teorisi, günümüzde, yalnızca 1.nci ve sabit katsayılı 2.nci mertebeden denklemler halinde kısmi bir bütünlük göstermektedir. Yukarıda da belirtildiği gibi 2.nci mertebeden denklemlerin gayri-lineer olması hatta lineer fakat değişken katsayılı olması halinde teori birbirinden kopuk küçük adacıklar haline gelmektedir.
Bu kitapta yalnızca 1.nci ve 2.nci mertebeden denklemler incelenecektir.
Sonuç:
Bu paragraftaki sınırlamalarımızı bir araya toplarsak bu kitapta inceleyeceğimiz KDD ve KDDS ler 

1. 1.nci mertebeden lineer veya sanki-lineer tek denklem ya da iki, üç denklemli sistem
2. 2.nci mertebeden fakat lineer, sabit katsayılı denklem ya da iki, üç denklemli sistem
lerden ibaret olacaktır.

İlk bakışta çok dar gibi görülebilecek bu sınırlama, aslında KDD Teorisi hakkında bütün literatürde bulunabilecek bilginin çok önemli bir kısmını oluşturmaktadır. Ayrıca, yukarıda verilen örneklerde de olduğu gibi, fizik/mühendislik problemlerinin çok büyük bir bölümü 2.nci mertebeden, bazen lineer, bazen gayri-lineer  fakat lineerleştirilebilir denklemler içeren matematik modellerle temsil edilebilmektedir. Zaten bu biçimdeki problemler için elimizde daha gelişmiş bir teorinin bulunmasının nedeni de budur. 1.nci mertebeden denklemler daha çok geometrik uygulamalar dolayısı ile karşımıza çıkmaktadır. Kitabın bütünlüğü açısından gelecek bölümde kısaca ele alınacaktır. 

Kitabın temel konusu 2.nci mertebeden lineer, sabit katsayılı denklemler kullanılarak Matematik Modelin Kuruluşu ve bilinen bazı çözüm yöntemlerinin irdelenmesi olacaktır.
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