2. İKİNCİ MERTEBEDEN LİNEER DİFERANSİYEL DENKLEMLER;
2.1 GİRİŞ:
Bu bölümde ele alacağımız temel konu ikinci mertebeden değişken katsayılı lineer diferansiyel denklemler ve özellikle bunların seri çözümleri olacaktır. Ancak asıl konumuzu ele almazdan önce uygulamada önemli bir yer tutan sabit katsayılı diferansiyel denklemleri kısaca inceleyeceğiz.

Aşağıda vereceğimiz temel teoremlerin hemen hepsi n- inci mertebeden lineer diferansiyel denklemler için de geçerlidir. Ancak biz çalışmalarımızı ikinci mertebeden denklemlerle sınırlı tutacağız.

2.2 SABİT KATSAYILI LİNEER DİFERANSİYEL DENKLEMLER:
İkinci mertebeden, sabit katsayılı, lineer bir adi diferansiyel denklemin en genel biçimi:

Au’’ + Bu’ + Cu = F(t)
olarak yazılabilir. Burada A, B, C sabit sayıları ve f(t) bilinen bir fonksiyonu temsil etmektedir. Doğal olarak bu denklemle birlikte iki ilkşart verilmelidir. Bunları da yazalım:
t = t0 da    u(t0) = u0 ,   u’(t0) = u’0
Doğal olarak A ( 0 dır. Aksi halde denklemimiz mertebe düşerek önceki bölümde incelediğimiz birinci mertebeden denklemler sınıfına girecektir. Bu nedenle bu denklem, A ile bölünerek, (b = B/A, c = C/A,  f(t) = F(t)/A)
u’’ + bu’ + cu = f(t)
biçiminde de ifade edilebilir. İlkşartlar her iki yazılım için de geçerlidir. Aşağıdaki çalışmalarımızda ilk biçim esas alınacaktır. Genelde Au’’ + Bu’ + Cu = F(t) denklemi incelenirken iki aşamalı bir yol izlenir ve önce denklemin sol tarafını oluşturan parçası sıfıra eşitlenerek buna ait çözümler elde edilir. Buna göre ilk aşamada homojen denklem ya da bizim tercih edeceğimiz isimle “sağtarafsız” denklemin çözümü aranır. Biz de aynı yolu izleyeceğiz.
Sağtarafsız Denklemin Genel çözümleri:
Artık çözeceğimiz denklem,
Au’’ + Bu’ + Cu = 0
biçiminde verilmiştir. Bu denklemin çözümünün var ve tek olmasına ait konuları bir sonraki paragrafa bırakıp, çok kolay olan çözümün bulunması işlemine geçelim. Bu amaçla varsayalım ki bu denklemi sağlayan u(t) fonksiyonu, k bir sabit olmak üzere,
u(t) = exp[kt]
biçimindedir. Gerçekten de varsaydığımız çözüm fonksiyonu denklemde yerleştirildiğinde k için:
Ak2 + Bk + C = 0
cebirsel denklemini vermektedir. Demek ki bu son denklemi sağlayan her k değeri için
u(t) = exp[kt]
fonksiyonu bu denklemi sağlar yani bir çözüm oluşturur. Elimizdeki ikici mertebeden bir cebirsel denklem oluğuna göre k1 ve k2 gibi iki çözüme sahiptir. O halde İkinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemimizi sağlayan
u1(t) = exp[k1t]  ve   u2(t) = exp[k2t]

gibi iki çözüm elde ettik.

Acaba başka çözüm var mı? Bu soruyu cevaplamak için elimizdeki iki çözümden bir cebirsel kombinasyon yapalım ve denkleme götürelim, c1 ve c2 keyfi sabitler olmak üzere yeni çözümümüz:
u(t) = c1u1 + c2u2 =  c1exp[k1t] + c2exp[k2t]

denkleme götürülürse: Au’’ + Bu’ + Cu = 0

A{c1k12exp[k1t]+ c2k22exp[k2]} +B{ c1k1exp[k1t]+ c2k2exp[k2]} +C{ c1exp[k1t]+c2exp[k2t]}= 0
veya
c1A {k12exp[k1t]}+ c1B {k1exp[k1t]}+ c1C{ exp[k1t]}+ 





c2A{k22exp[k2t]}+ c2B {k2exp[k2t]}+ c2C{ exp[k2t]} = 0

bağıntısını buluruz ki u1 ve u2 çözüm olduğuna göre u(t) = c1exp[k1t] + c2exp[k2t] nin de bir çözüm olacağı açıkça görülmektedir. Şu halde bulduğumuz iki u1 ve u2 çözümlerinin bütün “lineer” kombinasyonları (Süperpozisyon İlkesi) denklemin çözümüdür. Bu
u(t) = c1exp[k1t] + c2exp[k2t]
ifadesine denklemin “Genel Çözümü” adını vereceğiz. Böylece iki keyfi c1 ve c2 sabiti içeren sınırsız sayıda çözüm elde ettik. Kuşkusuz bu c1 ve c2 sabitlerinin değerini, denklemle birlikte bize verilecek olan ilkşartlar yardımıyla tayin edeceğiz.
 Bundan şu sonuç çıkıyor. Eğer yukarıda bulduğumuz u = c1u1 + c2u2 biçimindeki çözümün “tek” çözüm olup olmadığını araştırıyorsak, bunu, ancak ilkşartları sağlayan bir çözümü ele alarak yapmalıyız. Eğer u = c1u1 + c2u2 verilen ilkşartları sağlayan bir çözüm ise,
 c1u1(0)  +  c2u2(0)  = u0
 c1u’1(0) + c2u’2(0) = u’0
bağıntıları geçerlidir. Bu iki denklemde u1 ve u2 için verilen bütün değerler sabitlerdir. Dolayısıyla bu iki denklemli sistemi c1 ve c2 için yazılmış iki bilinmeyenli ve iki denklemli bir cebirsel denklem sistemi olarak görebiliriz. Biliyoruz ki böyle bir sistemden c1 ve c2 değerlerinin çözülebilmesi için katsayılar determinantı:
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olmalıdır. Determinant hesaplanırsa:
exp[k1t0]k2exp[k2t0] - exp[k2t0]k1 exp[k1t0] = (k2 – k1)exp[(k1+k2)t0
elde edilir ki bu ifade anca k1=k2 olduğunda sıfıra eşit olur. Diğer bütün hallerde c1 ve c2 , bu cebirsel denklem sisteminden çözülebilen belli bir tek değer takımına sahiptir. Yani her bir ilkşart takımı için u(t) = c1exp[k1t] + c2exp[k2t] çözümü tektir.

Özel bir hal olan k1=k2 halinde c1 ve c2 tek olarak belirlenemeyeceğine göre bu halde çözüm fonksiyonlarımız u1 ve u2 den birini diğerinden bağımsız bir çözüm verecek biçimde değiştirmeliyiz. Bunu birazdan k1=k2  hali için yapacağız.
Ancak daha önce 

Ak2 + Bk + C = 0
denkleminin köklerini ve bunlar yardımıyla oluşturabileceğimiz genel çözüm biçimlerini inceleyelim. İyi bildiğimiz gibi bu, ikinci mertebeden bir cebirsel denklem ve köklerinin durumu, katsayılarına bağlı olarak aşağıdaki gibi sınıflandırılabilir.
Gerçel Kökler, B2 – 4AC>0
Bu halde kökler gerçel ve ayrıktır. Genel Çözüm yukarıda verildiği gibi hemen yazılabilir.

u(t) = c1exp[k1t] + c2exp[k2t]
Katlı Kökler, B2 – 4AC = 0
Bu hal yukarıda belirtildiği gibi u1(t) = exp[k1t]  ve   u2(t) = exp[k2t] biçiminde verilmiş olan çözüm fonksiyonlarının birbirinden bağımsız olmadıkları haldir. O halde,bu çözümlerden birini,  örneğin u1(t) = c1exp[k1t]  çözümünü koruyup, denklemi kullanarak, ikinci ve bu defa u1 ile lineer bağımlı olmayan bir çözüm bulmalıyız.
Eğer B2 – 4AC = 0 ise k1 = k2 = k = -B/A dır. Ayrıca Au’’ + Bu’ + Cu = 0 ifadesi,

(d/dt – k)2u = 0
biçiminde yazılabilir. Yeni çözüm fonksiyonu olarak u(t) = t exp[kt]  fonksiyonunu denediğimizi düşünelim.
(d/dt – k)2 t exp[kt] = (d/dt)2 t exp[kt] – 2k(d/dt) t exp[kt] + k2 t exp[kt] 
                               = 2k t exp[kt] + k2t t exp[kt] -2k[t exp[kt] + kt t exp[kt]] + k2 t exp[kt] = 0
Görüldüğü gibi yeni bir çözüm bulduk. Üstelik bu çözümün önceki çözümümüz  exp[kt] den bağımsız olduğu apaçık. O halde katlı kök halinde sağtarafsız denklemimizin genel çözümü:
u(t) = c1exp[k1t] + c2t exp[k2t]
olarak belirlenmiş oldu.

Karmaşık Kökler, B2 – 4AC < 0
Bilindiği gibi bu halde kökler karmaşık ve eşleniktir. Şu halde, a ve b gerçel sayılar olmak üzere 
k1 = a + ib ve k2 = a – ib ,       u(t) = c1exp[(a + ib)t] + c2exp[(a – ib)t]
yazabiliriz. Bu noktada EULER DENKLEMİNİ kullanırsak, yani

exp[( ib] = Cosb (  i Sinb

u(t) = (c1 + c2)exp[at] Cosbt + i (c1 – c2)exp[at] Sinbt

veya C1 = (c1 + c2) ,  C2 = i(c1 – c2) yazarak çözümün son halini

 u(t) = C1exp[at]Cosbt + C2exp[at]Sinbt
biçiminde yazabiliriz.

 Örnekler:
1.  d2u/dt2 + 5du/dt + 6u = 0 denkleminin t = 0 da u(0) = 2,  u’(0) = 3  olan çözümünü bulunuz.
Önce Genel Çözümü bulalım.  A = 1, B = 5, C = 6, (  k2 + 5k + 6 = 0 cebirsel denkleminin kökleri, B2 – 4AC = 1>0( gerçel ve k1 = 2, k2 = 3 olarak verilmiş. O halde genel çözüm:
uG = c1e2t + c2e3t
İlkşartları uygulayalım:     u(0) =  c1 +  c2 = 2
                                           u’(0) = 2c1 + 3c2 = 3  (  c1 = -1, c2 = 3
u(t) = -e2t + 3e3t
2.   2d2u/dt2 – 5du/dt + 3u = 0 ,  u(0) = 0,  u’(0) = 1
2k2 -5k + 3 = 0 ( B2 -4AC = 1>0, gerçel, k1 = 1,  k2 = 3/2  

uG(t) = c1et + c2e3 t / 2
c1 + c2 = 0,  c1 +(3/2)c2 = 5 ( c1 = -10, c2 = 10
u(t) = 10(-et + e3 t / 2)
3.   d2u/dt2 – 2du/dt + u = 0,  u(1) = 2, u’(1) = 3
k2 – 2k + 1 = 0 ( B2 – 4AC = 0 gerçel katlı kök   k1 = k2 = 1
uG(t) = c1et + c2 t et
c1e1 + c21e1 = 2,  c1e1 + c2e1 + c21e1 = c1 e1  + 2c2e1 = 3 (  c1 = c2 = 1/e
u(t) = (1/e)[ et + tet]
4.   d2u/dt2 + 3du/dt + 3u = 0,  u(0) = 0, u’(0) = 3
k2 + 3k + 3 = 0 ( B2 – 4AC = -4 karmaşık ve eşlenik kökler k1 = -3/2+i, k2 =-3/2-i
uG(t) = C1exp(-3t/2)Cost + C2 t exp(-3t/2)Sint
C1 Cos(0) + C2Sin(0) = 0 ( C1 = 0,  C2Sin(3) = 3 ( C2 = 3/Sin(3)
u(t) = [3/Sin(3)]exp(-3t/2)Sin(t)
Sağ Taraflı Denklemin Çözümü – Özel Çözüm Kavramı:
Yukarıda, Au’’ + Bu’ + Cu = 0 biçiminde verilmiş olan ikinci mertebeden, sabit katsayılı, lineer, “sağtarafsız”  diferansiyel denklemin nasıl çözülebileceğini kısaca özetledik.

“Sağtaraflı”   Au’’ + Bu’ + Cu = F(t)  denkleminin çözümünde ise yukarıda elde ettiğimiz uG(t) Genel Çözümünü kullanarak yürüttüğümüz iki ayrı yöntemimiz var. Bunları özetleyelim.
· Özel Çözüm Yöntemi: Bu yöntem, Lineer Denklemlere ait Süperpozisyon ilkesinden yararlanarak, genel çözüme

 u(t) = (c1u1 + c2u2)  + uP(t) = uG(t) + uP(t)


biçiminde bir uP(t) “Özel Çözüm” fonksiyonu seçerek eklemek ve u(t) =  uG(t) + uP(t) ile  denkleme dönerek uP(t) nin denklemi sağlayan biçimini bulmak ve verilen ilkşartları uygulamak biçiminde açıklanabilir. Doğal olarak bu yöntemde uP(t) nin seçimi, sonucun çabuk elde edilmesi bakımından, büyük önem taşır. Aşağıda örneklerde göreceğimiz gibi, F(t) nin basit ve kısa bir ifadeden oluştuğu durumlarda avantaj sağlayan, bu yöntemde uP(t), genelde F(t) ye benzeyen fonksiyonlardan oluşturulur.
· Katsayıların Değişimi Yöntemi: Belirsiz Katsayılar adı da verilen bu yöntemde ise, yine,

u(t) = c1u1 + c2u2
ifadesinden yola çıkılır. Ancak bu defa c1 = U1(t) ve c2 = U2(t) gibi iki fonksiyonla değiştirilir. Elde edilen

u(t) = U1(t) u1(t) + U2(t) u2(t)
ifadesi denkleme götürülerek, denklem sağlanacak biçimde, v1(t) ve v2(t) fonksiyonları, tayin edilir. Yine son işlem ilkşartların uygulanmasıdır. Şimdi u1 ve u2 nin sağtarafsız denklemi sağladığını unutmaksızın bu ifadeyi denkleme götürelim. Ancak bu aşamada iki çözüm fonksiyonundan istediğimiz birini seçebiliriz; buna u(t) ve katsayısına U(t) diyelim.
A(Uu)’’ + B(Uu)’ + CUu = F(t)
AU’’u + 2AU’u’ + AUu’’ + BU’u + BUu’ + CUu = F(t)
U[Au’’ + Bu’ + Cu] + AU’’u + BU’u + 2AU’u’ = F(t)
Parantez içindeki ifade sağtarafsız denklemin kendisidir ve doğrudan sıfıra eşittir. Şu halde bu ifadenin doğru olabilmesi için

AU’’u + BU’u + 2AU’u’ = F(t) ( AuU’’ + (Bu +2Au’)U’ = F(t)
 olmalıdır. Bulduğumuz denklemde yalnızca U’ ve U’’ var; şu halde V = U’  yazarsak denklemimiz, bir mertebe düşerek önceki paragrafta incelediğimiz birinci mertebeden, ard arda çözülebilen, iki denklem haline gelecek.

U’ = V,  AuV’ + (Bu + 2au’)V = F(t) 
Birinci denklem yalnızca bir entegrasyon işlemi gerektiriyor. Daha önce çözülmesi gereken ikinci denklem için ise, F(t) ye bağlı olarak, önceki paragrafta incelediğimiz yöntemler yardımıyla çözülecektir. 
Yukarıda bu yöntemin uygulamasına başlarken, u1 ve u2 den istediğimiz birisi ile başlamıştık. Şu halde bir tek c1 veya c2 sabitimiz var. İkinci sabit şimdi bulduğumuz birinci mertebeden denklemin entegrasyonu ile gelecek.
Aslında yukarıdakine benzer bir çalışmayı u(t) = U1(t) u1(t) + U2(t) u2(t) ifadesinin tümünü kullanarak da yapabiliriz. Fakat bunu bir sonraki paragrafa bırakacağız.
Aşağıdaki örneklerde her probleme bu yöntemlerin ikisi de ayrı ayrı uygulanmıştır. 
1.
d2u/dt2 – u = t,     t = 0 da:     u(0) = 0 du(0)/dt = 2

Önce sağtarafsız denklemi çözelim. 

A = 1, B = 0, C = -1( B2 – 4AC = 4>0 gerçel ve ayrık iki kök.
d2u/dt2 – u = 0 ( k2 – 1 = 0 ( k1=1, k2 = -1
uG(t) = c1et + c2 e-t
Sağtaraflı nın çözümü Yöntem 1:

u (t) = uG(t) + uP(t) = c1et + c2 e-t + atm  kabul edelim ve denkleme gidelim.
(c1et + c2 e-t + tm)’’ – (c1et + c2 e-t + tm) = x (  m(m-1)at (m-2) – a t m = at ( m = 1, a = -1
u(t) = c1et + c2 e-t + t  ( t = 0 da c1 + c2 = 0

                                                       c1 – c2 - 1 = 2( c1 = -c2 = 3/2 
u(t) = (3/2)(et -  e-t) + t 
Sağtaraflı nın çözümü Yöntem 2:
u(t) = U(t)et alalım ve denkleme gidelim.
[U(t)et]’’ – U(t)et = t ( U’’et + 2U’et + Uet – Uet = t ( U’ = V,  V’et + 2Vet = t
Bu denklemi entegrasyon çarpanı et ile çarpalım.

 V’e2t + 2Ve2t = tet(  [Ve2t]’ = tet ( Ve2t = ( (tet)dt + c2
Ve2t = ( (tet)dt + c2 = et(t-1) + c2 (  V = te-t – e-t + c2e-2t
U(t) = ( [te-t – e-t + c2e-2t]dt = -te-t – e-t + e-t – c2e-2t = -te-t – c2e-2t
u2(t) = U(t) u(t) = (-te-t – c2e-2t) et(   -t – c2e-t  (    u(t) = c1et + c2e-t -t
(c2 entegrasyon sabitinin değeri en sonunda ilkşartlara göre tayin edileceği için, yukarıdaki entegrasyon işlemlerinde c2/2 veya –c2 yerine c2 yazmanın sakıncası olmaz.)
2.2 DEĞİŞKEN KATSAYILI LİNEER DİFERANSİYEL DENKLEMLER:
Bu paragrafta İkinci Mertebeden, Lineer, Değişken Katsayılı Diferansiyel Denklemleri ele alacağız. Çalışma tarzımız hemen tamamen önceki paragraftaki gibi olacak. 
Burada verilecek temel bilgilerin hemen tamamının daha yüksek mertebeli denklemler için de geçerli olmasına rağmen biz ilgimizi ikinci mertebeden denklemlerle sınırlı tutacağız. 

İkinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklemin en genel yazılışı:

A(t)d2u/dt2 + B(t)du/dt + C(t)u = F(t)
biçimindedir. Burada görünen A(t), B(t), C(t), F(t) ve u(t) fonksiyonlarını belirli bir gerçel    t1 ( t ( t2  aralığında tanımlı ve sürekli fonksiyonlar olarak kabul ediyoruz.

Tekil Noktalar: Tanım aralığında A(t) = 0 yapan t noktalarına, denklemin Tekil Noktaları adını veriyoruz. 

Tekil Noktalar civarında denklemi çözmek zordur ve ayrı bir çalışma gerektirir. Bu nedenle   –şimdilik- t1 ( t ( t2 aralığındaki bütün noktalarda A(t) ( 0 kabul edeceğiz. Diğer sözlerle: kabul edeceğiz ki, t1 ( t ( t2 aralığında

A(t)d2u/dt2 + B(t)du/dt + C(t)u = F(t)

denkleminin hiçbir tekil noktası yoktur.

Normal Diferansiyel Denklem: Tanım aralığında tekil noktaya sahip olmayan diferansiyel denklemlere Normal Diferansiyel Denklem diyoruz. Yine bu tanıma göre önceki paragrafta incelediğimiz Sabit Katsayılı Denklemlerin tümü Normal Diferansiyel Denklemlerdir.
Bu tanıma göre,
A(t)d2u/dt2 + B(t)du/dt + C(t)u = F(t)

denklemi bir Normal Diferansiyel Denklemdir. Bu nedenle de b(t) = B(t)/A(t), c(t) = C(t)/A(t) ve f(t) = F(t)/A(t) yazarak, denklemi en çok kullanacağımız biçimiyle, yani
d2u/dt2 + b(t)du/dt + c(t)u = f(t)

şeklinde yazabiliriz.

Örnekler:
1.   t2d2u/dt2 + u = 0,  t = 0 noktasını içermeyen her aralıkta normal.

2.   d2u/dt2 + tu = Sint, Her aralıkta normal.

Denklemin Operatörü:  d2u/dt2 + b(t)du/dt + c(t)u = f(t) denklemini,

L[u] = [d2/dt2 + b(t)d/dt + c(t)]u = f(t)
biçiminde yazabileceğimiz açıktır. Şimdi köşeli parantez içindeki tüm işlemleri bir bütünün parçaları olarak görelim ve bu bütünü, yukarıda yapıldığı gibi l ile temsil edelim. Bu yorumun sonucunda elde ettiğimiz,

L = d 2/dt2 + b(t)d/dt + c(t)
İfadesini Denklemin Operatörü olarak adlandırıyoruz. Böylece denklemimiz, kısaca:

L[u] = f(t)

biçiminde yazılabilir. Bu altparagrafta denklemi bu biçimde kullanmayı tercih edeceğiz.
Kendine-Eklenik (Self-Adjoint) Operatör:
L = d 2/dt2 + b(t)d/dt + c(t)

operatörünü, p(t) = exp[( b(t)dt]  ile çarpalım ve p(t)c(t) = q(t) yazalım.
p(t) Lu = p(t)[ d2u/dt2 + b(t)du/dt + c(t)u]
p(t) Lu = exp[( b(t)dt] u’’ + exp[( b(t)dt]a(t) u’ + p(t)c(t) u
p(t) Lu = d/dt[p(t)du/dt] + q(t)u =(L u
bağıntısına ulaştık. Bu şekilde bulduğumuz bu yeni

(L u = d/dt[p(t)du/dt] + q(t)u
Operatörüne L nin kendine-eklenik operatörü adını veriyoruz.

Sağtarafsız (Homojen) Denklem.
Önceki paragrafta yaptığımız gibi, L[u] = f(t) denkleminde, denklemin tanım aralığının her noktasında f(t) = 0 olarak verilmişse, yani

L[u] = 0
ise, böyle denklemlere Sağtarafsız Denklem adını vereceğiz.
Değişken katsayılı, lineer  denklemler halinde de sağtaraflı  [f(t) ( 0] denklemlerin çözümlerinin, ilgili sağtarafsız denklemin çözümleri cinsinden ifade edilebileceğini ve Katsayıların Değişimi Yöntemi ile hesaplanabileceğini, biraz aşağıda, göstereceğiz. O yüzden şimdilik yalnızca Sağtarafsız denklemleri ele alacağız.
Süperpozisyon İlkesi:
Sabit Katsayılı Lineer Denklemler için bu ilkenin geçerliliğini yukarıda göstermiştik. Tamamen benzer işlemlerle gösterilebilir ki, Değişken Katsayılı Lineer Denklemler halinde de eğer u1(t) ve u2(t), L[u] = f(t) denkleminin iki ayrı çözümü ise, c1 , c2 sabitler olmak üzere:
u(t) =  c1u1(t) +  c2u2(t)
fonksiyonu da bir çözümdür. Yeter ki b(t), c(t), f(t) çözüm aralığında sürekli fonksiyonlar olsun.
Sağtarafsız Denklemin Çözümleri:
İlkşart Problemi:  Eğer b(t), c(t), f(t) fonksiyonları bir A[t1 (  t ( t2] aralığında sürekli ise gösterilebilir ki:
L[u] = 0, u(t0) = ( 0 ,  u’(t0) = ( 1 , ( t1 <  t0 < t2)
Şartlarının üçünü de sağlayan bir u = u(t) fonksiyonu vardır ve tektir. Burada ( 0 ,  ( 1 keyfi sabitlerdir.

Lineer Bağımsız Çözümler: A aralığında L[u] = 0 denklemini ve u(t0) = ( 0 ,  u’(t0) = ( 1 ilkşartlarını sağlayan lineer bağımsız çözümlerin sayısı ikidir (Denklemin mertebesi kadar.) ve bütün diğer çözüm fonksiyonları bu iki bağımsız çözümün lineer kombinasyonundan oluşurlar.
Bu konuyu biraz daha yakından incelememizde yarar var. Bunu iki aşamada yapalım ve ilk aşamada: 

· L[u] = 0 denkleminin



u1(t0) = 1,  u’1 (t0) = 0  ve  u2(t0) = 0,  u’2 (t0) = 1

gibi iki çözümünü ele alalım ve bunların bağımsız çözümler olduğunu gösterelim. Bu amaçla c1 ve c2 gibi iki gerçel sayı seçelim öyle ki her t için
c1u1(t0) + c2u2(t0) = 0
olsun. Buradan türev alarak,

c1u’1(t0) + c2u’2(t0) = 0

ifadesini elde edelim ve iki ifadeyi, ilkşartları da uygulayarak, birlikte düşünelim.

c1u1(t0) + c2u2(t0) = c1 + 0 = 0

c1u’1(t0) + c2u’2(t0) = 0 + c2 = 0

Görülüyor ki c1u’1(t0) + c2u’2(t0) = 0 yazabilmemiz için c1 = c2 = 0 olmalıdır. Diğer sözlerle u1(t) ve u2(t) lineer bağımsız çözümlerdir.
· Şimdi L[u] = 0  denkleminin u(t0) = (0 ,   u’(t0) = (1  ilkşartları altında kabul edeceği çözümün (0 ,  (1 ne olursa olsun yukarıdaki u1(t) ve u2(t) çözümlerinin lineer kombinasyonundan başka bir şey olamayacağını gösterelim.

Çok basit olan bu işlem, çözümün

u(t) = (0u1(t) + (1u2(t)

biçiminde yazılmasından ibarettir. u1 , u2 çözüm olduklarına göre Süperpozisyon ilkesi dolayısıyla u(t) de bir çözümdür. Ayrıca t = t0 noktasında

u(t0) = (0u1(t0) + (1u2(t0) = (0
u’(t0) = (0u’1(t0) + (1u’2(t0) = (1
olduğuna göre u(t0) = (0u1(t) + (1u2(t) problemin çözümünü oluşturmaktadır.
Böylece, ana çizgileriyle, gösterdik ki İkinci mertebeden, Lineer ve Sağtarafsız bir diferansiyel denklemin İlkşart Probleminin çözümleri ikinci mertebeden (denklemin mertebesi) bir lineer uzay (bir vektör uzayı) oluştururlar. Doğal olarak bu lineer uzayın “Baz Vektörleri” mevcuttur ve iki (denklemin mertebesi) tanedir.
Örnek:   u’’ – (2/t)u’ + (2/t2)u = 0 denkleminin u(t) = tm biçimindeki çözümleri.

m(m-1)tm-2 – 2mtm-2 + 2tm-2 = 0 ( m2 – m – 2m + 2 = m2 – 3m + 2 = (m – 1)(m-2) = 0 
Böylece iki çözümü u1 = t ve u2 = t2 olarak elde ettik. Bunlar bağımsız çözümler mi?

c1t + c2t2 = 0 olabilmesi ancak c1 = c2 = 0 halinde mümkün; bağımsız çözümlerdir ve bir baz oluştururlar. Gerçekten de, örneğin u(t0) = (0 ve u’(t0) = (1 ilkşartları,
c1t + c2t2  = (0   ve  c1 + 2c2t  = (1
denklemlerinden c1 ve c2 nin ilkşartlar cinsinden çözülmesi ile hemen elde edilir.

Mertebe İndirgeme:
İki bağımsız çözümü olduğunu bulduğumuz değişken katsayılı, ikinci mertebeden, lineer diferansiyel denklemin mertebesi, bu çözümlerden birisi bilindiği takdirde, düşürülerek denklem, birinci mertebeye indirgenebilir. 

Aslında bu işlemi yukarıda sabit katsayılı denklemler halinde uygulamıştık. İzlenecek yol tamamen oradaki gibidir. Varsayalım ki u1(t), L[u] = u’’ + b(t)u’ + c(t)u = 0 denkleminin bir çözümüdür. O halde u(t) = c1u1(t) ifadesinde c1 yerine U(t) gibi bir fonksiyon yazalım ve bulduğumuz  u(t) = U(t) u1(t) ifadesi ile denkleme gidelim ve bu biçime uygun bir çözüm olup olmadığını araştıralım. u1 denklemi sağlayacağına göre, daha önce yapıldığı gibi,
L[U(t)u1(t)] = U’’u1 + U’[2u1’ + b(t)u1] = 0
bağıntısına gelinecektir. Burada  V(t) = U’(t) yazarsak

u1V’ + [2u1’ + b(t)u1]V = 0

birinci mertebeden denklemine geliriz ki bunun iki tarafını u1 le çarpıp düzenlersek:

(u12V)’ + b(t)(u12V) = 0

denklemine erişiriz. Görüldüğü gibi birinci mertebeden ve entegrasyonunu –en azından prensipte- hemen yapabileceğimiz bir denkleme ulaştık. Bu nedenle mertebe indirgeme yöntemiyle, aslında her mertebeden denklemin mertebesi düşürülebilirse de yöntem ikinci mertebeden denklemler için ayrı bir önem kazanır. 
WRONSKİAN – ABEL Formülü:

İkinci mertebeden Lineer bir diferansiyel denklemin yalnızca iki bağımsız çözümü olduğunu söylemiştik. Bunu şöyle de ifade edebiliriz. u1 ve u2 ,  L[u] = 0 denkleminin herhangi iki çözümü olsun.
Şimdi WRONSKİAN adını verdiğimiz:
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determinantı düşünelim. Eğer:

 u1u2’ – u1’u2 = 0 ise u1’/u1 = u2’/u2( u1 = ku2 
olacağından u1 ve u2 bağımsız olamazlar. O halde çözümlerin bağımsızlığı için yeni bir kontrol aracı elde ettik.
“L[u] = 0 denkleminin iki çözümü u1 ve u2 , eğer W(u1, u2) ( ise bağımsız çözümlerdir ve bir baz oluşturlar.”  
WRONSKİAN diferansiyel denklemler teorisinin temel formüllerinden biri olan ABEL Formülünün çıkarılışında da kullanılabilir. Bunu yapmak için u1 ve u2  çözümlerinin Wronskian’ını ve türevini yazalım. 
W(u1 , u2) = u1’u2 – u1u2’

W’(u1 , u2) = u1’’u2 – u1u2’’ (+  u1’u2’ – u1’u2’)
Öte yandan sağtarafsız denklem d 2u /dt2 + b(t)du/dt + c(t)u = 0 kullanılarak
u1’’ = -bu1’ – cu1
u2’’ = -bu2’ – cu2
yazılabilir. Bunları yukarıda yerine koyarsak:
W’(u1 , u2) = -b(t) W(u1 , u2)  (  ABEL FORMÜLÜ
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biçiminde elde edilir.
Aslında buradaki K sabitini de bir Wronskian olarak ifade edebiliriz. Bunun için ABEL Formülünün t = t0 daki değerini kullanmamız yeterlidir. Bu durumda formülün son biçimi şöyle olur.
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WRONSKİAN ve ABEL Formülü yardımıyla ikinci mertebeden denklemlerin birçok özelliğini ispat edebiliriz. Örneğin:

· L[u] = 0 denkleminin baz oluşturan bir tek çözüm kümesi vardır.
Bunu ispatlamak için varsayalım ki (u1 , u2)  ve  (v1 , v2) gibi iki ayrı (bağımsız) çözüm kümesi verilmiştir. Madem ki  (u1 , u2) ve (v1 , v2) bazdır; öyleyse   
W(u1 , u2) ( 0  ve    W(v1 , v2) ( 0  
olacaktır. Buna göre ise     W(u1 , u2) = k W(v1 , v2) yazılabilir. Dolayısıyla (u1 , u2)  ve  (v1 , v2) bağımsız değildir. Gerçekten de bu son ifade açılarak elde edilen
u1 = (v1 + (v2 ,   u2 = (v1 + (v2  ((,(,(,(  sabitler.) ifadelerini
W(u1 , u2) = u1’u2 – u1u2’ bağıntısında yerine koyar ve işlemleri yaparsak:
W(u1 , u2) = ((( - (() W(v1 , v2) ve k = ((( - (()
hemen elde edilir.

· u1(t) ( 0 L[u] = u’’ + b(t)u’ + c(t)u = 0 denkleminin bir çözümü ise diğer bir çözümün,
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formülü ile bulunabileceğini gösterin.

Sabit katsayılı denklemler halinde u’’ + bu’ + cu = 0  denkleminin köklerini bulmak için yalnızca bir cebirsel denklemi çözüyorduk; buna karşılık artık b(t) ve c(t)nin sabitler olmadığı değişken katsayılı u’’ + b(t)u’ + c(t)u = 0 denklemi halinde bu formülün çok önemli olduğu açıktır. Şöyle ki deneme-yanılma yolu ile de olsa denklemin bir çözümü bulunduğunda ikinci çözüm bu formülden hemen hesaplanacaktır.
Formülün bulunuşuna gelince, yukarıda
W’(u1 , u2) = -b(t) W(u1 , u2)  ve 
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Olduğunu göstermiştik. Wronskian açık yazılırsa: 
W(u1 , u2) = u1u’2 – u’1u2 = 
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bağıntısı elde edilir ki bu u2 için birinci mertebeden, lineer bir diferansiyel denklemdir ve çözümü bize aradığımız formülü verecektir.

d(u2/u1) =[u2’u1 –u1’u2]/ u12 ( u12d(u2/u1) = u1u’2–u’1u2 (  u12d(u2/u1) = 
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Doğal olarak, bu biçimde bulduğumuz u2 çözümü u1 çözümünden bağımsızdır ve bu (u1 , u2) çözüm takımı verilen denklemin çözüm uzayında baz oluşturur.
· Çözümleri (yani u1(t) ve u2(t) fonksiyonları) bilinen bir denklemin katsayılarını oluşturan b(t) ve c(t) fonksiyonlarını da, yukarıdaki problemi bir çeşit tersine çözerek, bu yöntemle elde edebiliriz.
Varsayalım ki u1(t) ve u2(t) fonksiyonları, u’’ + b(t)u’ + c(t)u = 0 denkleminin bağımsız çözümleridir. O halde:

u1’’ + b(t)u1 ’ + c(t)u1 = 0  (   u1’ b(t) +  u1 c(t)= - u1’’
u2’’ + b(t)u2 ’ + c(t)u2 = 0  (   u2’ b(t) +  u2 c(t)=  -u2’’
bağıntıları, açıkça, geçerlidir. Sağ taraftaki iki denklemi b(t) ve c(t) için yazılmış iki bilinmeyenli bir cebirsel denklem sistemi olarak düşünürsek, CRAMER Kuralına göre, istenilen sonucu hemen yazabiliriz.
b(t) =[ - 1/W(u1 , u2)] 
[image: image10.wmf]2

'

'

2

1

'

'

1

u

u

u

u

  ,       c(t) = [ -1/W(u1 , u2)] 
[image: image11.wmf]'

'

2

'

2

'

'

1

'

1

u

u

u

u


Örnekler:

!.   d2u/dx2 – u = 0 denklemine yukarıda anlatılanları uygulayınız.
Aslında bu sabit katsayılı bir denklem olduğuna göre, önceki paragrafta açıklanan yöntemlerle Genel çözümü:
k2 - 1 = 0( k1 = 1, k2 = -1( uG(t) = c1et + c2e-t olarak hemen yazılabilir.
Şimdi yukarıdaki anlatılanları uygulamaya WRONSKİAN oluşturarak başlayalım.

u1 = c1et  ve u2 = c2e-t olduğuna göre, 

W(u1 , u2) = u1’u2 – u1u2’ = c1c2[ete-t + ete-t] = 2 c1c2 ( 0( Çözümler bağımsız.
Varsayalım ki u1 = c1et verilmiş; u2 yi ABEL Formülünü kullanarak belirleyelim. Dikkat etmemiz gereken nokta bu örnek problemde b(t) = 0 dır dolayısıyla:
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İkinci entegralin içindeki e-k değerini, k bir sabit olduğuna göre entegralin dışındaki c1 sabitine ekleyebiliriz; benzer şekilde entegralin sınır şartlarını uygulayarak bulduğumuz sabitleri de ekleyerek bulduğumuz yeni sabite c2 diyoruz. 
Artık denklemin çözümlerini uG(t) = c1et + c2e-t olarak bildiğimize göre şimdi problemi tersine çevirelim ve bu çözümlere uygun b(t) ve c(t) değerlerini hesaplayalım.
W(u1 , u2) = 2 c1c2 olduğunu bulmuştuk.
b(t) =[ - 1/W(u1 , u2)] 
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  = [-1/2c1c2][ c1c2 - c1c2] = 0 ( b(t) = 0
c(t) =[ -1/W(u1 , u2)] 
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  =  [-1/2c1c2][ c1c2 + c1c2] = -1( c(t) = -1
2.   u’’ – (2/t)u’ + (2/t2)u = 0 denkleminin u(t) = tm biçimindeki çözümleri.

Bu problemi yukarıda çözmüş ve denklemin çözümlerinin u1 = c1t ve u2 = c2 t2 olduğunu göstermiştik. Şimdi yukarıda bulduğumuz sonuçları bu denkleme de uygulayalım.

Yine WRONSKİAN ifadesini bularak başlayalım. 
W(u1 , u2) = u1’u2 – u1u2’ = c1c2[t2 - 2t2] = -c1c2t2 
İlginç bir sonuç: t = 0 noktası haricinde bulduğumuz çözümler bağımsız. Ancak denkleme baktığımızda t = 0 noktasının özel bir nokta olduğu hemen görünüyor. İleride bu gibi özel noktaları inceleyeceğiz. Şimdilik denklemin çözüm aralığını t = 0 noktasını içermeyecek biçimde seçmemiz gerektiği anlaşılıyor ve bu şartla çözümlerimiz bağımsızdır.

Önceki problemde yaptığımız gibi, örneğin t>0 aralığında, u1 = c1t çözümünün verildiğini varsayalım ve ABEL Formülünü kullanarak diğer çözümü bulmaya çalışalım.
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Sağtaraflı Denklemin Çözümleri:
İkinci mertebeden, normal, lineer ve değişken katsayılı diferansiyel denklemlerin sağtaraflı olması halinde, çözüm doğrultusundaki hareket noktamız, ayni sabit katsayılılarda olduğu gibi, Sağtarafsız denklemin bağımsız çözümleri olacaktır. Denklemimiz lineer olduğu ve iki bağımsız çözümümüz bir baz oluşturacağı için burada da Genel Çözüm deyimini kullanabiliriz ve sağtarafsız denklemin çözümünü uG(t) ile gösterebiliriz.

Kullanacağımız yöntem, yine sabit katsayılı denklemlerde olduğu gibi, Katsayıların Değişimi Yöntemidir. Yalnız burada WRONSKİAN ve özelliklerinden yararlanacağımız için hem kolaylık sağlayacağız; hem de gerek adi ve gerekse Kısmi Diferansiyel Denklemler için büyük önem taşıyan GREEN FONKSİYONU kavramına ulaşacağız.

Katsayıların Değişimi Yöntemi:
L[u] = u’’ + b(t)u’ + c(t)u = f(t) denklemini ele alalım. Bu denklemin sağtarafsız hali için genel çözümün u(t) = c1u1(t) + c2u2(t) belirlendiğini varsayalım. 

Genel çözüm ifadesindeki c1 ve c2 sabitlerini artık c1(t) ve c2(t) fonksiyonları olarak düşüneceğiz. Bunun bize iki yararı olacak:

1. L[u] = f(t) denklemi ile verilmesi gereken, örneğin u(t0) = (  ve u’(t0) = ( gibi) şartları sağlarken belirlenecekler.
2. Sağtaraflı denklemin çözümünde genel çözüme ek olarak geldiğini kabul edeceğimiz
uP(t) = c1(t) u1(t) + c2(t) u2(t)


ifadesinde değişken gibi ele alınarak uP(t) nin belirlenmesini sağlayacaklar. 
Bu durumda, 1.nci açıklama dolayısıyla:    uP(t0) = 0 ve uP’ (t0) = 0  alınacaktır.

uP(t) = c1(t) u1(t) + c2(t)u2(t) ifadesini L[u] = c(t) denkleminde yerine koyacağız; ancak unutmayacağız ki bu, L[u] = 0 ın, c1 ,  c2  ne olursa olsun bir çözümüdür. 
(c1’ u1 + c2’u2)’ + b(c1’ u1 + c2’u2) + (c1’ u’1 + c2’u’2) = f(t)

Bu ifadedeki c1 ve c2 fonksiyonları tamamen keyfidir; dolayısıyla bunlar hakkında ek bir kabul yapmamız mümkündür. Bunu şöyle seçelim:

c1’ u1 + c2’u2 = 0
c1’ u’1 + c2’u’2  = f(t)
Bu kabul altında sağtaraflı denklemin sağlandığı açıktır. Ayrıca bu iki denkleme c’1 ve c’2 fonksiyonları için yazılmış iki bilinmeyenli iki denklemli bir denklem sistemi gözüyle bakabiliriz. Dikkat edilirse sistemin katsayılar determinantı W(u1, u2) dir ve u1 ve u2 bağımsız olduğuna göre sıfırdan farklıdır. Buradan c1’ ve c2’ çözülürse:

c1’ = -f(x)u2(t)/ W(u1, u2)  (   
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c1’ =  f(x)u1(t)/ W(u1, u2)   (   
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elde edilir. Bunları birleştirirsek:
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bağıntısını buluruz. Şu halde Sağtaraflı denklemin yani L[u] = f(t) nin nihai çözümü:

u(t) = c1u1(t) + c2u2(t) +
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olarak elde edilecektir.

Örnek: 
1.   L[u] = t2u’’ – 2u = 0 denkleminin bir çözümü 0<x<( aralığındaki bir çözümü u1(t) = t2 olarak verilmiştir.
· L[u] = 0 için diğer çözümü ve uG(t) yi bulunuz.

· Bu şekilde elde ettiğiniz Genel Çözümü kullanarak

L[u] = t2u’’ – 2u = t

Denkleminin çözümünü elde ediniz.

· u(1) = 1, u’(1) = 0 için çözümü belirleyiniz.

t>0 olduğuna göre, denklemi u’’ – (2/t2)u = 0 biçiminde yazarak mertebe indirgeme işlemini uygulayabiliriz.
b(t) = 0( (u12V)’ = 0 ( (t4V)’ = 4t3V + t4V’ = 0
t>0 ( tV’ + 4V = 0 ( V(t) = 1/t4
U’(t) = V ( U’ = 1/t4 ( U(t) = -1/3t3
u2 = U(t)u1(t) = [-1/3t3][t2] = 1/t  (-1/3 değeri c2 de yer aldı.)

Aslında bu sonucu ABEL Formülünü doğrudan kullanarak:
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= 1/t  (Sabitler yine c2 ye gönderildi.)
biçiminde elde edebilirdik. Böylece denklemin Genel Çözümü şu biçime geldi.

uG(t) = c1t2 + c2/t
Genel Çözüm ifadesini kullanarak sağtaraflı denklemin çözümünü bulacağız. Bu amaçla
uP(t) = c1(t)u1(t) + c2(t)u2(t)

yazacağız ve yukarıdaki formüllerimizi doğrudan uygulayacağız. Bu durumda:
W[t2,1/t] = 
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Denklemin sağ tarafı f(t) = t olarak verilmiştir. Buna göre:

c1(t) =
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c2(t) 
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 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf]ds
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 = -t2/6
uP = c1(t)u1(t) + c2(t)u2(t) = [-1/3t][t2] + [-t2 /6][1/t] = -t/3 –t/6 = -t/2
 u(t) = c1t2 + c2/t –t/2
GREEN Fonksiyonu:
Yukarıdaki adi diferansiyel denklem problemlerine şu gözle bakabiliriz.

“u(t) fonksiyonu gerçel sayılar kümesinde tanımlanmış keyfi bir fonksiyondur.
 L[u] = d2u/dt2 + b(t)du/dt + c(t)u 

işlemi, bu fonksiyonu yine gerçel sayılar kümesi içine dönüştürmektedir (transforme etmektedir). Yani
L = d2/dt2 + b(t)d/dt + c(t)

OPERATÖRÜ bir dönüşüm (transformasyon) işlemidir.”
Buna göre, f(x) ( 0 olmak şartıyla ve

 K(t,s) = 
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olmak üzere uyguladığımız, uP(t) yi bulan

uP(t) = 
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işlemine L nin f(s) e göre (Sağdan) TERS OPERATÖRÜ diyebiliriz. Bu ters dönüşüm işleminde önemli bir görevi olan K(t,s) fonksiyonuna ise L ye bağlı GREEN FONKSİYONU adı verilir. Kolayca görülebileceği gibi K8t.s) nin belirlenmesi için

L = d2/dt2 + b(t)d/dt + c(t)

ifadesinin verilmesi gerekli ve yeterlidir.
Örnek: 


Yukarıdaki ilk örnek için GREEN Fonksiyonunu bulunuz ve çözümü açıklayınız.

GREEN Fonksiyonu: K(t,s) = 
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Çözüm: uP(t) = 
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Örnekten de açıkça görüldüğü gibi K(t,s) in belirlenmesinde yalnızca L[u] = 0 operatörü rol oynamaktadır; f(t) nin K(t,s) ile ilgisi yoktur. Şu halde aynı soru, örneğin, f(t) = 1/t2 olan t2u’’ – 2u = 1 denklemi için çözülmek istenseydi, çözüm aynı K(t,s) kullanılarak 

uP(t) = 
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olarak elde edilecekti.

2.3 LİNEER DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN SERİ ÇÖZÜMLERİ:
İkinci Mertebeden, Değişken Katsayılı, Lineer Diferansiyel Denklemleri incelemeye devam ediyoruz. Ancak bu paragrafta, aşağıda anlaşılacak nedenlerden dolayı, denklemimizi:
L[u] = a2(t)u’’ + a1(t)u’ + a0(t) u = f(t), a2(t) ( 0
biçiminde yazacağız ve kabul edeceğiz ki ai(t) ve f(t) fonksiyonları “Analitik” fonksiyonlardır. Yani denklemin çözüm aralığındaki her noktada:
ai(t) = 
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serileri yakınsaktır. Bu noktada ispatsız olarak bir teorem vereceğiz.

Teorem: 

ai(t) ve f(t) analitik fonksiyonlar ise L[u] = a2(t)u’’ + a1(t)u’ + a0(t) u = f(t) denkleminin çözümleri de analitik fonksiyonlardır. Yani bunlar da çözüm bölgesinde:
u(t) = 
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biçiminde verildiğini kabul edeceğimiz yakınsak serilerle ifade edilebilirler.

Bu paragrafta anlatılacak yöntem açısından, f(t) fonksiyonunun seriye açılabilirliği kabul edildikten sonra f(t) nin sıfır olması ya da olmaması yalnızca işlemlerin uzaması bakımından önemlidir ve yöntemin uygulanışını etkilemez. Ancak kolaylık açısından şimdilik f(t) = 0 kabul edeceğiz.

Yöntemin ana fikri ve dolayısıyla açıklaması çok basittir.
“ai(t) ve u(t) için yukarıda genel biçimleri verilmiş olan seriler denklemde yerine konularak “t”nin üslerine göre düzenlenecek ve elde edilen “tk” terimlerinin katsayıları sıfıra eşitlenerek sk değerleri aik değerleri cinsinden hesaplanacak.” 
Bu kadar kolayca özetlediğimiz bu yöntemin işlem aşaması, aşağıda görüleceği gibi, hiç de açıklaması kadar kolay değildir. 
Yukarıda verilen seri toplamlarını denklemimizde yerine koyarak başlayalım.

L[u] = 
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Yukarıda da belirttiğimiz gibi, biçimsel olarak yazdığımız bu ifadede t-nin aynı üslü terimlerinin katsayılarını toplayıp sıfıra eşitleyeceğiz ve sk ları aik lar cinsinden hesaplayacağız. O halde ilk iş olarak u(t) nin türevlerini hesaplayalım.
u(t) = 
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u’(t) =
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u’’(t) = 
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Bulduğumuz bu seri açınımlarını denklemde yerine koyacağız. Ancak bunu ai  katsayılarının karakterine göre şıklara ayıracağız ve aşama aşama gideceğiz. 
A) ai(t) = ai Sabit Sayılar:
Bu durumda yukarıdaki genel denklem ifadesi basitleşerek aşağıdaki biçimi alır.
 a2
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Bu sonsuz terimli seri toplamının her t- değeri için sıfıra eşit olabilmesi için her k için tk nın katsayıları sıfıra eşit olmalıdır. Öyleyse her k için:
(k+2)(k+1)a2sk+2 + (k+1)a1sk+1 + a0sk = 0 
olmalıdır. Bu şekilde elde ettiğimiz bu cebirsel denkleme L[u] = 0 diferansiyel denkleminin İNDİS DENKLEMİ adını veriyoruz.
İndis Denklemi sözü biraz yanıltıcı çünkü aslında burada k = 0 dan k→( kadar değiştiğine göre sınırsız sayıda denklem var. Ama birazdan göreceğiz ki bunların hepsini(!) teker teker çözmemize gerek yok. 
Dikkat etmemiz gereken diğer bir nokta k = 0 ve k = 1 değerlerine karşıgelen denklemlerde s0 ve s1 değerlerini belirlememiz, yalnızca denklemi kullanarak,  mümkün değil. Bu değerler keyfi sabitleri temsil etmek üzere belirsiz kalacaklar. Bu da doğal; çünkü ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemi inceliyoruz ve çözümün iki keyfi sabit içermesi şarttır. Yahut da keyfi bir t = t0 için, örneğin, u(t0) ve u’(t0) değerleri ayrıca verilecek ve bunlar yardımıyla a0 ve a1 belirlenecektir.
Bunu örnekleyelim:

Genel Çözüm: s0 ve s1 keyfi sabitler.
k = 0( s2 = (1/2)(a0s0 + a1s1)

k = 1( s2= (1/6)(a0s1 + a1s2)
…

k→   ( sk+2 = [1/(k+1)(k+2)][a0sk + a1sk+1]  (   uG(t) = a0s0 + a1s1t + 
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Özel Çözüm: u(0)=0, u’(0)=1
u(0) = 0( s0 = 0
u’(0) = 1( s1 = 1
İndis Denkleminden s2 = a1/2
Buna göre artık indis denklemini k = 1 den başlatarak çözüm:
uP(t) = 
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olarak hemen hesaplanabilir.
B) ai(t) Polinomlar:
Denklemin katsayıları olan ai(t) ifadelerinden biri ya da tümü polinomlardan oluşuyorsa işlem yukarıdakinin tamamen aynıdır. Bunu basit bir örnek seçerek gösterelim.

L[u] = u’’ – tu’ + u = 0,   a0(t) = a2(t) = 1, a1(t) = -t

İlişkili indis denklemi:  (k+2)(k+1)sk+2 – [(k+1)sk+1]t +  sk = 0  olacaktır.
İlginç bir indis denklemi bulduk: Biz bu denklemi tk nın katsayısı olarak yazdık; ancak altı çizili terimde t- çarpanı var. Yani bu terimin tk+1  in katsayısı içinde yer alması lazım. Ya da bu terimin indisini 1 kadar düşürmeliyiz yani bu terimde k=k-1 yazmalıyız. Öyleyse:
(k+2)(k+1)sk+2 – ksk + sk    =    (k+2)(k+1)sk+2 + (1-k)sk = 0
olmalıdır. Buna göre s0 ve s2 keyfi sabitler olmak üzere: 
k = 0 (  2s2 + s0   = 0 (    s2 = 0
k = 1 (  6s3           = 0 (    s3 = 0
k = 2 ( 12s4 + 1s2 = 0 (   s4 = s2/12
k = 3 ( 20s5 + 2s3 = 0 (   s5 = 0
Kolayca görülüyor ki:
k tek ise  sk     = 0

k çift ise  sk+2 = [1/(k+2)(k+1)][(1-k)sk], k ( 0
Çözüm: uG(t) = s0 + s1t + 
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= s0 + s1t + s0 t2/2 + s0t4/24 + …

Veya  uG(t) = s1t + s0{1 - t2/2! -  t4/4! – 3t6/6! - …} 
olarak bulunacaktır. Şimdi problemin nasıl etkilendiğini görmek için küçük bir değişiklik yapalım ve kabul edelim ki denklem:
L[u] = u’’ + tu’ + u = 0,   a0(t) = a2(t) = 1, a1(t) = t

olarak verilmiştir. Buna göre, ilişkili indis denklemi:

(k+2)(k+1)sk+2 + (1+k)sk = 0 ( sk+2 = - sk /(k+2) 
sonucunu verecek ve s2k lar s0 , s2k+1 ler ise s1 cinsinden hesaplanarak,

s0:   s2 = -s0/2 ,    s4 = -s2/4 = s0/8 ,   s6 = -s4/48 ,…
s1:   s3 = -s1/3 ,    s5 = -s3/5 = s3/15 , …
değerleri bulunacak; Genel Çözüm aşağıdaki gibi elde edilecektir.

uG(t) = s0{1 – t2/2 + t4/8 - …} + s1{t – t3/3 + t5/15 - …}
Verilen denklemde yine küçük bir değişiklik yapalım ve kabul edelim ki denklem:

L[u] = u’’ + u’ + (1+t)u = 0,   a0(t) = 1+ t,  a2(t) = a1(t) = 1

olarak verilmiştir. Buna göre, ilişkili indis denklemi:

(k+2)(k+1)sk+2 + (1+k)sk + (1+t)sk  = 0 

Daha önce açıklandığı gibi tsk lı terim yerine sk-1 yazmalıyız, ancak u(t) = 
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 deki ilk terim s0 olduğuna göre s-1 = 0 olacaktır. Buna göre:
(k+2)(k+1)sk+2 + (1+k)sk + sk  + sk-1  = 0 

k = 0 ( 2s2 + s1 + s0 + s-1  = 0 (  s2 = -(s0 + s1)/2
k = 1 ( 6s3 + 2s2 + s1 + s0 = 0 (  s3 = -(s0 + s1 + 2s2)/6 = -[ s0 + s1 - 2(s0 + s1)/2]6
….

k ( 1( sk+2 = -[(k+1)sk+1 + sk + sk-1][(k+1)(k+2)]
elde edilecektir.

Tekil Noktalar Etrafında Analitik Çözüm: 

Bu bölümün başında, tekil noktaları a2(t) = 0 yapan noktalar olarak tanımlamış ve 

L[u] = a2(t)u’’ + a1(t)u’ + a0(t) u = 0
denklemini, bütün çözüm bölgesinde a2(t) ( 0 şartı altında, çözmeye çalışmıştık. Ayrıca belirtmiştik ki a2(t) = 0  olan noktalar civarında denklemi çözmek için bazı özel yöntemler gerekmektedir. Şimdi bunlara değineceğiz.

Aslında bazı özel tekil noktalar dışında, a2(t) = 0  olan noktalar civarında, çözümün bulunması için genel bir yöntem yoktur. Burada anlatılacaklar bazı özel karakterli tekil noktalar için geçerli olacaktır.

Düzenli (Regüler) Tekil Noktalar: 
L[u] = a2(t)u’’ + a1(t)u’ + a0(t) u = 0

Denklemi t = t0 için bir tekil noktaya sahip olsun. Yani a2(t=t0) = 0 olsun. Bu durumda eğer ikinci mertebeden, lineer diferansiyel denklem:
(t – t0)2u’’ + (t – t0)1a1(t)u’ + a0(t)u = 0

biçiminde (ve yalnız bu biçimde) yazılabiliyorsa t0 noktasına Düzenli (Regüler) Tekil Nokta adını veriyoruz.
Verilen denklemde t = t – t0 yazılarak t0- ın her zaman t = 0 noktasına getirilebileceği açıktır. Şu halde,:

t2 u’’ + t a1(t)u’ + a0(t)u = 0,  t ( 0
denklemini incelememiz yeterli olacaktır. Bu denklemin, iyi bilinen, bazı özel hallerini ele alarak incelememizi başlatalım.
EULER DENKLEMİ:  a1(t) = a1 ,  a0(t) = a0 ,    a0 , a1 gerçel sabitler.
t2 u’’ + t a1 u’ + a0 u = 0,  t ( 0

denkleminin çözümlerini arıyoruz. Bu nedenle:

u(t) = 
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biçiminde çözümleri aramayı tercih edeceğiz.

Yukarıda olduğu gibi bu kabulü denklemimizde yerine koyarsak, İndis Denklemi:

r(r – 1) + a1r + a0 = 0

olarak elde edilir. Görüldüğü gibi bu denklem r için yazılmış ikinci dereceden bir cebirsel denklemdir ve r- yi a0 ve a1 cinsinden belirlememiz için yeterlidir. İkinci mertebeden denklemlerle ilgili önceki çalışmalarımızın ışığında, bu denklemin r = (  ve r = (  kökleri için çözümlerin:
( ( (  halinde u1(t) = t(  ve u2(t) = t(
( = (  halinde u1(t) = t(  ve u2(t) = t( lnt
biçiminde ifade edileceğini biliyoruz.

BESSEL DENKLEMİ:  a1(t) = 1 ,  a0 = t2 – p2 , p( gerçel sabit.

t2 u’’ + t u’ + (t2-p2)u = 0,  t ( 0

Burada da u(t) = 
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biçimindeki seri çözümünü deneyeceğiz. Bunu denkleme götürürsek, tr nin katsayısı, yani k = 0 için:
r(r – 1) + r – p2 = 0 (                      r2 – p2 = 0
denklemi elde edilir ki bunun kökleri  r1 = p ve r2 = -p dir. Buna göre kabulümüzü:
u(t) = 
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olarak düzeltelim ve yeniden denkleme gidelim. Bunu yaptığımızda
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[p(p – 1) + p – p2]s0 t0 + [(1 + p)(1 + p – 1) + (1 + p) – p2]s1 t + ({k(2p + k)sk + sk-1} = 0
buluruz. Açıkça görüldüğü gibi s0 ın katsayısı her p için sıfır olmaktadır; öyleyse s0 ( 0 keyfi bir değere sahiptir. Buna karşılık s1 in katsayısı ise p>0 için hiçbir zaman sıfır değildir; öyleyse s1 = 0 olmalıdır. Benzer düşünce ile tk nın katsayısı
sk = -sk-2/[k(2p+k)]

olması gerekir. Bütün bunları birleştirirsek:
s0 = keyfi, s1 = 0, s2 = -s0/[2(2p+2)], s3 = s5 = …= 0

olacak şekilde bütün seriyi hesaplayabiliriz.

Kolaylık amacı ile bu noktadan itibaren p = 0 kabul edelim. Bu durumda:

s0 keyfi, s2 = -s0 /22 , s4 = +s0 /2242, s6 = - s0 /224262 …. ( sk = [(-1)ks0]/[22k(k!)2]  ve
u1(t) = 
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 = J0(t)
elde ederiz ki bu (p = 0 aldığımız için) 0.ncı mertebeden ve 1.nci cins BESSEL Fonksiyonudur. 
Denklemimiz ikinci mertebeden olduğuna göre bu bulduğumuz, iki bağımsız çözümden yalnızca biridir. İkinciyi bulmak için,
u(t) = 
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kabulü ile yeniden denkleme gider ve çok uzun olan işlemleri, p = 0 için tekrarlarsak, 0.ncı mertebeden ve 2.nci cins BESSEL Fonksiyonunu:
K0(t) = J0(t)lnt - 
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olarak elde ederiz.
� EMBED Equation.3  ���
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