ADİ DİFERANSİYEL DENKLEMLER
1. GİRİŞ ve GENEL BİLGİLER;
1.1 TANIMLAR:
· Bilinmeyen, tek değişkenli fonksiyon u(x) nun türevlerini içeren denkleme ADİ TÜREVLİ DİFERANSİYEL DENKLEM veya kısaca DİFERANSİYEL DENKLEM (ADD)  adı verilir. 
· Bilinmeyen fonksiyonlar u1, u2, u3, ... için verilmiş bir denklem sisteminde en az bir ADD bulunması halinde sistem bir DİFERANSİYEL DENKLEM SİSTEMİ (DDS) olarak adlandırılır.

· MERTEBE: 
Bir ADD de bilinmeyen fonksiyonun en yüksek mertebeli türevi m ise ADD nin mertebesi m dir denilir.

Bir DDS de en yüksek mertebeli denklemin mertebesi DDS nin mertebesi olarak tanımlanır.

· LİNEERLİK:
Bilinmeyen fonksiyon u(x) nun veya  türevlerinin bulunduğu bütün terimleri  lineer olan bir ADD bir LİNEER ADD dir. 

Diğer sözlerle bir LİNEER ADD nin hiçbir teriminde bilinmeyen fonksiyon u veya türevleri birbirleri ile çarpım halinde bulunamaz.

Bir DDS nin bütün denklemleri lineer ise sistem bir LİNEER DDS dir.

· GAYRİ-LİNEERLİK, NON-LİNEERLİK:
Lineer olmayan bütün ADD ler, ve DDS ler GAYRİ-LİNEER dir.
1.2 ÖRNEKLER:
Adi diferansiyel Denklemlerle ilgili kitaplarda genelde bilinmeyen fonksiyon y(x) ile gösterilir ve tabii sonra çok değişkenli fonksiyonlar gündeme gelince bu, karışıklıklara neden olur. Bu kitapta, bazı açıkça belirtilmiş istisnalar dışında, x-, y-, z-   yer/konum ve t- zaman belirtmek üzere daima serbest değişkenleri gösterecektir. Bilinmeyen fonksiyonlar u(x) [veya u(x,y,z,t)], v(x) [veya v(x,y,z,t)], w(x) [veya w(x,y,z,t)], … ile gösterilecek, gerekirse bu fonksiyonlar, yukarıda yapıldığı gibi, alt indisler yardımıyla u1, u2, u3, ...  biçiminde adlandırılacaklardır. Verilen diferansiyel denklem probleminde önceden bilinen fonksiyonlar varsa bunlar f(x) [veya f(x,y,z,t)], g(x) [veya g(x,y,z,t)], h(x) [veya h(x,y,z,t)],… ile gösterilecek ve gerektiğinde f1, f2, … yine önceden bilinen fonksiyonları gösterecektir.
Aşağıdaki örneklerde u(x) ve v(x) bilinmeyen fonksiyonları göstermektedir. Sabit sayılar a, b, c, … ile belirtilmiştir.
· du/dx = k ( 1.nci mertebeden lineer tek denklem.
· d2u/dx2 = Sinx ( 2.nci mertebeden lineer tek denklem.

· x3d3u/dx3 + x2d2u/dx2 + xdu/dx + u = xex = 0 ( 3.ncü mertebeden lineer tek denklem.

· u3d3u/dx3 + x2d2u/dx2 = x2Sinx = 0 (  3.ncü mertebeden gayri-lineer tek denklem. 

· d/dx[uSin(ux)] - eu Cosx = 0 ( 1.nci mertebeden gayri-lineer tek denklem.

· du/dx = av
dv/dx = bu + cv (  1.nci mertebeden lineer iki denklemli sistem.

· du/dx = auv

dv/dx = bv2 ( 1.nci mertebeden gayri-lineer iki denklemli sistem.

1.3  DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN ORTAYA ÇIKIŞI:
Diferansiyel Denklem Problemleri, doğal olarak Türev Kavramı ile birlikte yani 17.nci yüzyılın sonlarında ortaya çıkmıştır. Çok kaba bir özet yaparsak 18.nci yüzyıl için Adi Diferansiyel Denklemler Devri, 19.ncu yüzyıl için Kısmi Diferansiyel Denklemler Devri, 20.nci yüzyıl için ise Sayısal Çözüm Yöntemleri Devri diyebiliriz.

Genelde fizik ve mühendislik problemlerini anlamak ve çözmek amacı ile başvurulan Diferansiyel Denklemler zamanla diğer bilimsel çalışma alanlarına örneğin Biyolojik ve Ekonomik problemlere de –sınırlı da olsa- uygulanır hale gelmiştir. 

Aşağıda bazı örneklerle Diferansiyel Denklemlerin nasıl ortaya çıktığı kısaca açıklanmaya çalışılmıştır.
A) Serbest Düşme Hareketi:
Diferansiyel Denklemlerin ilk defa kullanıldığı fiziksel olaylardan biridir. Bilindiği gibi t0 anında  u0 ilk hızı ile “düşey doğrultuda” fırlatılan bir küçük cismin, hava ile arasındaki sürtünme sıfır kabul edilirse ve g  yer çekimi ivmesini gösteriyorsa herhangi bir t- anındaki hızı:

du/dt = -g   (     u = u0 – g(t-t0),  t > t0
biçiminde ifade edilebilir. Görüldüğü gibi soldaki ifade 1.nci mertebeden lineer ve çok basit bir adi diferansiyel denklemdir. Sağdaki ifade ise bu denklemin çözümü ya da entegrali adını alır. Dikkat edilirse çözüm ifadesinde entegrasyon işleminden gelen keyfi sabitin yerini t = t0 da verilmiş olan ilk hız u0 almıştır. Herhangi bir diferansiyel denklemin çözümünü bulmak en az bir entegrasyon işlemi gerektireceğine ve her entegrasyon işlemi bir keyfi sabit üreteceğine  göre çözümün tek olabilmesi için bu keyfi sabitlerin belirlenmesini sağlayacak bazı ek şartlara ihtiyaç duyacağımız açıktır. Yukarıdaki problemde bu ek şart t = t0 da u = u0 olmalı biçiminde verilmiştir. O halde elimizdeki serbest düşme problemini:

du/dt = -g ,   t = t0 da   u = u0 ,    t > t0
biçiminde yazmamız gerekmektedir. Böylece denklemimiz ve birlikte verdiğimiz şart(lar) artık hem bir matematik problemi hem de belli bir fiziksel olayın –yapılan kabullerle sınırlanmış- Matematik Modelini oluşturmaktadır. Bu biçimde bir başlangıç zamanında verilen ek şartlara İLKŞART adını veriyoruz. İleride bu konuyu daha ayrıntılı bir biçimde ele alacağız.

Serbest düşme hareketinde yol ile hız arasındaki ilişkiyi de bir diferansiyel denklemle ifade edebileceğimizi biliyoruz. Gerçekten de problemimizdeki küçük katı cisim bir düşey doğrultu üzerinde hareket ettiğine göre bir noktadaki hızını o noktadaki yer koordinatının (yani yüksekliğinin) zamanla değişimi olarak düşünebiliriz. Cismin herhangi bir t anındaki yüksekliğini s(t) ile gösterir ve  t = t0 da s = s0 kabul edersek yeni bir diferansiyel denklem elde ederiz.

ds/dt = u(t) ,   t = t0 da   s = s0 ,    t > t0
Görüldüğü gibi bu da 1.nci mertebeden lineer bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemin türevini alır önceki denklemimizle birleştirirsek:

d2s/dt2 = -g  ,      t = t0 da      u = u0 ,       s = s0 ,    t > t0
elde edeceğimiz açıktır. Bu ise 2.nci mertebeden lineer bir adi diferansiyel denklemdir ve iki ilkşart değerine sahiptir.

İlkşartları kullanarak bu denklemi entegre edebiliriz.

s = s0 + u0(t - t0) – (1/2)g(t – t0)2
B)  Maddesel Noktanın Hareketi:
Aslında yukarıda verdiğimiz örnek, iyi bilinen NEWTON Hareket Kurallarının basit bir uygulaması idi. Bu kuralın uzayda hareket eden sabit kütleli küçük bir cisim (Maddesel Nokta) için vektörsel yazılımı şu biçimdedir.

 Cismin kütlesi m, herhangi bir t anındaki hızı V, ivmesi a ve üzerine etkiyen kuvvet F ise:
m dV/dt = ma = F
olmalıdır. Burada  yer vektörü r = xi + yj,   V = ui + vj  ve F = Fx i + Fy j   yazarak olayın iki boyutlu uzayda yani bir xOy düzlemi içinde geçtiğini kabul edersek:

i:     m du/dt = Fx
j:     m dv/dt = Fy
denklemlerini elde ederiz. Tabii bu denklemlerle birlikte u(t0) ve v(t0) değerlerini belirleyecek ilkşartlar da verilmelidir. 
Bu denklem sisteminde Fx ve Fy nin zamanla değişimini belirleyen ifade son derecede önemlidir. Örneğin  Fy = - mg   , Fx = 0  seçilirse  önceki örneğe dönülmüş olur. Başka bir örnek Fx = - mg Sint, Fy = - mg Cost biçiminde seçilmesi ile elde edilebilir. Her iki halde de denklemlerin lineer olma özelliği değişmez. Ancak cismin üzerine etkiyen kuvvetlerin cismin hızına bağlı olarak verilmesi gereken durumlarda (örneğin, hava ile sürtünme gibi, içinde hareket edilen akışkanın yavaşlatıcı etkisi hesaba katıldığında) bu denklemler Fx(t,u,v) ve Fy(t,u,v) fonksiyonlarının alacağı biçime göre gayri-lineer hale gelebilir. İleride bu biçimdeki uygulamaları inceleyeceğiz.

Yukarıda Düzlemsel hareket denklemlerini birinci mertebeden denklemler halinde belirttik. Aslında yer vektörünün bileşenleri cinsinden yazıldığında bu denklemlerin ikinci mertebeden denklemler olduğunu biliyoruz. Bunu şöyle ifade edebiliriz:
i:     m d2x/dt2 = Fx(t,x,y,u,v) ,   t = t0 da x = x0 , u = u0
j:     m d2y/dt2 = Fy(t,x,y,u,v) ,   t = t0 da y = y0 , v = v0
C)  Mükemmel Elastik Yayın Doğrusal Titreşimi:
Yukarıda verdiğimiz NEWTON Denklemlerini bir ucu sabit bir noktaya bağlanmış, diğer ucuna bir m kütlesi iliştirilmiş ve düşey doğrultuda serbestçe hareket etmeye bırakılmış bir yayın hareketine kolayca uygulayabiliriz. 

Kabul edelim ki yayın kütlesi ihmal edilebilir düzeydedir, yay bir uçtan diğerine homojen yapıya sahiptir, üzerine uygulanan kuvvetle orantılı bir uzama göstermektedir ve yay katsayısı dediğimiz bu oran k ile gösterilmiştir.
Öte yandan yayın içinde bulunduğu ortam (hava, su veya başka bir akışkan) yayın hareketine akışkan sürtünmesi yolu ile karşı koymaktadır. Kabul edelim ki bu karşı kuvvet yayın hareketli ucunun hızı ile orantılıdır. Akışkanın Sürükleme Katsayısı adını verdiğimiz bu büyüklüğü de c ile gösterelim.
Son olarak varsayalım ki m kütleli cisim manyetik etkilenebilir bir metalden yapılmıştır ve üzerine, kütlesi ile orantılı, F(t) ile göstereceğimiz bir değişken manyetik kuvvet etkimektedir.

Problemin yalnızca düşey doğrultuda gerçekleştiğini düşünürsek ve yayın sabit ucunu bu doğrultu için başlangıç merkezi yaparak, yayın, herhangi bir t anında, O dan ölçülen uzunluğunu u(t) ile gösterirsek, hareket denklemimiz hemen:
md2u/dt2 = mF(t) + ku(t) + cdu/dt

biçimini alır. Görüldüğü gibi bu denklem ikinci mertebeden lineer bir denklemdir. Ancak daha gerçekçi bir yaklaşım Sürükleme Katsayısının hareketli cismin hızına bağlı olduğunu kabul eder ki o durumda c = c(u) yazacağımıza göre denklemimiz gayri-lineer bir denkleme dönüşür.
Şimdi varsayalım ki m cismi yay bir t = t0 anında  u(0) = u0 uzunluğunda iken ve serbest ucun hızı du(0)/dt = u’(0) =  u’0  iken hareket başlamıştır. Şu halde bu fiziksel olay için öngördüğümüz matematik model:
md2u/dt2 = mF(t) + ku(t) + c(u)du/dt
t = t0  da  u(0) = u0 ,  u’(0) =  u’0
olarak biçimlenmiş olur. 
Bu problemin çok basit bir hali için çözümü kolayca elde edebiliriz. Varsayalım ki herhangi bir manyetik etki yoktur yani F(t) = 0 dır; ve akışkan Sürükleme Kuvveti ihmal edilebilecek kadar küçük ve yavaş titreşimler söz konusudur yani c(u) ( 0 dır. Bu basitleştirici kabuller halinde denklemimiz:
d2u/dt2  -   (k/m)u(t) = 0 
biçimini alır ki, biraz dikkatli bir inceleme, ( 2 = k/m yazarak,    çözümün:

u(t) = A Sin(( t) + B Cos(( t)

biçiminde olduğunu hemen gösterecektir.

Ilkşartlarımız aynen geçerlidir. Bu özel hal için onlara özel değerler seçtiğimizi, örneğin:

t = 0 da u(0) = u0 ,  du(0)/dt =  u’(0) =  u’0 = 0

alındığını, yani yayın ucunun u0 noktasına gelinceye kadar çekilip, herhangi bir ilk verilmeksizin, serbest bırakıldığını kabul edersek:

Yay ucunun bir t anındaki hızı: du/dt = A( Cos(( t) - B( Sin(( t) olduğuna göre 

t = 0 anında u’(0) =  u’0 = A( Cos(( t) =  0  (   A = 0 olmalıdır. Öte yandan:
t = 0 anında u(0) = B( = u0 ( B = u0 /( olmak zorundadır. 

Bütün bunlara göre çözümün son biçimi şöyle olacaktır.
u(t) = [u0 / (k/m)1/2]Cos[(k/m)1/2t]
D) İki Cisimli Kütlesel Çekim Problemi:
Tarihi değeri çok büyük olan çok önemli bir fizik kuralını açıklayan bir çalışmayı inceleyeceğiz. KEPLER in tamamen çok uzun ve hassas gözlemlerden çıkardığı gezegenlerin hareketleri ile ilgili kurallarının NEWTON tarafından nasıl bir tek matematik modele dönüştürüldüğünü kısaca anlatacağız.
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Uzayda büyük bir M kütleli cisimle küçük bir m(<<M) kütleli cisim düşünelim. Bu cisimler arasındaki mesafe r(t) ile gösterilsin. Bu cisimlerin birbirine göre hareketini, daha doğrusu küçük cismin büyüğüne göre hareketini inceleyeceğiz. Doğal olarak bu iki cisim her t için aynı düzlemde kalacaktır; yani hareket düzlemseldir. O halde hareketin kartezyen koordinatlarını büyük cismin merkezine yerleştirelim ve birim vektörlerini i ve j olarak adlandıralım. Benzer biçimde hareketin yarı-kutupsal koordinatlarını da merkeze yerleştirerek  birim vektörlerini er ve e(  ile gösterelim. (Şekilde, karışıklığı önlemek için, bunlar küçük cismin merkezine taşınmıştır.)
İki kütle arasındaki uzaklık r ile verildiğine göre bu,

Kartezyen sistemde R = rCos( i + rSin( j

Yarı-kutupsal sistemde R = r er
olarak ifade edilecektir.
 İncelemek istediğimiz büyüklükler kuşkusuz bu denklemlerde görünen r = r(t) ve ( = ((t) değerleridir. Bunları bulmak için uygulayacağımız kurallar ise NEWTON Hareket Kurallarıdır. Yani bir cismin ivmesi ile üzerine etkiyen kuvvet arasında 

m dV/dt = ma = F
bağıntısı vardır ve uzayda başka hiçbir etki yokken iki cisim birbirini kütleleri çarpımı ile doğru aradaki uzaklığın karesi ile ters orantılı şiddetteki bir kuvvetle çekerler. Yani

F = GMm/r2
Bağıntısı geçerlidir. Burada G NEWTON Çekim Sabitini, F ise F kuvvetinin şiddetini belirtmektedir.

Cisimler arasındaki çekim kuvveti r doğrultusunda verildiğine göre   m dV/dt =  F denklemini bu doğrultuda yazmamız yani  m dV/dt  bu doğrultudaki bileşenini belirlememiz kolaylık sağlayacaktır. Bu amaçla ilk iş olarak yer vektörlerini birbiri ile ilişkilendirmeliyiz.

er = Cos( i + Sin( j , e( = -Sin( i + Cos( j
Burada hemen görüyoruz ki   der /d( = e(   ve   de( /d( = - er  dir.

Madem ki cismin yer vektörü R = r er olarak verilmiştir, o halde bunun zamana göre türevleri bize önce hızı sonra ivmeyi verecektir. Şimdi bunları hesaplayalım:

V =dR/dt =(dr/dt) er+r(der /dt)=(dr/dt) er+r[(der /d()(d( /dt)]= (dr/dt) er + r ( d( /dt) e(
a = [d2r/dt2- r(d( /dt)2] er + [rd2( /dt2 + 2(dr/dt)(d( /dt)] e(    

Şu halde artık hareket denklemlerini yazabiliriz.

er:    d2r/dt2- r(d( /dt)2 =  GM/r2
e( :  rd2( /dt2 + 2(dr/dt)(d( /dt) = 0
Görüldüğü gibi r(t) ve ((t) için yazılmış iki denklemli bir diferansiyel denklem sistemi elde ettik; üstelik her iki denklem de gayri-lineer.

Biraz dikkat edilince ikinci denklemin, k keyfi bir sabit olmak üzere,

 d/dt[r2d( /dt] = 0 (  r2d( /dt = k 

şeklinde yazılabileceği görülecektir. Bu çok ilginç sonucu daha iyi görmek için küçük bir şekil çizerek m kütleli gezegenimizin herhangi iki t1 ve t2 anında

ki konumlarını göz önüne alalım:
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Şekilden hemen görüyoruz ki  r(r d() gezegenin k(dt) = k(t2 – t1) kadar zamanda uzayda  taradığı alandır. Bu da bizi hemen 2.nci KEPLER Kuralına götürür: “Bir gezegenin birim zamanda taradığı alan sabittir.”
Yukarıdaki iki denklemden ikincisi için bulduğumuz sonucu yani r(t) ile ( (t) arasındaki r2d( /dt = k ilişkisini ilk denklemde kullanırsak:

r2d2r/dt2 - k/r = GM
ifadesini elde ederiz. Bu denklem gayri-lineerdir ama lineerleştirilebilir ve diğer KEPLER Kurallarını açıklamaya yeter. 
E)  Popülasyonların Değişimi:
Diferansiyel denklemlerin ilginç uygulama alanlarından biri belirli bir çevredeki belirli bir türün nüfus ya da popülasyon değişimini incelemedir. Herhangi bir canlı türüne ait toplam birey sayısını yani popülasyonu u(t) ile gösterirsek, incelediğimiz zaman dilimini de hiçbir ölüm gerçekleşmeyecek kadar kısa tutarsak u nun zamana göre değişimi t = t0 anındaki u = u0 değerinden başlayarak her an o andaki u değeri ile orantılı olacağına göre:

(du/dt)/u = k1  , k1  = lnu0     t ( t0 

yazabiliriz. Bu birinci mertebeden basit bir diferansiyel denklemdir ve çözümü:

 du/u = k1  dt (     lnu = k1 (t-t0) (  u = exp[k1 (t – t0)] (    u = u0 exp(t – t0)
şeklinde hemen elde edilebilir. Görüldüğü gibi “ölümsüzlük çözümü”  üstel bir nüfus artışı doğurmaktadır. 
Kuşkusuz daha gerçekçi bir yaklaşım ölümleri de hesaba katmayı gerektirecektir. Ölen canlı sayısı da kuşkusuz o andaki popülasyonla orantılı olacaktır. Ancak doğum ve ölüm oranları arasındaki temel fark şudur:  “Bir canlının (veya çiftinin) ömürleri süresinde birden fazla doğum mümkünken ölüm ancak bir kere gerçekleşebilir.” Bunu matematik olarak şöyle ifade edebiliriz:
(du/u)/(k1 – k2u) = dt ,   k1  = lnu0 ,  k2 : Ölüm Oranı         t ( t0
Yani belirli bir zaman diliminde popülasyon değişimi du/u sabit ve tabii pozitif bir doğum oranına sahipken ölüm oranı o andaki popülasyona ya da canlı sayısına bağlı, yine pozitif, bir değer taşımaktadır. 

Kuşkusuz yukarıdaki matematik ifade, açıklanan kabulün sonucudur ve doğal olarak başka kabuller yapılabilir. Bu kabul, yapılan çeşitli gözlemlere oldukça iyi uyan sonuçlar verdiği için burada ele alınmıştır.

Bulduğumuz diferansiyel denklemi
[1/u + k2/(k1 – k2u)]du = k1 dt

biçiminde yazar ve entegrasyon işlemini gerçekleştirirsek:
ln[u/[k1 – k2u)] = k1(t – t0) + k3 (   u/[k1 – k2u) = exp(k3) u0 exp(t – t0)
elde ederiz. Halbuki t = t0 olduğunda u = u0 olmalıdır. O halde:

exp(k3) (k1 – k2u0) = 1 (  exp(k3) = 1/(k1 – k2u0)  olmalıdır. O halde:

u(t) / [k1 – k2u(t)]   = [u0 / (k1 – k2u0)] exp(t – t0) , veya u(t) ye göre çözersek:
u(t) = {u0 / [1 – u0 k2 /k1 + (u0 k2 /k1) exp(t – t0)]} exp(t – t0)
nihai sonucuna ulaşırız. Elde ettiğimiz bu ifade t = t0 için u = u0 değerini sağlamakta, ama acaba t sınırsız büyüdüğünde acaba sonuç ne olur? Aslında sorunun cevabı basit çok büyük t değerleri için u(t) nin limiti, üstel olmayan değerler ihmal edilebileceği için, 
u(t) ( u0 exp(t) / [u0 (k2 /k1) exp(t)] (  k1/k2
olacaktır.

Bu sonuç ilginçtir. Aşağıda değişik k1/k2 oranları için çizilen grafiklere bakarak sonucu yorumlayalım.
F)  Arz-Talep Dengesi:

Bu paragrafta bir ekonomi problemini ele alacağız ve göstereceğiz ki matematik model kurulabilmesi halinde Diferansiyel Denklemler bu alanda da ilginç bir uygulama alanına sahiptir.
Kabul edelim ki belli bir pazarda belirli bir malın fiyatı u(t) ile gösterilmektedir. Kuşkusuz bu fiyatın zamanla değişimi (du/dt) , malın başlangıç anındaki fiyatı u0 değerine, başlangıç anından itibaren piyasaya birim zamanda sürülecek mal miktarına yan “Arz =A” ya ve tabii birim zamanda piyasadan çekilecek mal miktarına yani “Talep = T” ye bağlı olacaktır. Bu söylediklerimizi bir matematik ifadeye dönüştürürsek:

du/dt =  k(T-A),   t=0 için u = u0 , t(0    (  u(t) = u0 + k(T-A)t

Arz-Talep dengesi denklemini ve çözümünü elde ederiz. Burada k>0 söz konusu mala karşı piyasanın sahip olduğu “kırılganlığı” temsil etmektedir. Kuşkusuz ekmek, enerji ya da ayakkabı gibi vazgeçilmesi zor malların k kırılganlık katsayıları ile sakız ya da düğme gibi hiç değilse bir süreliğine vazgeçilebilen malları kırılganlık katsayıları farklı olacaktır.   Denklemin de ifade ettiği gibi :

T>A durumunda T-A>0,  du/dt>0 ( artan fiyatlar,

T=A durumunda T-A=0,  du/dt=0 ( sabit fiyatlar,

T<A durumunda T-A<0,  du/dt<0 ( azalan fiyatlar,

ortaya çıkacaktır. Ancak Arz-Talep dengesi sonucunda oluşan fiyatın da Arz ve Talep üzerinde etkili olacağı açıktır. Herhangi bir malın yüksek arz nedeniyle fiyatının düşmesi o malın arzını azaltabileceği gibi ayni zamanda tüketicinin de, mümkün olan hallerde o malı diğer bir mal yerine (a ekmeği yerine b ekmeği veya pide gibi…) satın almaya özendirecek yani talebin artmasına neden olacaktır. Diğer sözlerle hem talep hem de arz fiyatın fonksiyonudur. Bunu matematik olarak ifade ettiğimizde:

T = t0 – t1u(t) ,  A = a0 – a1u(t)
biçiminde bir kabul yapabiliriz. Burada a ve t değerleri arz-talep dengesi incelenen mala özgü katsayılardır. Kuşkusuz bu matematik ifadeler bir varsayım oluşturuyor ve ayrıntılı ekonomik incelemeler için yeterli olmayabilirler. Ancak bizim amaçlarımıza uygun en basit varsayımı oluşturuyorlar.

Bu kabullerle Arz-Talep Dengesi denklemimizi yeniden yazalım.

du/dt = k[(t0 – a0) + (t1 – a1)u] , t = 0 da u = u0 ,  t(0
Bu denklemin entegrasyonunu yapmak yani çözmek için şöyle yazalım:

du/dt + k(t1 – a1)u = k(t0 – a0) 
Denklemin sol tarafı birinci türevi ile kendisi bir sabit farkı ile aynı olan bir fonksiyondan bahsediyor. Bu, bir üstel fonksiyon olmalıdır. Gerçekten de 

u(t) = A exp[-k(t1 – a1 )t] + k(t0 – a0)
ifadesi verilen denklemi sağlar. Burada A entegrasyon sonrası gelecek olan keyfi bir sabittir. İlkşartı da kullanırsak:

t = 0:  u(t) = A exp[-k(t1 – a1)(0)] + k(t0 – a0) = A + k(t0 – a0) = u0 (  A = u0 - k(t0 – a0)
u(t) = [u0 - k(t0 – a0)] exp[-k(t1 – a1)t] + k(t0 – a0)

biçiminde çözümü elde ederiz.

1.4  BİRİNCİ MERTEBEDEN DİFERANSİYEL DENKLEMLER:
Bu paragrafta birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin bazı özelliklerini ve çözüm yöntemlerini örnekleri ile birlikte ele alacağız.

Birinci mertebeden denklemlerin en genel hali:

F(t, u, du/dt) = 0
biçimindedir. Uygulamada –ve tabii literatürde de- en çok karşılaştığımız hal ise, bu ifadeden du/dt nin çözülmesi ile elde edilen:
du/dt = f(t,u)
veya bunun farklı yazılmış biçimi olan:
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P(t,u)du + Q(t,u)dt = 0
halidir. Aşağıda f(t,u) nun ya da P(t,u) ve Q(t,u) nun özelliklerine bakarak en basit halden daha karmaşık hallere doğru birinci mertebeden denklemleri ele alacağız ve her hal için çözüm yöntemlerini inceleyeceğiz.
 Ancak çözüm yöntemlerine başlamadan önce şu soruları, hiç değilse, kabaca cevaplamamız gerekiyor. “Acaba du/dt = f(t,u) denkleminin bir çözümü var mı? Bu çözüm hangi şartlarda tek çözümdür?”

Bütün diferansiyel Denklemler Teorisinin temel sorusunu böylece dillendirdikten sonra, elimizdeki denklem türü için cevabı hemen verelim:
PİCARD-LİNDELÖFF Teoremi:   “Eğer
· t = t0 için bir u = u0 değeri belirlenmiş ise

ve (t,u) düzlemindeki bu  (t0 , u0) noktası civarında (t – t0(( a ve (u – u0(( b ,(a,b>0 ve gerçel sayılar,) aralıklarında:

· f(t,u) ve ( f/( u tanımlı ve sürekli fonksiyonlar ise

du/dt = f(t,u) denkleminin bu (t0 , u0) noktası civarında, yani (t – t0(( c( a (c>0, gerçel sayı) aralığında bir ve bir tek çözümü vardır.”
Aslında ileride bu teoremin sınırlı bir ispatını ve elimizdekinden daha genel problemlere de genişletilebileceğini göreceğiz. Şimdilik teoremin ispatı için kullanılan ve iyi bilinen PİCARD Ardışık Entegraller Yöntemini bir örnekle tanıtalım.
Yöntemin ana fikri şudur: du/dt = f(t,u) denklemi ve t = t0 için bir u = u0 ilkşartı verildiğine göre, bu ilkşartı sağlayan basit bir U0(u,t)  fonksiyonu bulunabilir. Bu fonksiyonu çözüm doğrultusundaki “sıfırıncı” yaklaşım olarak düşünebiliriz ve birinci,  ikinci ve sonraki yaklaşımlarımızı:
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biçiminde sürdürmeliyiz. Doğal olarak U1 , U2 , …serisinin u(t) çözümüne yakınsayacağını kabul etmiş oluyoruz. 

Şimdi bir örnekle yöntemi biraz daha iyi açıklamaya çalışalım. Çözümünü bildiğimiz basit bir problem seçelim. Örneğin:

du/dt = u denklemine t = 0 için u = 1 olacak şekilde çözüm arayalım. 

İlkşart dolayısıyla U0 = 1 seçmeliyiz.
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Entegrasyon işlemini sürdürmemiz halinde u(t) = et = 1+t+t2/2+ t3/3! … doğru çözümüne yaklaştığımız açıkça görülüyor.

Aslında yukarıda açıklanan yönteme du/dt = u denklemine t = 0 için u = 1 olacak şekilde çözüm arama işleminin en genel biçimi olarak bakabiliriz. Tabii 
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 entegrali her zaman yukarıdaki gibi kolay hesaplanabilir bir ifade olmayabilir. Hatta bu entegrasyon işlemi çok basit problemler dışında tamamen kullanışsızdır demek daha doğru olur. Bu nedenle hemen çözüm verecek başka yöntemlere ihtiyaç vardır. Şimdi basitten daha karmaşığa doğru bunları inceleyelim.
A)  Değişkenlerine Ayrılabilen Denklemler:

En basit diferansiyel denklemler:

A(u)du + B(t)dt = 0

biçiminde yazılabilen denklemlerdir. Bunları çözümünü bulmak için bir entegrasyon işlemi yeterlidir.

Örnek 1:      udu + tdt = 0 denklemine t = 1 için u = 3 olacak biçimde bir çözüm bulunuz.

Çözüm zaten kendini gösteriyor.( u2 + t2 = 2k ( 32 + 12 = 2k ( k = 5
u = (10 – t2)1/2
Örnek 2:   du/dt = u/Sint,    t = 0, u = 1

du/dt = u/Sint ( du/u – Sint dt  = 0 ( lnu = -Cost + k ( u = k e –Cost (  t = 0 u = k = 1
u = e –Cost
Örnek 3:   utdt – (2+u)du = 0, t = 2,  u = 3

utdt – (2+t)du = 0( du/u - [t/(2+t)]dt ( lnu – t + 2ln(2+t) = k ( u(2+t)2 =K et 

( u = K et/(2+t)2 ( u = K e2(2+2)2 = 3( K = 3/(4e2)
u = [3/(4e2)] et/(2+t)2
Bazı problemlerde değişkenlere ayırma işlemi yukarıdaki kadar kolay olmayabilir ve ayırma işlemini gerçekleştirebilmek için bir değişken dönüşümünden yararlanmak gerekebilir. Bunun en güzel örneği: P(t,u)du + Q(t,u)dt = 0 denklemindeki P ve T nin homojen fonksiyonlar olması (Yani t ve u nun üsler toplamının bütün terimlerinde aynı olması) halinde ortaya çıkar. Hem homojen fonksiyonları hem de değişken dönüşümünü örneklerle açıklayalım:
Örnek 4:  (u2+t2)du – utdt = 0 ,   t = 1  u = 4
Görüldüğü gibi gerek du nun katsayısındaki terimlerin üsler toplamı ve gerekse dt nin katsayısındaki üslerin toplamı aynı; şu halde bu bir homojen denklem. Yani istersek bu denklemin katsayılarını örneğin u2 ile bölerek:

[(u/t)2+1]du – (u/t)dt = 0

biçiminde yani sadece (u/t) nin bir fonksiyonuymuş gibi yazabiliriz. (Aslında bu homojenliğin tanımıdır.) 
Öyleyse t/u = v( t = vu desek dt = udv + vdu olur ve bunları ilk denklemde kullanırsak:

(u2+v2u2)du – vu2(udv+vdu)= 0 (  u2(1 +v2)du – u2(uv)dv – u2(v2)du= 0 ( du - uvdv= 0

( du/u =vdv ( 2lnu = v2 + k (  u2 =K exp(v2)
Başlangıçtaki değişkenlerimize dönersek:

u2 = K exp(u2/t2) ( u2 = K exp(42/1) = 16( K = 16/e8
u2 = (16/e8) exp(u2/t2)
Burada hangi değişkeni kullandığımızın bir önemi yoktur. Bunu açıklamak için aynı problemi u = vt dönüşümü ile tekrarlayalım. Bu halde du = tdv+vdt olur. Yerine koyalım:
(v2t2+t2)(tdv+vdt) – vt2 dt = 0 ( (v2+1)tdv+v2dt = 0 (  [1 + 1/v2]dv + dt/t = 0

(v2+1)(tdv+vdt) – vdt = (v2+1) tdv + (v2+1)vdt – vdt = (v2+1)tdv + v3dt 

(   dt/t + [(v2+1) /v3] dv = 0 ( dt/t + dv/v + dv/v3 ( 2ln(tv) = - v2 + k 
(tv)2 = K exp(-v2) ( u2 = K exp(-u2/t2)    ???(işaret!)  
Örnek 5:  (2t-u)du + (u2/t)dt = 0  
Bu da homojen denklem,   t = vu, dt = udv+vdu koyalım.

u(2v-1)du + u(1/v)(udv+vdu) = 0 ( 2vdu + (u/v)dv = 0 ( 2du/u + dv/v3 = 0

( 2lnu – 1/2v2 + k ( u2 = K exp(1/2v2) ( u2 = K exp(u2/2t2)
Örnek 6:  u(2u+t) du + 3t2dt = 0  ????(yeni problem!)
Bu da homojen denklem, t = vu,  dt = udv + vdu   koyalım.

u(2u+vu)du + 3(vu)2(udv+vdu) = 0 ( 2udu+ vdu + 3v2udv + 3v3du = 0

(  

Tam Diferansiyel Denklem ve Entegrasyon Çarpanı:
Bir f(t,u) = st fonksiyonu verildiğinde, bunun Otu kartezyen eksenli bir düzlemde bir eğri gösterdiğini ve bu eğri üzerinde t ve u nasıl değişirse değişsin f(t,u) değerinin her zaman aynı kalacağını biliyoruz. Örneğin k bir sabit sayı olmak üzere: tu = k,  t2 + u2 = k…gibi. 

Bu f(t,u)  fonksiyonu için tanımladığımız Tam Diferansiyel ifadesinin bu eğri üzerinde f = k, yani sabit kalması dolayısı ile daima sıfıra eşit olduğunu da biliyoruz. Yani 

df = (( f/( t)dt + (( f/( u)du = 0
Örneklerimize bu bağıntıyı uygularsak:

tu = k   (    udt + tdu = d(tu) = 0   (   tu = k  (Denklem: du/dt = u/t veya u’ =u/t)
t2 + u2 = k (   2tdt + 2udu = d(t2 + u2) = 0  (   t2 +  u2 = k Denklem: du/dt = t/u) 
Görüldüğü gibi, bazen bir “tam diferansiyel” ifadesi olan  “df = (( f/( t)dt + (( f/( u)du = 0”  bağıntısını sağlayacak şekilde verilmiş bir denklemle karşılaşabiliriz. Böyle bir durumda çözümü bulmanın çok daha kolay olacağı açık. Peki, bu denklemleri nasıl tanıyacağız. Aslında bu sorunun cevabı çok basittir. Çünkü, eğer böyle bir f(t,u) varsa:

( (( f/( t)/( u =  ( (( f/( u)/( t

olması gerektiğini biliyoruz. Bu ön bilgiye göre artık tanımımızı yapabiliriz.

Eğer M(t,u)dt + N(t,u)du = 0 verilmiş bir denklemde ( (M)/( u =  ( (N)/( t şartı sağlanıyorsa böyle denklemlere Tam Diferansiyel Denklem adı verilir.

Tam Diferansiyel Denklemin entegrasyonu, doğal olarak, yukarıdaki özelliklerinden yararlanılarak yapılır. Bunu örneklerle yapalım.

Örnek 1.
Bu örneği yukarıdaki çalışmamıza paralel yürütelim ancak biraz daha karmaşık bir denklem oluşturmaya çalışalım. Varsayalım ki

f(t,u) = t2Sinu – t3 u2 = k

biçimindedir. Bu durumda:

( f/( t = 2tSinu – 3t2u2,    ( f/( u = t2Cosu – 2t3u

olacak ve ilgili tam diferansiyel denklem, önümüze

 (2tSinu – 3t2u2)dt + (t2Cosu – 2t3u)du = 0
olarak gelecektir. Şimdi artık problemimizin yukarıdaki çizgili satırdan başladığını ve ondan önceki bilgiye sahip olmadığımızı düşünelim ve ilk iş olarak verilen denklemin tam diferansiyel denklem olup olmadığını araştıralım. Bunun için ( (( f/( t)/( u=( (( f/( u)/( t bağıntısının geçerli olup olmadığına bakacağız.

( (2tSinu – 3t2u2)/( u = 2tCosu – 6t2u
( (t2Cosu – 2t3u)/( t = 2tCosu – 6t2u

Görüldüğü gibi bu iki ifade eşit o halde denklemimiz (doğal olarak!) bir Tam Diferansiyel Denklemdir.

Tam Diferansiyel olduğunu bildiğimiz bir denklemi yukarıda yaptıklarımızı ters yönde uygulayarak çözeriz. Yani madem ki: 

( f/( t = M(t,u) = 2tSinu – 3t2u2
olarak verilmiştir. O halde bunu t- ye göre entegre edersek (bu işlemi yaparken u- ya sabit gözüyle bakacağız) f(u,t) değerini bulabiliriz. Bunu yapalım.

f(t,u) = t2Sinu – t3u2 + ((u)

Bulduğumuz ifadedeki ((u) fonksiyonu iki değişkenli f(t,u) fonksiyonunu yalnızca t- ye göre entegre etmemizden kaynaklanıyor. Gerçekten de bulduğumuz f(t,u) fonksiyonunun t- ye göre kısmi türevi alınırsa ((u) nun t- ye görevi sıfır olacağından, normal tek değişkenli entegrasyonda eklediğimiz sabit sayının yerini burada t- ye göre sabit olan ((u) fonksiyonu almaktadır.
Bir f(t,u) ifadesi bulduk ancak henüz işimiz bitmedi. Bulduğumuz f(t,u) fonksiyonunun u- ya göre türevi N(t,u) = t2Cosu – 2t3u değerine eşit olmalıdır. Yani 
( f/( u = t2Cosu – 2t3u + d( /du = t2Cosu – 2t3u ( d( /du = 0( ( = k
olmalıdır. Şu halde sonuç, başladığımız ifade olan

f(t,u) = t2Sinu – t3 u2 = k
olarak elde edilir.

Örnek 2.

[3t2u exp(t3) + 6tSinu]dt + [exp(t3) + 3t2Cosu]du = 0 denklemini çözünüz.
Bu denklem eğer bir tam diferansiyel ise

 M(t,u) = ( f/( t = 3t2u exp(t3) + 6tSinu  ve  N(t,u) = ( f/( u = exp(t3) + 3t2Cosu

Olacak şekilde bit f(t,u) fonksiyonu vardır. Ve M ile N arasında ( (M)/( u =  ( (N)/( t bağıntısı sağlanmalıdır. Önce, buna göre, denklemimizin bir Tam Diferansiyel olup olmadığını araştıralım.

( /( u[3t2u exp(t3) + 6tSinu] = 3t2 exp(t3) + 6tCosu

( /( t[exp(t3) – 3t2Cosu] =  3t2exp(t3) + 6tCosu
Bu bir Tam Diferansiyel Denklem; o halde buna göre f(t,u) yu hesaplayalım. Bu defa ikinci kısmi türevi alıp bunu u- ya göre entegre edelim.

( f/( u = exp(t3) + 3t2Cosu(   f(t,u) = u exp(t3) + 3t2Sinu + ((t)

Bu ifadenin t- ye göre türevi, ilk kısmi türeve eşit olmalıdır. 

( f/( t =  3t2u exp(t3) + 6tSinu + (’(t) = 3t2u exp(t3) + 6tSinu(  ((t) = k
O halde sonuç:    f(t,u) = u exp(t3) + 3t2Sinu + k  olarak bulunur.

Entegrasyon Çarpanı:
Kuşkusuz M(t,u)dt + N(t,u)du = 0  biçiminde verilmiş herhangi bir denklemin her zaman bir Tam Diferansiyel olması beklenemez. Hatta büyük çoğunluğu da değildir. Ancak bazı hallerde verilen denklemi Entegrasyon Çarpanı adını verdiğimiz bir m(t.u) fonksiyonu ile çarparak Tam Diferansiyel haline dönüştürebiliriz. Bunu kısaca inceleyelim. Denklemi çarptığımız fonksiyon m(t,u) ise,
m(t,u){M(t,u)dt + N(t,u)du} = 0 

Denkleminin katsayıları 

( (mM)/( u =  ( (mN)/( t ( m{( M/( u - ( N/( t} + M( m/( u - N( m/( t = 0

ifadesini sağlamalıdır. Yani m(t,u) öyle belirlenmelidir ki bu ifade sağlansın. Hemen görüyoruz ki bu öncekinden daha basit bir problem değil; o halde m(t,u) seçimimizi basitleştirerek bir sonuç bulup bulamayacağımızı araştıralım. En basit kabuller tabii m(t,u) yerine m(t) veya m(u) seçmek. Bunlardan birinciyi yapalım. Eğer m = m(t) alırsak, artık      (m/( t = dm/dt ve ( m/( u = 0  olur, buna göre Tam Diferansiyellik şartımız:

m{( M/( u - ( N/( t} - N dm/dt = 0(  (1/m)dm/dt = (1/N) {( M/( u - ( N/( t}

haline girer. m = m(t) olduğuna göre eğer (1/N){( M/( u - ( N/( t} = ((t)

gibi yalnız t- nin fonksiyonu olarak elde ediliyorsa Entegrasyon Çarpanımızı hemen:

(1/m)dm =  ((t)dt  (  m(t) = exp[( ((t)dt]

olarak elde ederiz. Şimdi bir örnek yapalım: 
Örnek 3.

 (t2 + u)dt – (2t)du = 0 ;   M(t,u) =  t2 + u ,  N(t,u) = 2t 
Denklemi verilmiş. Önce Tam Diferansiyel olup olmadığını araştıralım.

( ( t2+ u)/( u = 1  ,  ( (2t)/( t = 2
Tam diferansiyel değil; şu halde Entegrasyon Çarpanını bulmalıyız. 

(1/N) {( M/( u - ( N/( t} = [1/(2t)][1 - 2] = - 1/2t

m(t) = exp[( (– 1/2t)dt = exp[–(1/2) lnt] = 1/( t
Yaptığımızı kontrol edelim.
(1/( t) {(t2 + u)dt – (2t)du} = 0
( [(1/( t)( t2+ u)]/( u = 1/( t ,   ( (2t/( t)/( t = 1/( t
Gerçekten bir Tam Diferansiyel Denklem elde ettik.
Lineer Diferansiyel Denklem – Genel Çözüm Kavramı:

Bütün Diferansiyel Denklemler Teorisinde Lineer Denklemler önemli bir yer tutarlar. Bu nedenle burada Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemleri kısaca ele alacağız. Çok basit ve, prensipte, kolay çözülebilen bu denklemlerin en genel biçimi:
A(t) (du/dt) + B(t)u  = C(t)

veya b(t) = B(t)/A(t) ,  c(t) = C(t)/A(t)  yazarak:
du/dt + b(t)u  =  c(t)
biçiminde verilir. Denklemin bir Tam Diferansiyel olup olmadığını anlamak için alıştığımız biçimde yazalım:

[b(t)-c(t)/u]dt + (1/u)du = 0

( [b(t)-c(t)/u]/( u =  c(t)/u2,   ( [1/u]/( t = 0
Tam Diferansiyel olmadığı açık;  entegrasyon çarpanını bulalım. Yalnız bunu biraz farklı bir biçimde yürüterek, Entegrasyon Çarpanı bulma işini farklı bir yöntemle yapalım. Varsayalım ki m(t) bu entegrasyon çarpanıdır. Denklemi bununla çarpalım ve yeniden gruplandıralım:

m(t){ du/dt + b(t)u}  =  c(t)m(t)  (  [m(t)b(t)u –m(t)c(t)]dt + m(t)du = 0
Tam Diferansiyel olma şartını kullanalım:

 ( { m(t)b(t)u –m(t)c(t) }( u = ( [m(t)] ( t ( m(t)b(t) = dm(t)/dt ( dm(t)/m(t) = b(t)dt 
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Şimdi bu çarpanla denkleme dönelim.

 exp[( b(t)dt] (du/dt) + b(t)exp[( b(t)dt] u = c(t) exp[( b(t)dt] dt
Görüldüğü gibi denklemin sol tarafı d{u exp[( b(t)dt]} ifadesine dönüşmüştür. O halde

d{u exp[( b(t)dt]} = c(t) exp[( b(t)dt] dt
yazabiliriz. Artık denklemin çözümünü yazabilecek duruma geldik. m(t)= exp[( b(t)dt] dt ( 0 olduğunu hatırlayarak çözümü yazalım.
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Böylece birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem için “Genel Çözüm” ifadesini elde ettik. Örnekler geçmeden önce bu çözüme neden “Genel Çözüm” dediğimizi açıklayalım. Bunun için yeniden denklemimize döneceğiz ve varsayacağız ki u1 ve u2 bu denklemin iki farklı çözümüdür. O halde bunlar denklemi sağlarlar, yani
du1/dt + b(t)u1 - c(t) = 0  ve du2/dt + b(t)u2 - c(t) = 0 

ifadelerinin ikisi de geçerlidir. Bunları sırası ile k1 ve k2 ile çarpıp taraf tarafa toplayalım.

k1{ du1/dt + b(t)u1 - c(t)} + k2{ du2/dt + b(t)u2 - c(t)} = 0 

d[k1u1 + k2u2]/dt + b(t)[k1u1 + k2u2] - c(t)[k1 + k2] = 0  
K = k1+k2 ,  K1 = k1/K , K2 = k2/K yazalım,
d[K1u1 + K2u2]/dt + b(t)[K1u1 + K2u2] - c(t) = 0 

Açıkça görülüyor ki u = K1u1 + K2u2 aynı denklemin bir çözümüdür. Burada u1 ve u2 tamamen keyfi olduğuna göre bu işlem denklemimizin bütün çözümleri için geçerlidir. Aslında “bütün” Lineer Denklemlere has bu önemli ilişkiyi aşağıdaki gibi ifade ediyoruz.

Süperpozisyon İlkesi:  Lineer Diferansiyel Denklemin herhangi iki çözümünün cebirsel toplamı denklemin yeni bir çözümüdür. Diğer sözlerle bir Lineer Diferansiyel Denklemin bütün çözümleri birbirine “lineer” bağımlıdır.
Burada şu noktaya dikkat edilmelidir. Biliyoruz ki birinci mertebeden bir Diferansiyel denklemin verilen ilkşart altında tek bir çözümü vardır. O halde yukarıdaki ifade ilkşart kullanılmaksızın yazılan ve sadece denklemi sağlayan bütün fonksiyonlar arasındaki ilişkiyi belirlemektedir. 
Öyleyse Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemin bütün çözüm fonksiyonları birbirine “lineer” bağımlıdır ve bunlardan birisi bilindiğinde diğerleri de her biri için kendisine özgü ilkşart kullanılarak elde edilebilir. İşte bu nedenle Lineer Denklem(ler)in çözümüne “Genel Çözüm” diyoruz. 

İleride yüksek mertebeli lineer denklemleri incelerken bu konuya tekrar değineceğiz ve “lineer” bağımlılık kavramını daha ayrıntılı bir şekilde ele alacağız.
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