ÖZEL DAĞILIM FONKSİYONLARI
GİRİŞ:
Bu bölümde bazı özel Olasılık Dağılım Fonksiyonlarını oldukça ayrıntılı bir biçimde inceleyeceğiz.

Aşağıda, önceden de yaptığımız gibi

· Kesikli Olasılık Dağılımları

· Sürekli Olasılık Dağılımları 

başlıkları altında inceleyeceğimiz bu Dağılım Fonksiyonları uygulamada kullanılan Özel Dağılım Fonksiyonlarının temelini oluşturur. Ancak uygulamada kullanılan Olasılık Dağılımları uygulandığı alanın özel isteklerine cevap verebilmek amacı ile büyük ölçüde ekdüzenlenmiştir (tadil/modifiye edilmiştir).

Şu halde aşağıda ele alacağımız Özel Dağılım Fonksiyonları uygulama problemleri için bir model ya da bir başlangıç noktasıdır. Bu bölümdeki biçimleri ile ancak en basit uygulama problemleri için elverişlidir. Aşağıda verilecek örnekler de bu gözle değerlendirilmelidir.
Özel Dağılım Fonksiyonları elbette ki burada anlatılacak olanlarla sınırlı değildir. Aşağıda yalnızca en çok kullanılan ve en iyi bilinen örnekler ele alınmıştır.

Aşağıda yalnızca tanımları verilecek olan üç Özel Dağılım, yani

· WEIBULL

· Çi-Kare

· Normal

Olasılık Dağılımları için ileride daha geniş ve uygulamaya dönük bilgi verilecektir.

A) SÜREKSİZ (KESİKLİ) DAĞILIMLAR:
İKİŞIKLI (BİNOM) DAĞILIMI:
Önceki bölümde İkişıklı Olasılık Dağılımı için şu formülü bulmuştuk:
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Buradaki büyüklükler, sırasıyla şöyle tanımlanmıştır:

n: Toplam deneme sayısı

r : Seçilen denemenin sıra sayısı – Beklenen Olumlu Yanıt sayısı
P(X=r): n deneme içinde gerçekleşmesi beklenen r denemenin Olasılık Değeri

p : Bir tek denemedeki Olumlu Yanıt Olasılığı

Bu formülü çıkartırken yaptığımız kabulleri de hatırlayalım.

· Hepsinin ya bir tek Olumlu (Evet) ya da bir tek Olumsuz (Hayır) yanıtı olan n adet deneme yapılmıştır.

· Herhangi bir denemede Evet/Hayır yanıtlarından yalnızca biri gerçekleşebilir.
· Her bir deneme diğer denemelerden bağımsızdır; ancak bütün denemelerde bir denemenin Olasılık Değeri olan p sabit kalmaktadır.

Şimdi önceki bölümde Genel Olasılık Dağılımları için tanımladığımız büyüklükleri İkişıklı Olasılık Dağılımı için hesaplayalım.

İkişıklı Dağılımın İstatistik Ortalaması (Beklenen Değeri):
Önceki bölümde tanımını verdiğimiz ve ( ile gösterdiğimiz bu büyüklüğün İkişıklı Olasılık Dağılımı için aldığı değeri hesaplayacağız.

Bu işlemi farklı yollardan giderek üç gefa yapacağız.

Önce en basit yol olan mantıksal çıkarım yöntemini uygulayalım.
Bir tek deneme için, Evet olasılığı olarak p verildiğine göre, ( = p olacağı açıktır.

İki deneme halinde Evet olasılığı iki kat artacağına göre ( =2p olmak zorundadır.

Dolayısıyla n denemede


[image: image2.wmf]np

=

m


olmalıdır.
Şöyle örnekleyelim dürüst bir zarı n = 60 defa attığımızı varsayalım; zarın tek atışta,    örneğin, 3 gelme olasılığının p = 1/6 olduğunu bildiğimize göre np = 60*(1/6) = 10 adet 3 gelmesini bekleriz.

İkişıklı Olasılık Dağılımının Beklenen Değerini (İstatistik Ortalamasını) şimdi önceki bölümde verdiğimiz İstatistik Beklenti formülü yardımı ile hesaplayacağız.

Önce tanımı hatırlayalım.
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İkişıklı Dağılım için yukarıda verilen tanımı kullanalım. Genel tanımda sınırsız büyüyebileceğini düşündüğümüz n değeri İkişıklı Dağılım için sonlu bir büyüklüktür.
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Tanımda kullandığımız xi büyüklüğü İkişıklı Dağılım halinde doğal sayılardan oluşmaktadır. Yani xr ( r alabiliriz. Ayrıca ilk r değeri 0 olduğuna göre yukarıdaki toplamı r = 0 dan başlatabiliriz. Buna göre yukarıdaki ifade şu biçimi alacaktır.
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Bu ifadedeki bazı büyüklükleri şu biçimde değiştirelim.

n! = n(n-1)!

k! = k(k-1)!

pr = pp(r-1)
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Son toplamadaki toplama indislerinin isimlerini n = i+1 ve r = j+1 olarak değiştirelim.
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Şimdi parantez içindeki toplama işlemine biraz dikkatle bakalım. Bu işlem İkişıklı Olasılık Dağılımının Olasılıklar Toplamını ya da başka bir deyişle İkişıklı Olasılık Kütle Fonksiyonu F(r) in son değerini F(r=n) belirlemektedir ve genel kurallarımız nedeniyle 1 e eşit olmak zorundadır. Yani
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olmak zorundadır.

Bu durumda aradığımız İstatistik Ortalama ya da Beklenen değer yukarıda da bulduğumuz gibi:
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olarak elde edilecektir.
Şimdi aynı büyüklüğü bu defa yine önceki bölümde tanımını verdiğimiz Moment Doğuran Fonksiyonlar yardımı ile bulmaya çalışacağız.
Önce tanımı hatırlayalım.

Moment Doğuran fonksiyonu şöyle tanımlıyorduk.
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Bunu İkişıklı Olasılık Dağılımı için yazarsak şu biçimi elde ederiz.
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[Son eşitliği yazarken, sık sık kullandığımız ikişıklı açınımını yani
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bağıntısını kullandık.]

Şimdi Moment Doğuran Fonksiyonla İstatistik Ortalam ya da Beklenen Değer arasındaki ilişkiyi hatırlayalim.
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O halde


[image: image14.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

(

)

[

]

0

1

0

0

1

1

=

-

=

=

-

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

=

t

t

n

t

t

n

t

t

pe

p

pe

n

p

pe

dt

d

dt

dM

m


Açıkça görülüyor ki İstatistik Ortalama değeri
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olarak yeniden bulunur.

İkişıklı Olasılık Dağılımı için Değişkenlik(Varyans):
Bu değerleri hesaplamak için yine önceki bölümde verdiğimiz genel bağıntıları kullanacağız. Hatırlayalım.
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Ancak bu bağıntıyı doğrudan kullanmak yerine, yine önceki bölümde verdiğimiz basitleştirilmiş halini kullanmayı tercih edeceğiz.
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Önce ilk terimi yani toplama işlemini ele alalım.
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Tamamen yukarıda İstatistik Ortalamayı bulurken izlediğimiz yolu yeniden uygulayarak bu büyüklüğün şöyle kısaltılabileceğini gösterebiliriz.
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Artık işimiz kolaylaşmıştır. Değişkenlik değerini hesaplayalım.
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Artık sonucu yazabiliriz.
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Aynı sonuca Moment Oluşturan Fonksiyon yardımıyla ve daha kolay erişebiliriz. Tanımı hatırlayalım.
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Yukarıdaki çalışmamızı da hatırlarsak biz Moment Doğuran Fonksiyonu zaten bulmuş ve birinci türevini alarak İstatistik Ortalamayı hesaplamıştık. Onu da yazalım:
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Buradaki türev alma ve ardından t = 0 yapma işlemleri uygulandığında sonuç, aynen yukarıdaki gibi elde edilecektir.
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Böylece İkişıklı Olasılık Dağılmı ile ilgili en önemli parametreleri hesaplamış olduk. Şimdi bazı basit örnek problemler çözelim.

İlk olarak p =0,5 ve n = 10 alarak İkişıklı Olasılık dağılımını r = 1, 2,..., 10 için hesaplayalım ve tablolayalım. İstatistik Ortalama, Değişkenlik (Varyans) ve Standart Sapma değerlerini hem yukarıda bulduğumuz formülleri hem de tablodaki değerleri kullanarak hesaplayalım.

	
	n=10, p= 0,5
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	k
	f(k)
	kf(k)
	k-np
	(k-np)**2
	(k-np)**2*f

	0
	0,000977
	0
	-5
	25
	0,024414

	1
	0,009766
	0,009766
	-4
	16
	0,15625

	2
	0,043945
	0,087891
	-3
	9
	0,395508

	3
	0,117188
	0,351563
	-2
	4
	0,46875

	4
	0,205078
	0,820313
	-1
	1
	0,205078

	5
	0,246094
	1,230469
	0
	0
	0

	6
	0,205078
	1,230469
	1
	1
	0,205078

	7
	0,117188
	0,820313
	2
	4
	0,46875

	8
	0,043945
	0,351563
	3
	9
	0,395508

	9
	0,009766
	0,087891
	4
	16
	0,15625

	10
	0,000977
	0,009766
	5
	25
	0,024414

	
	F=1
	
	
	
	

	
	0,090909
	5
	
	
	2,5

	
	
	np=5
	
	
	1,581139

	
	1,5811
	
	
	
	

	
	 = [np(1-p]1/2 = 1,5811
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Yukarıdaki tablonun alt tarafında koyu yazılmış sayıları kısaca açıklayalım.

· F = 1 = ( f(k) 
· 0,090909=( f(k)/n f(k) değerlerinin Ortalaması

· 5 = (k f(k) = ( Üstündeki sütunun toplamı

· np = 10*0,5 = 5 = ( Yukarıda bulduğumuz formülün uygulaması

· 2,5 =((k-np)2f(k) = (2,  Üstündeki Sütunun toplamı, 1,5811 = ( , 2,5 in karekökü
·  = [np(1-p]1/2 = 1,5811 Yukarıda bulduğumuz formülün utgulaması.
Aşağıda aynı problemin p=0,3 ve p=0,7 için tablo ve grafikleri yer almaktadır.
	
	n=10, p=0,3
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	k
	f(k)
	k*f(k)
	
	
	
	
	
	

	0
	0,028248
	0
	-3
	9
	0,254228
	
	
	

	1
	0,121061
	0,121061
	-2
	4
	0,484243
	
	
	

	2
	0,233474
	0,466949
	-1
	1
	0,233474
	
	
	

	3
	0,266828
	0,800484
	0
	0
	0
	
	
	

	4
	0,200121
	0,800484
	1
	1
	0,200121
	
	
	

	5
	0,102919
	0,514597
	2
	4
	0,411677
	
	
	

	6
	0,036757
	0,220541
	3
	9
	0,330812
	
	
	

	7
	0,009002
	0,063012
	4
	16
	0,144027
	
	
	

	8
	0,001447
	0,011574
	5
	25
	0,036168
	
	
	

	9
	0,000138
	0,00124
	6
	36
	0,00496
	
	
	

	10
	5,9E-06
	5,9E-05
	7
	49
	0,000289
	
	
	

	
	F=1
	3
	
	
	2,1
	
	
	

	
	
	np = 3
	
	
	1,449138
	
	
	


	
	n=10 p=0,7
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	k
	f(k)
	k*f(k)
	
	
	
	
	
	

	0
	5,9E-06
	0
	-7
	49
	0,000289
	
	
	

	1
	0,000138
	0,000138
	-6
	36
	0,00496
	
	
	

	2
	0,001447
	0,002893
	-5
	25
	0,036168
	
	
	

	3
	0,009002
	0,027005
	-4
	16
	0,144027
	
	
	

	4
	0,036757
	0,147028
	-3
	9
	0,330812
	
	
	

	5
	0,102919
	0,514597
	-2
	4
	0,411677
	
	
	

	6
	0,200121
	1,200726
	-1
	1
	0,200121
	
	
	

	7
	0,266828
	1,867796
	0
	0
	0
	
	
	

	8
	0,233474
	1,867796
	1
	1
	0,233474
	
	
	

	9
	0,121061
	1,089547
	2
	4
	0,484243
	
	
	

	10
	0,028248
	0,282475
	3
	9
	0,254228
	
	
	

	
	1
	7
	
	
	2,1
	
	
	

	
	
	np=7
	
	
	1,449138
	
	
	


Büyük Sayılar Kuramı:
Önceki bölümde Aritmetik Ortalama ile İstatistik Ortalama kavramlarını birbiri ile karşılaştırırken Büyük Sayılar Kuramı ndan söz etmiştik. Şimdi İkişıklı Olasılık Dağılımı ve ÇEBİÇEV Eşitsizliği kavramlarını kullanarak bu ilginç kurama matematik bir açıklık getirmeye çalışacağız.

Öncelikle, E ile adlandıracağımız, bir deney/gözlem kümesi düşünelim. Bu kümeyi istediğimiz gibi tanımlayabiliriz. Örneğin bizim yukarıda seçtiğimiz öğrenci notları, bir seçim dönemindeki siyasi partilerin aldığı oylar, bir menkul kıymetler borsasındaki hisse senetlerinin günlük değerleri ve bunun gibi...

İkinci adım olarak bir A(E olayı tanımlamalıyız. Bunu da istediğimiz gibi tanımlayabiliriz. Örneğin 50 den az not alan öğrenciler, Aritmetik Ortalamanın altında kalan parti oyları, değeri değişmeyen hisse senetleri gibi.
Gerek deney/gözlem kümesi E yi ve gerekse incelemek istediğimiz A olayını tanımlarken dikkat edeceğimiz tek şey bu olayların belirli ve kaydedilebilir sayılarla temsil edilebilir olmasıdır.

Yukarıda incelediğimiz İkişıklı Olasılık Dağılımı yardımı ile bu konuyu ele aldığımıza göre E içinde yer alan olayları iki gruba ayırmış olduk: A olayları ve A olmayan olaylar. Dolayısı ile aşağıda A’nın gerçekleşme olasılığını p ile göstereceğiz.
Varsayalım ki elimizde n tane E kaydı var ve bunlara göre A olayı nA defa gerçekleşmiştir. Şimdi iki tanım yapalım.
· A’nın frekansı: fA = nA/n

· A’nın olasılığı p

İkinci tanım olan p yi, kavram olarak, zaten biliyoruz; ama onun gerçek değerini nadiren tam olarak bilebiliriz. Örneğin Çokbilenler Partisinin önümüzdeki seçimde %40 civarında oy alacağını düşünebiliriz ama asla tam olarak oy oranının hangi yüzde ile gerçekleşeceğini, seçimden önce, bilemeyiz. Ya da Bizimşirketin hisselerinin yarın borsada %2 civarınada değer kazanacağını düşünebiliriz ama, yarın olmadan, bu artışın(!) gerçek değerini asla bilemeyiz.
İşte bu p değeri için akıllı bir tahmin yapmak amacı ile fA değerini kullanacağız. Diğer sözlerle gerçekleşmiş olaylardaki p değerini fA büyüklüğü ile göstererek, fA ile gerçekleşmiş ve gerçekleşebilecek A olaylarının tümünü simgeleyen p arasındaki ilişkiyi araştıracağız.

İddiamızı matematik olarak şöyle özetleyebiliriz. 
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Burada ( istediğimiz kadar küçük, keyfi bir sayıdır.

Şimdi ÇEBİÇEV Eşitsizliğini hatırlayalım.
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Bu eşitsizliği şöyle değiştirelim.
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Şimdi buradaki büyüklükleri yukarıda kurduğumuz problemden yararlanarak belirleyelim.

Gerçekleşmiş olaylar için X i fA = nA/n ile gösterdiğimizi düşünelim bu durumda 

· ( değeri, İkişıklı Olasılık Dağılımına uygun olarak ( = np olmalıdır.
· ( değeri, yine İkişıklı Olasılık Dağılımına uygun olarak ( =([np(1-p)]

olmalıdır. Şimdi bunları ÇEBİÇEV Eşitsizliğinde yerlerine koyalım ve basit işlemleri yapalım.
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Buradaki k nın değeri keyfi bir sabitti o halde onu aşağıdaki gibi seçebiliriz ve bu bize ( değerini de problemin parametreleri cinsinden belirleme olanağı sağlar.
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Bunları eşitsizliğimizde yerine koyalım.
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Son bulduğumuz ifade bize açıkça şunu söylüyor; ( ne kadar küçük seçilirse seçilsin n yi yeteri kadar büyük seçersek eşitsizliğimizin sağ tarafı 1 değerine yaklaşacaktır.

Diğer sözlerle n ( ( olduğunda:
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Bu matematik ifade bize n  yeteri kadar büyütülebildiği, yani eldeki kaydedilmiş gözlem/deney sonuçlarının sayısının istenildiği kadar büyük olması halinde fA ile p arasındaki farkın  istediğimiz kadar küçük seçebileceğimiz bir ( sayısından küçük kalması olasılığının bire eşit olduğunu yani bu olasılığın gerçekleşeceğini söylüyor.

Başlarken koyduğumuz hedefe tam ulaşamadık. Biz n büyüyünce fA nın doğrudan p ye yakınsayacağını gösterebilmek amacı ile yola çıkmıştık. Bulduğumuz şey ise, n büyüdükçe P[(fA - p(] değerinin sıfıra yaklaşacağını yani fA nın p ye yakınsama olasılığının 1 e yaklaşacağını, diğer sözlerle yakınsamanın olasılıklar cinsinden gösterilebileceğidir.

Temel matematikten alışık olduğumuz yakınsama kavramından farklı olan bu kavrama Olasılık Yakınsaması adını vereceğiz.

Bulduğumuz eşitsizliği yeniden yazalım ve bunu nasıl kullanabileceğimizi araştıralım.
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P[(fA - p(] değerinin ( dan küçük olma olasılığının belli bir ( olasılık değerinden büyük olmasını isteseydik ne yazacaktık? Cevabı yazalım. Ayrıca 1 – P değerini de ( ile gösterelim.
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Öyleyse hemen şunları yazabiliriz.
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İlginç bir bağıntı bulduk. P verildiği anda ( belli olacak ve istediğimiz (() yakınsaklığında gerekli olan  n değerini yani kaç kaydedilmiş deney/gözlem sonucuna ihtiyacımız olduğunu bulacağız.

Hemen bir kaç örnek yapalım.

1. Her zaman olduğu gibi en basit problemden yani Yazı/tura oyunundan başlayalım. Bu oyunda p = 1 – p = 0,5 olduğunu biliyoruz. İlk örneği incelediğimize göre basit bir sonuç bulmak için ( = 0,5 seçelim. Bunları formülümüzde yerine koyalım.

n( = 1( n = 1/(
bulduk. ( = 1 – P idi. O halde örneğin:

P = 0,5 ise ( = 0,5 ve n = 2 yani iki atış,

P = 0,8 ise ( = 0,2 ve n = 5 yani beş atış,

gerekli olacaktır.

2. Bu defa biraz daha zor bir problem seçelim. Bir zarı kaç kere atmalıyız ki P olasılıkla, örneğin, 5 gelsin. Zar için p = 1/6 ve 1 – p = 5/6 olduğunu biliyoruz. ( için bu defa daha gerçekçi bir değer örneğin 0,05 seçelim ve bütün bunları yerine koyalım.
n( = {(1/6)(5/6)}/(0,05)2 ( 55,56

P = 0,5 ise ( = 0,5 ve n (55,56/0,5 ( 110  yani yüzon atış, 

P = 0,7 ise ( = 0,3 ve n (55,56/0,3 ( 185  yani yüzseksenbeş atış, 
P = 0,9 ise ( = 0,1 ve n (55,56/0,1 ( 555  yani beşyüzellibeş atış, 
Örnek Problemler:
1) Yukarıda verilen ilk örnek (yani n = 10, p = 0,5 değerleri) için Birikimli Olasılık Fonksiyonunu hesaplayınız.
Yapacağımız işlem bulduğumuz f(k) değerlerini 0 dan 10 a kadar toplamaktan ibaret. Gene de genel formülü yazalım.
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Sonuç aşağıda tablo ve grafik olarak verilmiştir.
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	k
	f(k)
	F(k)
	
	
	

	0
	0,00097656
	0,000976563
	
	
	

	1
	0,00976563
	0,010742188
	
	
	

	2
	0,04394531
	0,0546875
	
	
	

	3
	0,1171875
	0,171875
	
	
	

	4
	0,20507813
	0,376953125
	
	
	

	5
	0,24609375
	0,623046875
	
	
	

	6
	0,20507813
	0,828125
	
	
	

	7
	0,1171875
	0,9453125
	
	
	

	8
	0,04394531
	0,989257813
	
	
	

	9
	0,00976563
	0,999023438
	
	
	

	10
	0,00097656
	1
	
	
	


2) Yukarıdaki tabloları kullanan bir problem çözelim. Yarısı kız yarısı erkek olan büyük bir sınıftan 10 öğrenci seciyoruz.
Açıkça görülüyor ki n = 10 ve p = 0,5 tir.

a) Seçtiğimiz öğrencilerin hepsinin Erkek olma olasılığı nedır?

Erkek ya da kız öğrenci seçme şansımız eşit (p = 0,5) olduğuna göre bu sorunun yanıtı ‘Seçtiğimiz öğrencilerin hepsinin kız olma olasılığı nedir?’ sorusunun yanıtı ile eşittir. Yani:

P(X = 0) = P(X = 10) = f(0) = f(10) = 0,00097656
b) Seçtiğimiz öğrencilerden ikisinin Erkek (Kız) olma olasılığı nedir?
P(X = 2) = P(X = [10-2]) = f(2) = f(8) = 0,04394531
c) Seçtiğimiz öğrencilerden en fazla üçünün Erkek/Kız olma olasılığı nedir?

Sorunun ifadesine göre seçtiğimiz grupta 0 Erkek öğrenci, 1 Erkek öğrenci, 2 Erkek öğrenci, 3 Erkek öğrenci olabilir. O halde bunların ayrı ayrı olasılıklarının yoplamı aradığımız cevaptır.

P(X ( 3) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) 

P(X ( 3) = f(0) + f(1) + f(2) + f(3) = F(3) = 0,171875
3) Bir imalat sektöründe ülke çapındaki Toplam İşçi Sayısının 1200,  Sigortasız İşçi Oranının yaklaşık % 20 olduğu düşünülüyor. Buna göre

a) Ülke çapında Sigortasız İşçi Sayısı için İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) ve Değişkenlik (Varyans) sayılarını belirleyiniz.

Problemin verilerine göre n = 1200 ve p = 0,2 dir. Formüllerimizi uygulayalım.
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b) Bir atelyedeki toplam işçi sayısı 8 olduğuna göre 0, 1, ...8 Sigortasız İşçi olasılıklarını hesaplayınız.
Anakütle olan 1200 işçi içinden 8 işçilik bir altkütle yani örneklem seçilmiştir. Bu örneklem için n = 8 alacağız fakat Sigortasız İşçi Oranı p = 0,2 olarak kalacak. Buna göre bütün olasılıkları bulmak için f(x) ve F(x) fonksiyonlarının tablo ve grafiklerini hesplayalım.
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	n=8  p=0,2
	
	
	
	
	

	k
	f(x)
	F(x)
	
	
	
	

	0
	0,167772
	0,167772
	
	
	
	

	1
	0,335544
	0,503316
	
	
	
	

	2
	0,293601
	0,796918
	
	
	
	

	3
	0,146801
	0,943718
	
	
	
	

	4
	0,045875
	0,989594
	
	
	
	

	5
	0,009175
	0,998769
	
	
	
	

	6
	0,001147
	0,999916
	
	
	
	

	7
	8,19E-05
	0,999997
	
	
	
	

	8
	2,56E-06
	1
	
	
	
	


Sorunun cevabı f(x) fonksiyonunun değerleri olarak tabloda yer almaktadır.
4) Yukarıdaki problemde n = 8, 40, 100 için örneklem İstatistik Ortalama ve Değişkenlik değerlerini hesaplayınız.
n = 8 için:
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n = 40 için;
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n = 100 için:
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5) Bir sınavda 20 soru sorulmuştur ve her soruda işaretlenmesi istenen bir tek doğruyu içeren dört şık vardır. Sınavdan geçenilmek için en az 10 doğru cevap beklenmektedir. Hiçbir şey bilmeyen ve tamamen ‘atarak’ yanıtlayacak bir öğrencinin geçme olasılığı nedir?
	n=20 p=0,25
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	k
	f(x)
	F(x)
	
	
	
	
	

	0
	0,003171
	0,003171
	
	
	
	
	

	1
	0,021141
	0,024313
	
	
	
	
	

	2
	0,066948
	0,09126
	
	
	
	
	

	3
	0,133896
	0,225156
	
	
	
	
	

	4
	0,189685
	0,414842
	
	
	
	
	

	5
	0,202331
	0,617173
	
	
	
	
	

	6
	0,168609
	0,785782
	
	
	
	
	

	7
	0,112406
	0,898188
	
	
	
	
	

	8
	0,060887
	0,959075
	
	
	
	
	

	9
	0,027061
	0,986136
	
	
	
	
	

	10
	0,009922
	0,996058
	
	
	
	
	

	11
	0,003007
	0,999065
	
	
	
	
	

	12
	0,000752
	0,999816
	
	
	
	
	

	13
	0,000154
	0,99997
	
	
	
	
	

	14
	2,57E-05
	0,999996
	
	
	
	
	

	15
	3,43E-06
	1
	
	
	
	
	


Problemle ilgili tablo ve grafik yukarıda verilmiştir. Tabloda F(x) sütununda verilen değerler birikimli olasılık değerleridir ve bu problemi çözmek için kullanmamız gereken değerler bunlardır. k > 15 değerleri hesaplanmış fakat tabloya konulmamıştır.
Öğrencinin geçebilmesi için 10 doğru cevabı bulması gerekli ve yeterlidir; bu olasılık tablodan hemen f(x) = 0,0099 olarak bulunmuştur. Ancak istenen cevap bu değildir. Çünkü öğrencinin kazara 11, 12,...20 doğruyu bulması da (ne kadar az olası olsa da) mümkündür. Şu halde doğru cevap ‘Öğrencinin 10 ve daha fazla doğru yanıt işaretlemesi olasılığının belirlenmesi’ ile bulunacaktır.

Tabloda F(x) sütununda verilen değerler birikimli olasılık değerleridir. Yani tanım gereği örneğin F(9) değeri:

P(X = x (  9) = F(9) = 0,986136
yani 0, 1, ... 9 doğru yanıt hallerinin toplam olasılığını belirlemektedir.
Bizim aradığımız ise öğrencinin 10, 11, ... 20 doğru yanıt işaretlemesi olasılığını bulmaktır. Şu halde sonuç, toplam olasılık 1 olacağına göre:

P(X = x ( 10) = 1 - P(X = x (  9) = 1 - 0,986136 = 0,013864
Görüldüğü gibi bu olasılık tam 10 soru işaretleme olasılığından azıcık büyüktür ve öğrencinin gerçek başarı olasılığıdır.
NEGATİF İKİŞIKLI (BİNOM) DAĞILIMI:
Şimdi ilginç bir problem kuralım.

Varsayalım ki önümüzdeki hafta yapılacak maç için dört biletim var. Benimle maça gelecek üç arkadaş arıyorum. (Bu üç sayısını r ile gösterelim.)  Bu amaçla arkadaşlarıma teker teker soruyorum.

Arkadaşlarımın hepsinin birbirinden bağımsız karar verdiğini ve bu maça ilgilerinin eşit düzeyde olduğunu kabul ediyorum. Dolayısı ile her birinin Evet deme olasılığı aynı olacaktır. Bu Evet deme olasılığını p ile gösteriyorum; dolayısı ile Hayır deme olasılığı (1-p) oluyor.
İlk iki arkadaşım maça gelebileceklerini söylüyorlar. Maça gelecek olan yani Evet diyen arkadaşlarımın sayısını r-1 ile gösteriyorum.
Diğer iki arkadaşım ise ‘Hayır, gelemiyoruz!’ diyorlar. Hayır diyenlerin sayısını da k ile gösteriyorum.

Bir sonraki arkadaşıma sormaya geldiğimde Evet ve Hayır diyen arkadaşlarımın toplamı  k + (r – 1) olduğuna göre bu beşinci arkadaşımın n = k + r nci olacağı açıktır.
Kuşkusuz n = k + r inci arkadaşım isterse Evet, isterse de Hayır diyebilecektir. Zaten sorumuz da budur.

Önceden k Hayır ve r – 1 Evet cevabı verilmiş olmak koşuluyla n = k + r inci denemede Evet cevabı alma olasılığı nedir.
Bu sorunun cevabını bulmak için durumu bildiğimiz n = k + r – 1 haline bakalım. Önceki paragrafta incelediğimiz İkişıklı Olasılık Dağılımı bize (k+r–1) denemede (r – 1) Evet bulabilme olasılığını şu bağıntı ile vermişti.

Hatırlayalım.

Genel İkişıklı Dağılımı şöyleydi:
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Bunu elimizdeki problem için ifade edelim.
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Tekrarlayalım: yukarıdaki ifade k olumsuz r-1 olumlu yanıttan sonra n = k+r-1 nci denemede elde edebileceğimiz olumlu yanıt olasılığıdır. Diğer sözlerle n = k+r nci denemeye geldiğimizde bu olasılık gerçekleşmiş olmalıdır. Öte yandan n = k+r nci denemedeki Evet olasılığımız, yukarıdaki sonuçtan bağımsız olarak p dir; ancak bu değer  yalnızca yukarıdaki olasılık gerçekleşmişse kullanılabilecektir.

O halde n = k+r de Evet olasılığı bu iki olasılığın çarpımından ibarettir.
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Artık sorumuzun cevabı basittir.
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Ya da bu ifadede k yı kullanmadan da sonucu yazabiliriz.
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Böylece Negatif İkişıklı (ya da Pascal) Olasılık Dağılımı nı elde etmiş olduk. Bu dağılım için neden negatıf denildiğini birazdan göreceğiz. Ayrıca Olasılık Yoğunluk Fonksiyonunun değişkeni de artık n oldu; yani f(r) değil f(n) yazdık. Bunu da aşağıda açıklayacağız.
Şimdi başlangıçtaki problemimizin sayısal cevabını verelim.

İki Arkadaşım Hayır demişti ( k = 2

İki Arkadaşım Evet demişti ( r - 1 = 2 ( r = 3 ( n = k + r = 5

Formülümüzü bu sayısal değerlerle yazalım.
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Varsayalım ki beşinci arkadaşımız da Hayır dedi. Şimdi altıncı arkadaş için hesap yapalım.

Üç Arkadaşım Hayır dedi ( k = 3

İki Arkadaşım Evet demişti ( r - 1 = 2 ( r = 3 ( n = k + r = 6


[image: image51.wmf](

)

[

]

[

]

(

)

(

)

(

)

0,15625

5

,

0

5

,

0

2

5

1

1

1

6

3

3

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

=

=

-

r

n

r

p

p

r

n

n

X

P


Aynı işlemi n = 7 için yapalım. ( k = 4, r-1 = 2 ( r = 3 ( n = k + r = 7
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Beklememiz gerektiği gibi gittikçe azalan Olasılık Değerleri buluyoruz. Ama burada asıl ilginç olan nokta şu yukarıdaki hesaplamalarda r = st. kalırken n -sanki- sınırsız olarak artıyor. Bu nadenle f(r) değil f(n) yazdık. 
Öteyandan da, n büyüdükçe, Olasılık değerleri küçülüyor. Çünkü bu Olasılık Değerleri Toplamının [F(N)] bire eşit olması lazım.

Bunu göstermek için, yukarıdaki örneği genişleterek ve bu defa p = 0,4 alarak, yeniden çözelim ve f(n), F(n) grafiklerini çizelim.

	p=0,4
	
	
	
	
	
	

	n
	r
	c(n,r)
	p^r
	(1-p)^(n-r)
	f(n)
	F(n)

	1
	2
	
	
	
	
	

	2
	2
	1
	0,064
	1
	0,064
	0,064

	3
	2
	3
	0,064
	0,6
	0,1152
	0,1792

	4
	2
	6
	0,064
	0,36
	0,13824
	0,31744

	5
	2
	10
	0,064
	0,216
	0,13824
	0,45568

	6
	2
	15
	0,064
	0,1296
	0,124416
	0,580096

	7
	2
	21
	0,064
	0,07776
	0,104509
	0,684605

	8
	2
	28
	0,064
	0,046656
	0,083608
	0,768213

	9
	2
	36
	0,064
	0,027994
	0,064497
	0,83271

	10
	2
	45
	0,064
	0,016796
	0,048373
	0,881083

	11
	2
	55
	0,064
	0,010078
	0,035473
	0,916557

	12
	2
	66
	0,064
	0,006047
	0,025541
	0,942098
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Şimdi bu Dağılım Fonksiyonunu daha iyi anlayabilmek için bazı özel değerler kullanarak daha yakından inceleyelim.
Varsayalım ki henüz kimse Olumsuz Yanıt vermemiş yani r – 1 = 0 ( r = 1 dır.
Şimdi n(1 olmak üzere n ye değerler verelim.

· n = 1( 
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Beklediğimiz gibi ilk alacağımız Evet Yanıtının Olasılığı, herhangi bir bireysel yanıtın olasılığı olan p ye eşit çıktı.

· n = 2 ( 
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İkinci denememize geldiğimizde Evet olasılığı artık p olamaz. Çünkü birinci denemenin olumlu olması halinde ikinci deneme problem dışı olacaktır. Diğer sözlerle ilk denemenin Olumsuz olduğunu biliyoruz. O halde iki denemenin arka arkaya Evet olasılığı olan p2 değerinin, bireysel olasılık p den çıkarılması gerekiyor. Zaten görüldüğü gibi yukarıdaki formülümüz de bunu söylüyor.

· n = 3 (  
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Hemen görülüyor ki n büyüdükçe p nin üslerinden oluşan yeni terimler seriye ilave edilmektedir.

Bu son ifadenin genel hali yani:
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ifaesi GEOMETRİK OLASILIK DAĞILIMI adını almaktadır. Diğer sözlerle Geometrik Olasılık Dağılımı, Negatif İkişıklı Olasılık Dağılımının r = 1 için özel halidir.

Şimdi bu dağılıma neden Negatif İkişıklı Olasılık dendiğini araştıralım. Bunu anlamak için iki ayrı  (aslında tabii ki biririne bağlı) açıklamamız var .

· Problemimizi kurarken k Olumsuz ve r – 1 Olumlu deneme yaptığımızı kabul etmiştik. Bunu şöyle de söyleyebiliriz. Bu fikri ‘k Negatif ve r – 1 Pozitif deneme’ olarak da ifade edebilirdik. Problemimizde r ile saydığımız Pozitif denemelerin sayısı sabit kaldığına göre  n büyüdükçe n = k + r dolayısıyla k ile saydığımız Negatif denemelerin sayısı da artacaktır. Dolayısı ile kurduğumuz problem bir anlamda Negatif (Olumsuz/Hayır) sonuçlu Olasılıkları belirlemektedir.
· İkinci açıklamamız, bu derste çok fazla ihtiyaç duymayacağımız, matematiksel bir bağıntı ile ortaya çıkmaktadır.

Gösterilebilir ki bu probleme ait Olasılık Kütle Fonksiyonu, bir takım basit fakat uzun cebirsel işlemler yardımıyla, aşağıdaki gibi ifade edilebilir. Bu işlemlerin bir kısmını aşağıda yapacağız. Kabul ediyoruz ki İkiterimli (Binom) Açılımı negatif üsler için de geçerlidir.
Biliyoruz ki p Olumlu (Pozitif) olasılık değeri idi. Şimdi hesabı daha kolay yürütmek amacı ile Olumsuz (Negatif) olumsuzluk için de bir simge kullanalım. Bu amaçla, q harfini seçelim. Doğal olarak p ile q arasında şu bağıntılar geçerlidir.
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Böylece tanımladığımız Negatif olasılık q değerini kullanalım.
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 EMBED Equation.3  [image: image60.wmf](
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Şimdi bu seride görünen x inci terime bakalım.
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Bu bağıntıları tanımımızda kullannalım.
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Burada gördüğmüz (-r) üssünden dolayı da bu dağılıma Negatif İkişıklı Olasılık Dağılımı adı verilmektedir.

Artık Negatif İkişıklı Olasılık Dağılımı için İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) ve Değişkenlik (Varyans) değerlerini hesaplamaya geçebiliriz.

Kolaylığından dolayı yalnızca Moment Doğuran Fonksiyonlar kavramını kullanacağız.

Tanımları hatırlayalım. 
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Şimdi işlemleri yapalım. Kullanacağımız tanımı seçelim.
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Bunu moment tanımında yerine koyalım.
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Yukarıda negatif olasılık kavramı ile ilgili yaptığımız çalışmayı hatırlayalım.
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Moment doğuran fonksiyonu tekrar yazalım.
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Artık türev alma işlemlerine geçebiliriz.
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Öyleyse Negatif İkişıklı Olasılık halinde İstatistik Ortalama ya da Beklenen Değer
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İkinci türev ve t( 0 işlemlerini yaparak ve (2 yi kullanarak Değişkenlik (Varyans) Değeri:
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olarak elde edilecektir. Bazen bu büyüklükler şöyle ifade edilir.
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Bu notasyonu kullanarak Negatif Olasılık Dağılımı için İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) ve Değişkenlik (Varyans) büyüklüklerini şöyle yazabiliriz.
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Şimdi bazı sayısal örnekler çözelim.
1. Bir öğrenci, sınıfından beş arkadaş seçerek altı kişilik bir komite kurmak istemektedir. Sınıfta 30 öğrenci vardır ve bu öğrencilerin komitede görev alma olasılığı p = 0,3 tür.
Kolayca görüldüğü gibi problem eksiktir. Eklenmesi gereken bilgi farklı biçimlerde olabilir. Biz ilk akla gelen ikisini seçerek çözüme devam edelim.

· Varsayalım ki bu öğrenci henüz hiçbir arkadaşına öneride bulunmamıştır. Ancak komiteyi kuracak olan kendisi olduğuna göre kendisinin Evet dediğini yani r – 1 = 1 olduğunu kabul etmeliyiz. O halde yukarıda verilen büyüklükleri buna göre değerlendirelim.

n =  2, 3, ...,30, k = 0, r – 1 = 1, r = 2
Bu değerleri kullanarak denklemimizi oluşturalım.
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Bu ifade bize 2 den 30 a kadar her n inci öğrenci için Evet deme olasılığını verecektir. Bunu örneğin n =2,..., 10 aralığı için hesaplayalım.
	n
	P(n=2,..10)

	2
	0,21

	3
	0,147

	4
	0,1029

	5
	0,07203

	6
	0,050421

	7
	0,035295

	8
	0,024706

	9
	0,017294

	10
	0,012106


Bulduğumuz değerler, görüldüğü ve beklediğimiz gibi, hizla sıfıra yaklaşmaktadır. 
· Şimdi varsayalım ki ilk dört arkadaşına soran bu öğrenci, bu arkadaşlarından tam 4 adet Evet cevabı aldı. Kendisi de dahil olamak üzere 5 Evet yanıtı var; yani r – 1 = 5, tir.

Bu değerler ile denklemimizi oluşturalım.

n = 6, 7,..., 30, k = 0, r = 6
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Bu defa bulduğumuz ifade bize İlk sorduğumuz beş kişiden 5 Evet aldıktan sonra soracağımız n = 6, 7, ...,30 uncu öğrencilerden Evet yanıtı alma olasılıklarını belirlemektedir.

Bunu da n = 20 ye kadar hesaplayalım.

Aşağıda listelediğimiz bu değerlerden şunu görüyoruz. Beş adet Evet yanıtından sonra altıncı Eveti bulma olasılığımız, 17 nci öğrenciye kadar artarak giderken bu olasılık n>17 için azalmayla devam ediyor.

	n
	f(n)
	F(n)

	6
	0,000729
	0,000729

	7
	0,003062
	0,003791

	8
	0,007501
	0,011292

	9
	0,014003
	0,025295

	10
	0,022054
	0,047349

	11
	0,030876
	0,078225

	12
	0,039624
	0,117849

	13
	0,047549
	0,165397

	14
	0,054087
	0,219484

	15
	0,058894
	0,278379

	16
	0,061839
	0,340218

	17
	0,062963
	0,403181

	18
	0,062439
	0,46562

	19
	0,060518
	0,526137

	20
	0,057492
	0,583629
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Yukarıda bu problemin ikinci şıkkına ait f(n) ve F(n) diyagramları verilmiştir. Diyagramın apsisinde görülen değerler 5 yanıttan sonraki 1 nci, 2 nci, ... biçiminde yani 6, 7, ... biçiminde okunmalıdır.
2. Bir zar atma oyununda iki defa 5 gelmesi isteniyor. Örneğin üçüncü atışta birinci beş geldikten sonra ikinci 5 in hangi atışta hangi olasılıkta gerçekleşebileceğini bulunuz.
Önce problemimizi yukarıda verilen biçime sokalım.


Zarın dürüst olduğunu kabul edersek bu problem için p =1/6 ( 0,167 dir.

‘Üçüncü atışta birinci 5 geldikten sonra’ denildiğine göre, oyunun ilk beş gelmesiyle başladığını yani ilk beş gelen atışın ilk atış olduğunu kabul etmeliyiz. 
Buna göre iki tane 5 olmayan ‘başarısız’ atış yapılmıştır;  yani k = 2 dir.
Üçüncü atışta bir tane 5 bulunmuştur; bir başarılı atış olduğuna göre r - 1 = 1        ( r = 2 dir.

Aradığımız n = k +  (r-1) + 1 = k + r = 2 + 2 = 4 üncü atıştaki olasılık değeridir.

Tabii ikinci 5 in bulunamadığını farz ederek n i arttırabiliriz ve izleyen atışlardaki olasılıkları da hesaplayabiliriz.

Artık formülümüzü yazalım ve ilk (dördüncü) atışta 5 gelme olasılığını hesaplayalım.
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Dördüncü atışı başarısız varsayarsak beşinci atışta başarılı atış sayısı değişmeyecek başarısız atış sayısı bir artacak yani n = 3 + 2 = 5  olacaktır. Hemen hesaplayalım.


[image: image81.wmf](

)

[

]

[

]

(

)

(

)

(

)

0,0645

167

,

0

1

167

,

0

1

4

1

1

1

3

2

=

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

+

=

+

=

=

k

r

p

p

r

r

k

r

k

n

X

P


Yine başarısız varsayarak bir sonraki adımı hesaplayalım.
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Bu işleme istediğimiz n sayısına kadar devam edebileceğimiz açıktır.

3. Yukarıdaki problem için İstatistik Ortalama ve Değişkenlik değerlerini hesaplayınız.
Formüllerimizi yazıp uygulayalım.
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4. Bir Geometrik Dağılım problemi çözelim. Bunun için yukarıdaki problemin başlama noktasını ele alacağız yani şu soruyu soracağız.
Üçüncü atışta beşli bulma olasılığı nedir.

Bu durumda r – 1 = 0 ( r = 1, iki başarısız atış olduğuna göre k = 2 ve n = 3 tür. Doğal olarak p = 0,167 değişmemiştir.Formülümüzü yazıp sayısal çözümü hesaplayalım.
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5. Bir futbolcu kariyeri boyunca serbest vuruşlarda her 10 atıştan 3 ünü gol yapabilmiştir. Buna karşılık son maç içinde attığı 4 serbest vuruştan hiçbiri gol olmamıştır. Beşinci serbest vuruş verildiğinde gol şansı ne olacaktır?

Parametrelerimizi belirleyelim: p = 0,3, r – 1 = 0 (  r = 1,  k = 4  
r = 1 çıktığına göre bu da bir Geometrik Dağılım problemidir. Hemen hesaplayalım.
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POISSON DAĞILIMI:
Bu paragrafta çok ilginç ve aynı zamanda çok kullanılan bir dağılım biçimini ele alacağız. 

Önce tanımını verelim.Poisson Dağılımı  nın Olasılık Yoğunluk fonksiyonu,  m > 0 olmak şartı ile, aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.
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Olasılık Kütle Fonksiyonuna gelince bunun da şöylece yazılabileceği açıktır.
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Bu son ifadede n>r herhangi bir doğal sayıdır ve tabii F(n(() = 1 dir.
Kolayca görüyoruz ki ele aldığımız bu yeni Olasılık Dağılımı incelediğimiz önceki Olasılık Dağılımlarından çok farklı. Bu nedenle Poisson Dağılımının genel özelliklerine geçmeden önce bazı basit alıştırmalar yaparak kendimizi hazırlayalım.

Tanımda m > 0 koşulu bulunduğuna göre, örneğin, m = 1 alalım ve tanımı bu özel hal için yeniden yazalım.
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Temel matematık bilgimizden hemen e sayısının tanımını hatırlayalım.
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Kolayca görüyoruz ki bu toplam n ( ( için 1 değerine eşittir. Yani 
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Şimdi k = 0, 1, 2,... 10 değerleri için (m = 1 halinde) bu Olasılık Dağılımının değerlerini tablolayalım ve bir grafik çizelim.

	m = 1
	e=2,718281828
	
	
	
	
	

	k
	f(k)
	F(k)
	
	
	
	

	0
	0,367879441
	0,367879
	[image: image260.png]




	1
	0,367879441
	0,735759
	

	2
	0,183939721
	0,919699
	

	3
	0,06131324
	0,981012
	

	4
	0,01532831
	0,99634
	

	5
	0,003065662
	0,999406
	

	6
	0,000510944
	0,999917
	

	7
	7,2992E-05
	0,99999
	

	8
	9,12399E-06
	0,999999
	

	9
	1,01378E-06
	1
	

	10
	1,01378E-07
	1
	


Tabloda f(0) =f(1) olduğu görülüyor. Birazdan bunun tesadüf olmadığını göreceğiz.

Aynı tabloyu ve grafiği m = 2 için yapalım. Önce tanımı buna uyarlayalım.
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Şimdi tablo ve grafiği verebiliriz.

	m = 2
	e2= 7,389056099
	
	
	
	
	

	k
	f(k)
	F(k)
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	0
	0,135335283
	0,135335
	

	1
	0,270670566
	0,406006
	

	2
	0,270670566
	0,676676
	

	3
	0,180447044
	0,857123
	

	4
	0,090223522
	0,947347
	

	5
	0,036089409
	0,983436
	

	6
	0,012029803
	0,995466
	

	7
	0,003437087
	0,998903
	

	8
	0,000859272
	0,999763
	

	9
	0,000190949
	0,999954
	

	10
	3,81899E-05
	0,999992
	


Hemen görüyoruz ki burada da f(2) = f(1) çıkıyor.

Artık tanımın genel biçimini kullanabiliriz.

Bunun için tanımımızı yeniden yazalım.
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Önce şunu gösterelim.
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Tanıma k = m koyalım ve basit işlemleri yapalım.
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Gerçekten de yukarıda m = 1 iken P(1) = P(0) ve m = 2 iken P(2) = P(1) bulmuştuk.

Yukarıda m = 1 için gösterdiğimiz gibi herhangi m > 0 değeri için de Olasılık Kütle Fonksiyonu F(k) nın k ( ( için aşağıdan bire yaklaşacağını kolaylıkla gösterebiliriz. Hemen yapalım.
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Şimdi Poisson Dağılımına ait İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) büyüklüğünü hesaplayalım. Bu amaçla tanımı hatırlayalım.
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Yerine koyalım.
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Buradaki son toplama işleminin sonucunun 1 olduğu açıktır. Çünkü toplama işlemi (k-1) nci terimi verilmiş bir Poisson Dağılımı Kütle Fonksiyonunun k ( (  halindeki değerini belirlemektedir ve bu değerin 1 olduğunu yukarıda göstermiştik. O halde aradığımız İstatistik Ortalama değeri şöyle elde edilmiştir.
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Poisson Dağılımı için Değişkenlik (Varyans) değerini de tamamen benzer işlemleri yaparak hemen bulabiliriz. Tanımı hatırlayalım.
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Uygulayalım.
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Aynen yukarıdakine benzer işlemlerle hemen gösterilebilir ki:
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yazılabilir. Buna göre de aradığmız sonuç, yani Poisson Dağılımının Değişkenliği (Varyansı) hemen elde edilir. 
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Şimdi bu büyüklükleri yani İstatistik Ortalama ve Değişkenlik değerlerini, Moment Doğuran Fonksiyon Kavramını kullanarak yeniden hesaplayalım.

Bu amaçla Moment Doğuran Fonksiyon tanımını hatırlayalım.


[image: image105.wmf](

)

(

)

å

¥

=

=

1

)

(

i

tx

tx

x

f

e

e

E

t

M

i


Poisson Dağılımı ifadesini yerine koyalım ve basit işlemleri yapalım.
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Son toplama işleminin ex = ( xk/k! Biçiminde olduğuna dikkat ederek ve üstüste üs yazmak yerine e***=exp(***) kullanarak işlemlerimizi tamamlayalım.
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[image: image108.wmf](
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Poisson Dağılımı için Moment Doğuran Fonksiyonu elde etmiş olduk. Şimdi bundan yararlanarak momentleri yani İstatistik Ortalama ve Değişkenlik değerlerini hesaplayalım. Bu amaçla tanımı hatırlayalım.
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Artk t ye göre türev alıp t( 0 yazarak sonuçları bulabiliriz.
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Böylece Poisson Dağılımının önemli özelliklerini kısaca incelemiş olduk. Artık bu dağılımı nasıl kullanabileceğimiz sorusuna cevap verebiliriz.

Poisson Dağılımının iki biçimde kullanılması mümkündür. Şimdi bunları ele alacağız.
İkişıklı Dağılımının n( ( için limiti olarak Poisson Dağılımı:
Önce İkişıklı Olasılık Dağılımı için yukarıda verdiğimiz tanımı hatırlayalım.
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Bu bağıntıda n örneklem veya anakütle kümesindeki toplam eleman sayısını gösteriyordu. Kolayca tasavvur edilebilir ki n sayısı 100, 1000 ve hatta (  gibi çok büyük değerler alabilir. Buna karşılık p değerleri ise 0,1, 0,01 gibi çok küçük değerlere sahip olabilir. Biraz aşağıda vereceğimiz örneklerde de görülebileceği gibi uygulamada sık sık karşılaştığımız bu durum İkişıklı Olasılık Dağılımı ifadesini sayısal olarak kullanılamaz hale getirebilir. İşte bu neden den dolayı Ikişıklı Dağılımının n ( ( limiti araştırılmış ve görülmüştür ki bu limitte Poisson Dağılımına erişilmektedir.  Şimdi bunu göstereceğiz. 

Aradığımız şey şu limit ifadesinin sonucudur.
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Kuşkusuz bu haliyle bu limit ifadesi, eğer yakınsama gerçekleşirse, sınırsız büyüyen bir sayıya yakınsayacaktır. O halde probleme biraz daha dikkatli bakmalıyız.

İkişıklı Olasılık Dağılımının Beklenen Değeri (İstatistik Ortalaması) için bulduğumuz sonucu hatırlayalım.

( = np(  p = ( / n

Şimdi varsayalım ki n sınırsız büyürken ( = np = sabit kalmaktadır. Yani n sınırsız büyüdükçe p = ( / n ifadesine uygun bir biçimde p küçülmektedir. O halde p yerine p=(/n koyarak yukarıdaki limit işlemini yürütmeye çalışalım.
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Bu ifadedeki dört çarpanı inceleyelim.

İlk çarpanı ele alalım.
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Payı ve paydası n(r-1) mertebesinde polinomlar olan bu kesrin n ( ( olduğunda 1 değerine yakınsayacağını biliyoruz. 
Dördüncü çarpanın da n ( ( olduğunda 1 değerine yakınsadığı açıktır. 

Şimdi üçüncü çarpana bakalım. Temel matematikten biliyoruz ki:
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Şimdi bulgularımızı yerlerine yerleştirelim ve sonuca bakalım.
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Hemen görüyoruz ki bu Poisson Dağılımıdır. O halde sonucu tekrar yazalım
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Şimdi basit bir örnek seçelim ve bu iki dağılım fonksiyonunu da kullanarak bulacağımız çözümleri karşılaştıralim.
Varsayalım ki n = 10, p = 0,05 olarak verilmiştir. Buna göre ( = 0,5 olacaktır. Bu değerler için İkişıklı ve Poisson Olasılık Dağılımları iki tablo halinde aşağıda verilmiştir.

	n=10 
	p =0,05
	(mu)=0,5
	
	
	

	r
	comb(n,r)
	p^r
	(1-p)^(n-r)
	P(X=r)
	100*P

	0
	1
	1
	0,598737
	0,598737
	59,87369

	1
	10
	0,05
	0,630249
	0,315125
	31,51247

	2
	45
	0,0025
	0,66342
	0,074635
	7,46348

	3
	120
	0,000125
	0,698337
	0,010475
	1,047506

	4
	210
	0,00000625
	0,735092
	0,000965
	0,096481

	5
	252
	3,125E-07
	0,773781
	6,09E-05
	0,006094

	6
	210
	1,5625E-08
	0,814506
	2,67E-06
	0,000267

	7
	120
	7,8125E-10
	0,857375
	8,04E-08
	8,04E-06

	8
	45
	3,90625E-11
	0,9025
	1,59E-09
	1,59E-07

	9
	10
	1,95313E-12
	0,95
	1,86E-11
	1,86E-09

	10
	1
	9,76563E-14
	1
	9,77E-14
	9,77E-12


	n=10 
	p =0,05
	(mu)=0,5
	
	
	

	r
	1/r!
	(mu)^r
	1/e^(mu)
	P(X=r)
	100*P

	0
	1
	1
	0,606531
	0,606531
	60,65307

	1
	1
	0,5
	0,606531
	0,303265
	30,32653

	2
	0,5
	0,25
	0,606531
	0,075816
	7,581633

	3
	0,166667
	0,125
	0,606531
	0,012636
	1,263606

	4
	0,041667
	0,0625
	0,606531
	0,00158
	0,157951

	5
	0,008333
	0,03125
	0,606531
	0,000158
	0,015795

	6
	0,001389
	0,015625
	0,606531
	1,32E-05
	0,001316

	7
	0,000198
	0,007813
	0,606531
	9,4E-07
	9,4E-05

	8
	2,48E-05
	0,003906
	0,606531
	5,88E-08
	5,88E-06

	9
	2,76E-06
	0,001953
	0,606531
	3,26E-09
	3,26E-07

	10
	2,76E-07
	0,000977
	0,606531
	1,63E-10
	1,63E-08


Grafiğin daha rahat çizilebilmesi için her iki yöntemle elde edilen P(X=r) değerleri, tabloların son sütunlarında görüleceği gibi. 100 le çarpılarak grafiğe taşınmıştır.


[image: image119]
Görüldüğü gibi iki dağılımın değerleri son derece uyumludur. Öteyandan Poisson Dağılımının hesaplanması İkişıklı Dağılımın hesaplanmasına göre biraz daha kolaydır.
Şimdi Poisson Olasılık Dağılımının kendi başına ne tür olasılık problemleri için iyi bir model oluşturduğuna dair kısa bir açıklama yapalım.

Poisson Olasılık Dağılımının en başarılı bir biçimde temsil ettiği olayların özelliklerini  şöylece belirleyebiliriz.

· Birbirinden bağımsız olaylar.

· Ayrık yani birbiri ile ortak bölümü olmayan (Arakesiti sıfır olan) zaman ya da mekan dilimleri içinde gerçekleşen olaylar.

· Gerçekleşme oranı küçük olaylar.

Şimdi bazı örnek problemler çözelim.

Uzun yıllar ortalamasına göre bir bölgede yaşayan insanlardan her gün üçünün öldüğü biliniyor.  Bu bölgede 0, 1, 2, 3, ... ölüm olacak günlerin olasılıklarını hesaplayın.

Doğrudan Poisson Olasılık Dağılımı formülünü uygulayabileceğimiz basit bir problem.
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Denklemdeki m değeri bu problem için m = 3 olarak verilmiştir. Yapılacak tek şey k = 0, 1, 2, ... için denklemi uygulamaktır. Sonuçlar aşağıdadır.
	m = 3, k = 0, 1, 2, ...
	e=EXP(-3)
	0,049787

	k
	1/k!
	m^k
	P(X=k)

	0
	1
	1
	0,049787

	1
	1
	3
	0,149361

	2
	0,5
	9
	0,224042

	3
	0,166667
	27
	0,224042

	4
	0,041667
	81
	0,168031

	5
	0,008333
	243
	0,100819

	6
	0,001389
	729
	0,050409

	7
	0,000198
	2187
	0,021604

	8
	2,48E-05
	6561
	0,008102

	9
	2,76E-06
	19683
	0,002701

	10
	2,76E-07
	59049
	0,00081


Tabloda verilen değerlere göre herhangi bir günde hiç kimsenin ölmemesi olasılığı 0,049787, bir tek kişinin ölme olasılığı 0,149361, iki kişinin ölme olasılığı 0,224042,... olarak hesaplanmıştır.
Şimdi şöyle bir soru soralım. Bir günde 3 ten fazla ölüm olasılığı nedir?
Bir günde 0, 1, 2, 3 ölüm olasılıkları tabloda verilmiştir. Sorulan ise 3 ten fazla kişinin ölme olasılığıdır. Öyleyse toplam olasılık değeri olan 1 den bu olasılıkların toplamını çıkarmalıyız.
P(X>3) = 1 – (0,049787+ 0,149361+ 0,224042+ 0,224042+ 0,224042) = 0,352768
Bu problemi şöyle de çözebilirdik.

P(X>3)=0,168031+0,100819+0,050409+0,021604+0,002701+0,00081+...=0,352476
İki sonuç arasındaki fark ikinci çözüm yolunda ihmal ettiğimiz terimlerden dolayı ortaya çıkmaktadır.

Bir ayakkabı üreticisi yaptığı ayakkabıların her 100 çiftinden birinin satılamayacak kadar kusurlu olduğunu biliyor. Bir yıl içinde üretmeyi planladığı 1000 çift ayakkabının en çok kaç çiftinin hangi olasılıkla grçekleşeceğini hesaplamak istiyor.

Kuşkusuz ilk akla gelen basit cevap 1000x0,01 = 10 çift.

Şimdi Poisson Dağılımı yardımıyla daha ayrıntılı bır hesap yapalım ve sonuçları karşılaştıralım.

Beklenen değer m = 10 olduğuna göre gerçekleşebilecek olayların olasılıklarını hesaplayalım.
Aşağıda bu problemin çözümü grafik ve tablo olarak verilmiştir.

[image: image121.emf]0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0,14

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112131415161718192021


	m =10
	
	
	
	

	k
	1/k!
	m^k
	1/exp(m)
	P(X=k)

	0
	1
	1
	4,53999E-05
	4,53999E-05

	1
	1
	10
	4,53999E-05
	0,000453999

	2
	0,5
	100
	4,53999E-05
	0,002269996

	3
	0,166667
	1000
	4,53999E-05
	0,007566655

	4
	0,041667
	10000
	4,53999E-05
	0,018916637

	5
	0,008333
	100000
	4,53999E-05
	0,037833275

	6
	0,001389
	1000000
	4,53999E-05
	0,063055458

	7
	0,000198
	10000000
	4,53999E-05
	0,090079226

	8
	2,48E-05
	1E+08
	4,53999E-05
	0,112599032

	9
	2,76E-06
	1E+09
	4,53999E-05
	0,125110036

	10
	2,76E-07
	1E+10
	4,53999E-05
	0,125110036

	11
	2,51E-08
	1E+11
	4,53999E-05
	0,113736396

	12
	2,09E-09
	1E+12
	4,53999E-05
	0,09478033

	13
	1,61E-10
	1E+13
	4,53999E-05
	0,072907946

	14
	1,15E-11
	1E+14
	4,53999E-05
	0,052077104

	15
	7,65E-13
	1E+15
	4,53999E-05
	0,03471807

	16
	4,78E-14
	1E+16
	4,53999E-05
	0,021698794

	17
	2,81E-15
	1E+17
	4,53999E-05
	0,012763996

	18
	1,56E-16
	1E+18
	4,53999E-05
	0,007091109

	19
	8,22E-18
	1E+19
	4,53999E-05
	0,003732163

	20
	4,11E-19
	1E+20
	4,53999E-05
	0,001866081


B) SÜREKLİ DAĞILIMLAR:
ÜNİFORM OLASILIK DAĞILIMI:
Önceki bölümde bu olasılık dağılımına kısaca değinmiştik. Şimdi biraz daha ayrıntılı bir çalışma yapacağız.
Üniform Olasılık Dağılımının tanımını hatırlayalım.
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Örnek değerler seçerek tablo ve grafik hazırlayalım. Varsayalım ki a = 2, b = 6 dır.
	x
	f(x)
	F(x)
	
	
	
	

	0
	0
	0
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	0,5
	0
	0
	

	1
	0
	0
	

	1,5
	0
	0
	

	2
	0,25
	0
	

	2,5
	0,25
	0,125
	

	3
	0,25
	0,25
	

	3,5
	0,25
	0,375
	

	4
	0,25
	0,5
	

	4,5
	0,25
	0,625
	

	5
	0,25
	0,75
	

	5,5
	0,25
	0,875
	

	6
	0,25
	1
	

	6,5
	0
	1
	

	7
	0
	1
	

	7,5
	0
	1
	

	8
	0
	1
	


Bu tablodaki f(x) ve F(x) değerleri hernekadar sütunlarla gösterilmişse de Üniform Olasılık Dağılımını burada sürekli bir dağılım olarak ele aldığımızı unutmamamız gerekiyor.
Üniform Olasılık Dağılımı için İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) Hesabı:
Şimdi Üniform Olasılık Dağılımı için İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) ve Değişkenlik (Varyans) büyüklüklerini hesaplayalım.

İlk önce basit mantık kurallarını uygulayalım. Bu dağılımın grafiğinden hemen görüyoruz ki x < a i için f(x) = F(x) = 0 ve x > b için f(x) = 0, F(x) = 1 değerlerini almakta; bu iki değer arasında f(x) sabit kalırken F(x)  fonksiyonu lineer artmaktadır. 

Şu halde İstatistik Ortalama F(x) in iki uçtaki değerlerine karşıgelen x değerlerinin aritmetik ortalaması olmalıdır.
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Şimdi aynı büyüklüğü İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) için kullandığımız integral tanımı ile hesaplayalım. Bu amaçla tanımı hatırlayalım.
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Tanımda f(x) değerini yerine koyacağız ancak x < a ve x > b için f(x) = 0 olduğuna göre integralimizin sınırlarını a ve b olarak değiştirmeliyiz.
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Aynı değeri bulduk.

Şimdi bu dağılıma ait Moment fonksiyonunu bulalım. Yine tanımdan başlayacağız.
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Yukarıda olduğu gibi burada da integralin sınırlarını a ve b alacağız. Yapalım.
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Bu bağıntıdan türev almak istiyoruz. Ancak ifadenin bu biçimini kullanmak zor; o yüzden daha önce de kullandığımız ex açınımı yardımıyla bu ifadenin seri açınımını oluşturalım.
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Bunu moment ifadesinde yerine koyarak işlemleri yaparsak sonsuz terimli bir seri yardımı ile Moment Fonksiyonu M(t) yi ifade etmiş oluruz.
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Artık türev alma işlemini hemen gerçekleştirebiliriz.
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Böylece İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) için aynı sonucu üçüncü defa elde etmiş olduk.

Üniform Olasılık Dağılımı için Değişkenlik (Varyans) Hesabı:
Değişkenlik tanımını anımsayalım ve f(x) in ifadesini bu tanımda yerine koyalım.
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İşlemler yapılırsa sonuç kolaylıkla elde edilir.
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Aynı büyüklüğü Moment Doğuran Fonksiyon yardımıyla bulmak istersek yukarıda yazdığımız seri açınımından iki defa türev alarak hemen sonuca gidebiliriz.


[image: image135.wmf](

)

(

)

12

4

3

2

2

2

2

2

0

2

2

2

a

b

b

a

b

ab

a

dt

M

d

t

-

=

+

-

+

+

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

m

s


Üniform Dağılım uygulamada çok sık karşılaştığımız bir şey değildir. Ancak basit problemlere uygulanabilir. Formüllerden de görüldüğü gibi basit hesaplamalarla sonuca gidilebilir.

Bir küçük örnek yapalım.

Varsayalım ki X 0 ile 1 arasında üniform değişen bir rasgele değişkendir. O halde Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu ve Olasılık Kütle Fonksiyonu şöyle yazılabilir.
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Örneğin X in 0,2 < X < 0,3 değerleri arasında kalma olasılığı
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olacaktır.        

ÜSTEL FONKSİYON ex:
Aslında matematikte Üstel Fonksiyon denildiğinde a ve b gerçel sayılar olmak üzere 

y = abx
gibi bir fonksiyon anlaşılır. Ancak sınırsız sayıdaki bu fonksiyonlardan özellikle ikisi hemen her türlü uygulama probleminde karşımıza çıkar. Bunlar ters fonksiyonlarıyla beraber şunlardır.

· y = 10x( x = log(10)  y = log y
· y = ex = exp(x) ( x = log(e) y = ln y
Bizim burada inceleyeceğimiz konular açısından bu iki özel Üstel Fonksiyondan ikincisi yani ‘Doğal Üstel Fonksiyon (tersine de Doğal Logaritma Fonksiyonu) dediğimiz y = ex fonksiyonu, daha doğrusu Poisson Dağılım Fonksiyonunda da rastladığımız y =e-x =1/ex fonksiyonu, olacaktır.

Aşağıdaki y = ex = exp(x) ve y = e-x = exp(-x)  fonksiyonlarının -1( x ( 4 aralığındaki değişimi tablolanmış ve grafikle gösterilmiştir..
	x
	exp(x)
	exp(-x)
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	12,18249
	0,082085
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	20,08554
	0,049787
	
	
	
	
	

	3,5
	33,11545
	0,030197
	
	
	
	
	

	4
	54,59815
	0,018316
	
	
	
	
	

	4,5
	90,01713
	0,011109
	
	
	
	
	

	5
	148,4132
	0,006738
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	244,6919
	0,004087
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	403,4288
	0,002479
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	665,1416
	0,001503
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	1096,633
	0,000912
	
	
	
	
	


Tablo ya da grafik gösteriyor ki x > 0 için x büyüdükçe ex hızla büyümekte, buna karşılık e-x hızla sıfıra yaklaşmaktadır. İşte bu özelliklerinden ötürü, nedenselci yaklaşımla doğa olaylarını açıklamaya çalışan bilimciler hızla büyüyen/küçülen fiziksel büyüklükleri modellemek için bu iki fonksiyondan yararlanırlar. Önceki paragrafta incelediğimiz Poisson Olasılık Dağılımı, bize üstel fonksiyonun rasgeleci yaklaşımlarda da kullanılabileceğini gösterdi.
Gerçekten de üstel fonksiyon özellikle Sürekli Olasılık Dağılımlarının en önemli aktörüdür. Bu nedenle bu fonksiyonla ilgili bazı temel özellikleri burada ele alacağız.

Tanımı:
Üstel fonksiyonun, yalnızca kendine özgü, çok ilginç özellikleri var. Onun için de pek çok değişik biçim ve anlayışta tanımı yapılabilir. Burada bu tanımların en çok kullanılan ve dolayısıyla en çok işimize yarayacak bir kaç tanesini hatırlatacağız.

· Seri Tanımı:( 
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Daha önce (Poisson Dağılımı) kullandığımız bu tanımdaki sonsuz terimli toplama işleminin her sonlu x değeri için sonlu bir ve bir tek sayıya yakınsadığı ve bu sayının da bir gerçel sayıyla, istenilen yaklaşıklıkta, gösterilebileceği ispatlanabilir.

· Limit Tanımı: ( 
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Bu ifadeyi de daha önce kullanmıştık. Bu limitin de her sonlu x değeri için sonlu bir ve bir tek sayıya yakınsadığı gösterilebilir.
· Diferansiyel Denklem Tanımı: ( 
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Türevi kendisine, integrali ise sabit farkı ile kendisine eşit biricik fonksiyon.

Aslında bütün bu tanımların birbirine eşdeğer olduğu yani aynı fonksiyonu tanımladıkları ispatlanabilir. Dolayısı ile herbiri öbürünün nedeni ya da sonucudur.
ÜSTEL OLASILIK DAĞILIMI:
Üstel fonksiyonun kullanıldığı en basit dağılım biçimidir. Olasılık Yoğunluk Fonksiyonunun tanımı aşağıdaki gibidir.
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Bu tanımda x, -( < x < ( aralığından ( ise, 0 < ( < ( aralığından seçilebilecek herhangi gerçel sayıları temsil etmektedir.
Yukarıdaki ifadenin Üstel Dağılım Fonksiyonunun yoğunluk dağılımını ifade ettiğini söyledik. Buna göre Ustel Olasılık Kütle Fonksiyonunu hesaplayalım. Önceki bölümde verdiğimiz tanımı anımsayalım ve uygulayalım.
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Burada gördüğümüz E aralığı x için  -( < x < (  olarak verilmiştir. Ancak yoğunluk fonksiyonu f(x), x < 0 içn sıfıra eşittir; yani bu bölgede kütle fonksiyonunun da 0 a eşit kalacağı açıktır. O halde integrasyon işlemini 0 dan başlatarak x- e kadar götürmemiz yeterlidir; integrasyon değişkeni olarak t = x kullanırsak aşağıdaki sonuca hemen ulaşırız. 
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Öyleyse Üstel Dağılım için Olasılık Kütle Fonksiyonunu şöylece yazabiliriz.
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Daha ileri gitmeksizin bu iki fonksiyonun, örneğin, ( = 2 ve 0 ( x ( 5 için değerlerini bulalım ve grafiklerini çizelim.
Aşağıdaki tabloyu kullanarak Sürekli Olasılık Dağılımlarının bazı özelliklerini hatırlayalım.

· Sürekli Olasılık Dağılımı halinde bir x noktası için olasılık değerinin sıfır olacağını bilyoruz. Yani P(X=x) = 0. Bu nedenle P(X(x) yazıyoruz.
· Bu durumda P(X(x) ile X Olasılık Değişkenimizin x değerinden küçük kaldığı aralığı belirliyoruz. Örneğin tabloda gördüğümüz

· P(X(x=0) ifadesi 0 ve 0 dan küçük bütün x değerleri için P(X) = 0,

· P(X(x=1) ifadesi 1 ve 1 den küçük bütün x değerleri için P(X) ( 0,86
değerlerinin geçerli olacağını gösteriyor.
· Bütün noktalar için bir noktadaki P(X=x) = 0 olduğuna göre, Sürekli Olasılık Fonksiyonları halinde ancak bir A ( x( B gibi bir aralık için Olasılık değeri bulabiliriz. Bunu yapmak için de ilgilendiğimiz nokta etrafında uygun bir aralık seçerek aşağıdaki örneklerde olduğu gibi basit bir hesap yapmamız yeterlidir.

· P(X=x/ 0 (  x ( 0,5) = P(X ( x=0,5) – P(X ( x=0) =0,632121
· P(X=x/ 0,5 (  x ( 1,5) = P(X ( x=1,5) – P(X ( x=0,5) = 0,318092
· P(X=x/ 2,5 (  x ( 1,5) = P(X ( x=2,5) – P(X ( x=1,5) = 0,043049
	x
	f(x)
	P(X(x)
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Sürekli Olasılık Dağılımları ile ilgili bilgimizi böylece hatırladıktan sonra şimdi Üstel Olasılık Dağılımına ait İstatistik Ortalama ve Değişkenlik değerlerini hesaplayalım.

Tanımı anımsayalım ve işlemleri yapalım. Tabii yine 0 ( x ( ( arasında integrasyon yapmamız yeterli.
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Bu integrasyonu kısım kısım integre edeceğiz; yani u = x ve v = -e-(x yazarak aşağıdaki biçime getireceğiz ve işlemleri yapacağız.
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Böylece Üstel Dağılım Fonksiyonu için İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) ifadesini hesaplamış olduk. Sonucu tekrar yazalım.
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Şimdi Değişkenlık (Varyans) değerini hesaplayalım. Tanımı hatırlayalım ve işlemleri yapalım.
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Burada da integrasyon sınırlarımızı 0 ( x ( ( olarak alacağız.
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Burada matematikten bildiğimiz 
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bağıntılarını kullanır ve sınır değerleri uygularsak sonuç:
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olarak elde edilir.

Şimdi bu dağılıma ait Moment Doğuran Fonksiyonu bulmaya çalışalım. Bu amaçla tanımı anımsayalım.
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Üstel Dağılımın ifadesini yerine koyarak işlemleri yapalım.
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Böylece Üstel Dağılım Fonksiyonuna ait Moment Doğuran Fonksiyon ifadesini elde ettik. Şimdi bu ifadeyi kullanarak İstatistik Ortalama ve Değişkenlik değerlerini bulalım.
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Benzer işlemleri yaparak Değişkenliği de aşağıdaki gibi hesaplayabiliriz.
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Böylece Moment Doğuran Fonksiyon yardımıyla da aynı büyüklükleri elde etmiş olduk.
Şimdi Üstel Olasılık Dağılımının ilginç bir özelliğine değinelim. Bu amaçla yukarıdaki grafiğimizi, üzerinde bir x noktası , örneğin x = 1, belirleyerek yeniden çizelim.
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Üstel Olasılık halinde Olasılık Kütle Fonksiyonumuzu yeniden yazalım.
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Bu bağıntı x = 1 için şöyle yazılıyordu ve şunu ifade ediyordu. 
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İlgilendiğimiz olayın x = 1 ya da x < 1 halinde gerçekleşme olasılığı P(X ( 1,() = 1 – e-(  dır. 
O halde, olasılıkların toplamı 1 olacağına göre aynı olayın x > 1 için gerçekleşme olasılığı P(X>1,() = e-(  olmalıdır.

Ana fikri böylece hatırladıktan sonra rastgele iki x değeri seçelim; örneğin x = a, x = b ve b > a olsun. Ayrıca bir şart koşalım: ‘x = b nin gerçekleşmesi ancak x = a gerçekleştiği durumlarda mümkündür.’ Böylece, a, b nin koşulu olduğuna göre bir Koşullu Olasılık problemi oluşturduk.

Bunu bir Koşullu Olasılık prroblemi olarak matematik ifadelere dönüştürelim.
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Öte yandan b > a kabul ettiğimize göre b = a + c gibi bir c sayısı her zaman vardır. Buna göre yukarıdaki ifade şöyle yazılabilir.
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Böylece a ya bağlı olarak b nin gerçekleşme olasılığının yalnızca c = b – a değerine bağlı olacağını göstermiş olduk. Kuşkusuz Üstel Fonksiyonun e(a+c) = ea ec özdeşliğine dayanan bu özellik Üstel Olasılık Dağılımının ‘Belleksiz’ olarak nitelenmesine sebep olmaktadır.
Üstel Dağılım Problemleri.
Yukarıda Üstel Olasılık Dağılımının İstatistik Ortalamasını ( = 1/( olarak hesapladık.
· x ( ( olasılığı nedir?
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· x > ( olasılığı nedir?


[image: image165.wmf](

)

0,367879

/

1

1

=

=

=

>

=

-

-

e

e

x

X

P

l

l

l


Bir şehiriçi otobüs durağına, bir iş günü boyunca, 5 dakikada bir otobüs yanaştığı gözlenmiştir. 
· x dakikaları ölçtüğüne göre 0 ile 40 dakika arasında 2 şer dakikalık aralıklarla bu durağa bir otobüs yanaşma olasılıklarını hesaplayınız.
Bu problemde ( = 1/( = 5 dakika olarak verilmiştir. O halde ( = 1/5 alarak tablomuzu ve grafiğmizi oluşturalım
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· 10 dakikadan az ve fazla bekleme olasılıklarını hesaplayınız.
Tablodan hemen görüyoruz ki P(X=x(10) ( 0,86 dır. Doğal olarak 10 dakikadan fazla bekleme olasılığı PX=x>10) = 1-0,86 ( 0,14 olacaktır.

3.  
Bu defa biraz değişik ve uygulamaya yakın bir örnek problem seçelim.
Sabit Oranlı Arıza Olasılığı:
Günlük hayatta çok karşılaştığımız şöyle bir örnek alalım. Varsayalım ki yeni bir cep telefonu aldık. Çalışır durumda aldığımız bu elektronik mekanizmanın aldığımız anda arıza yapmasını asla beklemeyiz ve yine biliriz ki kullandığımız süre uzadıkça cihazımızın arıza olasılığı artacaktır.

Şuna da dikkat etmeliyiz görev yapmasını engelleyecek bir arıza ortaya çıkmadıkça bu cihazın yeni alınmış eşdeğerinden hiçbir farkı yoktur.
Gerçek uygulamalarda çok daha fazla itina gerekli ise de ana fikir olarak bu cihazımızın arıza olasılığını Üstel Olasılık Dağılımı ile modellemek iyi bir ilk yaklaşım sağlayabilir.

Bu amaçla Olasılık Yoğunluk Fonksiyonunu:

f(( , t) = exp(-(t) 

ile ve Olasılık Kütle Fonksiyonunu:

F(( , t) =1 - exp(-(t)

ile göstermemiz yeterli olacaktır.

Buna göre verilen bir T  zamanından önceki arıza olasılığı:

P(X ( T) = F( ( , t = T) = 1 - exp(-(t)

ve aynı T zamanından sonraki arıza olasılığı:

P(X > T) = 1 - F( ( , t = T) =  exp(-(t)

olacaktır.

Bu Olasılık Dağılımına neden Sabit Oranlı Arıza Olasılığı dediğimizi açıklayalım.
Yukarıda yazdığımız koşullu olasılık ifadesini azıcık değiştirerek yeniden yazalım.
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Bu son ifadedeki üstel fonksiyonun seri açınımın ilk bir kaç terimini yazalım.

exp(-((t) = 1 - ((t + (((t)2 /2! -+...

Bunu yukarıda yerine koyduğumuzda:
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ifadesine geliriz ki eğer (t yeterince küçük seçilmişse ((t)2 ve daha büyük kuvvetleri ihmal edilebilecek düzeyde kabul edilebilir ve bu da bizi Sabit ( Oranlı  Arıza Olasılığı kavramına getirir. Çünkü

[image: image168.wmf](

)

{

}

{

}

[

]

t

t

T

t

t

T

t

P

D

@

>

D

+

£

£

l

/

 
ifadesine göre t den t+(t ye gidinceye kadar arıza olasılığı ( sabit kalmaktadır. 

Tabii açıkça söylenmeyen ikinci kabul de hangi t değerinden başlarsak başlayalım, eğer cihazımız görev yapar durumdaysa, yenisinden (t = 0 olan cihazdan) farkı yoktur.

Bu dağılıma hafızasız dağılım denmesinin sebebi de budur.

4.
İlginç bir problem daha kuralım.

Varsayalım ki n bileşenden oluşan bir sistemimiz var. Hepsi birbirine yakın özelliklere sahip bu bileşenlerin arızalanma olasılıkları birbirinden bağımsızdır fakat birbirine eşittir ve  bu değer ( (1/saat) ile gösterilmiştir. Böyle bir sisteme iyi bir örnek olarak ev aydınlatma sistemi seçilebilir; ancak bu örnekte tesisat için ayrı fakat örneğin ampuller için ayrı ( değerleri seçmemiz gerekir.

Şimdi sorumuzu soralım.

Böyle bir sistemde t = T saatinden sonra k = 1, 2,...,n bileşenin arızalanma olasılıkları nedir?

Önce bir tek bileşenin T saatten sonra arızalanma olasılığını yazalım.

P(X > T) = 1 - F( ( , t = T) =  exp(-(t)

Şimdi şöyle düşünelim. Sistemimizde birbirine benzer n adet bileşen var ve verilen herhangi bir t > T  anında bunlardan bazıları sağlam fakat diğerleri arızalı olabilecektir. Yani bir İkişıklı Olasılık Problemi söz konusudur ve yukarıda verilen arızalanma olasılığı değeri exp(-(t) aslında bu bileşenlerin p bireysel olasılıklarını belirlemektedir.

Buna göre problemin çözümünü artık hemen yazabiliriz
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Basit bir sayısal örnek yapalım:
Varsayalım ki ( = 0,0015 ve T = 1000 olarak verilmiştir. Buna göre

 p = exp(-(t) = exp(-0,0015.1000) = exp(-1,5) = 0,22313

[image: image170.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

[

]

i

i

n

i

n

k

f

k

i

X

P

22313

,

0

exp

22313

,

0

1

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

=

=

-



[image: image171.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

i

i

n

k

i

i

n

k

F

22313

,

0

exp

22313

,

0

1

0

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

=

å


olacaktır. Varsayalım ki sistemimizde yalnızca n = 5 bileşen vardır. Sırasıyla 0, 1,...,5 arızalı bileşen olasılıklarını hesaplayalım.

	n=5
	
	

	k
	f(k)
	F(k)

	0
	0,282971
	0,282971

	1
	0,40637
	0,689341

	2
	0,233432
	0,922773

	3
	0,067046
	0,989819

	4
	0,009628
	0,999447

	5
	0,000553
	1


Tablodaki sonuçları okurken bu problemin aslında bir Kesikli Olasılık problemi olduğu ve olasılıkların F(k) ya değil doğrudan f(k) ya eşit olduğu unutulmamalıdır.
WEIBULL DAĞILIMI:
Aslında bu Olasılık Dağılımını burada incelemeyeceğiz. Ancak çıkış noktasını açıklamak için tanıöını burada yapacağız.

Yukarıda Üstel Dağılımı şöyle tanımlamıştık:
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Bu tanım bizi bütün kullanım süresi içinde yeni kalacağını varsaydığımız bir cihazın  Sabit ( Oranlı  Arıza Olasılığı problemine götürmüştü.
Bu kabulün gerçekçi olmadığı açıktır. Daha iyi bir yaklaşım sabit değerli kabul ettiğimiz ( yı bir şekilde zamanla azalan/artan bir fonksiyona dönüştürmek olacaktır.

İşte WEİBULL Dağılımı bu amaçla tasarlanmış ve uygulamada önemli başarı kazanmış bir dağılım biçimidir.

Şimdi tanımımızı verelim. ( > 0  ve  ( > 0 sabit ve gerçel sayılar olmak üzere ( nın şöyle değiştiğini varsayalım. 

( = ((( ) t (( - 1)
Bunu yukarıdaki tanımda yerine koyalım.
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Hemen görüleceği gibi Üstel Dağılım, ( = ( ve ( = 1 için, WEIBULL Dağılımının bir özel halini oluşturmaktadır ve bu hal için ( nın zamanla değişmediğini zaten biliyoruz.

Yine hemen görebiliriz ki artan t değerleri halinde ( = ((()t(( - 1)
· ( < 1 için ((t) azalan ve

· ( > 1 için ((t) artan

bir fonksiyondur.
GAMMA FONKSİYONU ((x):
Aynı Üstel Olasılık Dağılımının Üstel Fonksiyona dayanması gibi az sonra inceleyeceğimiz Gamma Olasılık Dağılımı da Gamma Fonksiyonuna dayanmaktadır. Bu nedenle burada Gamma fonksiyonu ile ilgili bazı temel bilgileri tekrarlayacağız.

Tanımı:
Gamma fonksiyonu matematik analizin en ünlü özel fonksiyonlarından biridir. EULER den başlayarak bütün büyük matematikçilerin bu fonksiyonu açıklayan, genişleten veya kullanılışını sağlayan ilginç buluşları vardır.
Gamma Fonksiyonunun tanımını Üstel Fonksiyonu kullanarak yapacağız. İlk adımda varsayalım ki p>0 bir doğal sayıdır.

Şimdi bir sınırlı integrasyon işlemi düşünelim.
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Bu işlemde x integrasyon değişkeni olduğuna göre sınırlar yerine konduğunda ortadan kalkacaktır. Dolayısı ile yalnızca p nin değerine bağlı olarak değişen yeni bir fonksiyon tanımlamış olduk. Tanımda kullandığımız integral işleminin p>0 halinde yakınsayacağı yani belirli bir sonlu değere yanaşacağı gösterilebilir.

Şimdi bu integrasyon işlemini yürütelim. Kısım kısım integrasyon yapacağız.
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Bunları yerine koyalım.
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İlginç bir sonuca ulaştık. Varsayalım ki ((p-1) e de ayni işlemi uyguladık; bulacağımız sonucun şöyle olacağı açıktır.
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Bu işleme devam edebileceğimize ve p sayısının bir tamsayı olduğunu kabul ettiğimize göre şu sonuç açıktır.
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  (n > 0 bir tamsayı)
Buradaki p > 0 sayısının bir tamsayı olması gerekmez; sadece p sayısı n gibi bir tamsayı olduğu zaman ((n+1) = n! özel sonucu elde edilir.
Madem ki yukarıda kullanılan p sayısının, integrasyonun tanımlı olabilmesi için, bir tamsayı olması gerekli değildir. O halde bu fonksiyonu gerçel sayılar kümesine taşıyabiliriz; yani x > 0 olmak şartı ile ve tanımda verdiğimiz integral yakınsadığına göre
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ifadesi Gamma Fonksiyonu adını taşıyan bir fonksiyonu belirler. 

Aslında yukarıdaki tanımın Gamma Fonksiyonunu x < 0 için de belirlediği gösterilebilir. Ancak bu oldukça ayrıntılı matematiksel çalışma bizim hedefimizin dışındadır. Dolayısı ile kabul edeceğiz ki yukarıdaki tanım her x- değeri için geçerlidir.

Gamma fonksiyonunun bir takım ilginç özellikleri var; aşağıda bunlardan bazılarını inceleyeceğiz.

İlk önce şunu belirtelim. Bizim de biraz aşağıda yapacağımız gibi Gamma Fonksiyonunu, integrasyon özelliklerinden yararlanarak herhangi bir x, 0 < x <(  değeri için iki parçaya ayırabiliriz.
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Literatürde bu iki parça ‘Eksik’ ya da ‘Tamamlanmamış’ Gamma Fonksiyonları olarak adlandırılırlar. Ama biz burada Üst Gamma Parçası ve Alt Gamma Parçası deyimlerini kullanacağız. 

Üst Gamma Parçası:   
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Alt Gamma Parçası:    
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Doğal olarak şunu yazabiliriz.
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Gamma Fonksiyonunun EULER tarafından oluşturulan ilk biçimi aşağıdaki gibidir.
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Gamma Fonksiyonunun bazı özel değerleri ilginçtir:

Yukarıdaki iki tanımdan da görebileceğimiz gibi
· ((1) = 1 dir.

· ((n+1) = n((n) (  ((2) = 1((1) = 1

· ((3) = 2((2) = 2

· ((1/2) = ((
GAMMA OLASILIK DAĞILIMI :
Yukarıda kısaca bilgi verdiğimiz Gamma Fonksiyonunu Ustel Fonksiyonla birlikte kullanarak yeni bir Olasılık Dağılım Fonksiyonu tanımlayalım.
Gamma Olasılık Dağılımı olarak adlandıracağımız bu yeni dağılımın Olasılık Yoğunlık Fonksiyonu aşağıdaki gibi olsun.
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Görüldüğü gibi burada ( ve p gibi iki parametremiz var ve bunları ( > 0, p > 0 olacak şekilde seçiyoruz.

Şimdi Gamma Olasılık Dağılım Fonksiyonunun Olasılık Kütle Fonksiyonunu (F(x)) hesaplayalım. Bunun için f(x) fonksiyonunu 0 < x < ( aralığında integre etmeliyiz.
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Bu ifadede y = ( x (  dy/dx = ( yazarak integralin içindeki ifadeyi Alt Gamma Parçası haline getirebiliriz.
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Ama yalnızca 0 dan x- e kadar integre ettik. O halde bulduğumuz değer Olasılık Değeri olarak ancak şöyle yazılabilir.
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Buna göre F(X>x;(, p) için, temel kuralımız olan, bütün olasılıkların toplamı 1 dir koşulunu kullanarak şu ifadeyi elde ederiz.
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Yukarıdaki sonuçları herhangi  p ve ( değerleri için daha açık bir biçime getirmek zor.  Ancak bazı özel p ve ( değerleri için çok ilginç sonuçlar elde etmek mümkün. Aşağıda bunları kısaca inceleyeceğiz.

Kuşkusuz en basit hal p =1 almaktır. Hemen görüyoruz ki bu halde
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biçimindeki Üstel Olasılık Dağılımını elde ediyoruz. 

Eğer p herhangi bir tamsayı ise yukarıdaki genel ifadeyi biraz daha basit bir hale getirebiliriz. Bunun için’ p nin sonlu bir sayı olması dolayısıyla yukarıdaki integrasyonu bir toplama işlemine döndürebilir miyiz?’ sorusuna cevap vermeye çalışacağız. Tabii p bir tamsayı olduğunda  ((p) = (p-1)! ifadesi geçerli olacaktır. Şimdi bu integrali I ile göstererek, (p+1) için yazalım.
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Şimdi bu integrasyona kısım kısım integrasyon işlemini uygulayalım. Bu amaçla u ve v yi aşağıdaki gibi belirleyelim.
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Bunları yerine koyalım ve işlemi yapalım.
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Görülüyor ki yukarıdaki integralin (p-1) için yazılmış halini elde ettik. Bu işlemi tekrarlarsak, p sonlu olduğuna göre, p inci tekrarda y0 = 1 elde edeceğimiz ve bü son adımdaki integrasyon işleminin sonucunun aşağıdaki gibi olacağı açıktır.
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Şu halde bütün adımları toplu halde şu biçimde yazabiliriz.
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Bu sonuç ilginç, çünkü son bulduğumuz toplama işlemindeki  terimler xp e-x / p!  biçiminde yani önceden incelediğimiz Poisson Dağılımı karakterinde bir dağılım ifade ediyorlar. Diğer zözlerle bir Sürekli Olasılık Dağılımı olan Gamma Dağılımını, Süreksiz bir dağılım olan Poisson Dağilimları toplamına dönüştürdük.
Artık p nin bir tamsayı olması halinde Gamma Olasılık Dağılımını daha basit bir biçimde yazabiliriz.
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Bu formüllerde kullandığımız p ve ( büyüklüklerne, sırasıyla, Ölçek ve Biçim katsayıları adı verilmektedir.

Şimdi bazı p ve ( değerleri için Gamma Olasılık Dağılımının tablo ve grafiklerini oluşturalım ve böylece bu parametrelerin etkisini anlamaya çalışalım.
	
	Gamma Dağılımı
	
	
	
	
	
	

	
	p=1
	
	p=2
	
	p=5
	
	p=7
	

	
	Alfa=1
	
	Alfa=1
	
	Alfa=1
	
	Alfa=1
	

	x
	f(x)
	F(x)
	f(x)
	F(x)
	f(x)
	F(x)
	f(x)
	F(x)

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	2
	0,135335
	0,864665
	0,270671
	0,729329
	0,090224
	0,909776
	0,01203
	0,004534

	4
	0,018316
	0,981684
	0,073263
	0,926737
	0,195367
	0,804633
	0,104196
	0,110674

	6
	0,002479
	0,997521
	0,014873
	0,985127
	0,133853
	0,866147
	0,160623
	0,393697

	8
	0,000335
	0,999665
	0,002684
	0,997316
	0,057252
	0,942748
	0,122138
	0,686626

	10
	4,54E-05
	0,999955
	0,000454
	0,999546
	0,018917
	0,981083
	0,063055
	0,869859

	12
	6,14E-06
	0,999994
	7,37E-05
	0,999926
	0,005309
	0,994691
	0,025481
	0,954178

	14
	8,32E-07
	0,999999
	1,16E-05
	0,999988
	0,001331
	0,998669
	0,008696
	0,985772

	16
	1,13E-07
	1
	1,8E-06
	0,999998
	0,000307
	0,999693
	0,002622
	0,995994

	18
	1,52E-08
	1
	2,74E-07
	1
	6,66E-05
	0,999933
	0,000719
	0,998957

	20
	2,06E-09
	1
	4,12E-08
	1
	1,37E-05
	0,999986
	0,000183
	0,999745
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	p=2
	
	p=2
	
	p=2
	
	p=2
	

	
	Alfa=2
	
	Alfa=1/2
	
	Alfa=1/5
	
	Alfa=1/8
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	x
	f(x)
	F(x)
	f(x)
	F(x)
	f(x)
	F(x)
	f(x)
	F(x)

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	2
	0,146525
	0,908422
	0,18394
	0,264241
	0,053626
	0,061552
	0,024338
	0,026499

	4
	0,005367
	0,996981
	0,135335
	0,593994
	0,071893
	0,191208
	0,037908
	0,090204

	6
	0,000147
	0,99992
	0,074681
	0,800852
	0,072287
	0,337373
	0,044284
	0,173359

	8
	3,6E-06
	0,999998
	0,036631
	0,908422
	0,064607
	0,475069
	0,045985
	0,264241

	10
	8,24E-08
	1
	0,016845
	0,959572
	0,054134
	0,593994
	0,044766
	0,355364

	12
	1,81E-09
	1
	0,007436
	0,982649
	0,043545
	0,691559
	0,041837
	0,442175

	14
	3,87E-11
	1
	0,003192
	0,992705
	0,034054
	0,768922
	0,038013
	0,522122

	16
	8,11E-13
	1
	0,001342
	0,996981
	0,026088
	0,828799
	0,033834
	0,593994

	18
	1,67E-14
	1
	0,000555
	0,998766
	0,019673
	0,874311
	0,029644
	0,657453

	20
	3,4E-16
	1
	0,000227
	0,999501
	0,014653
	0,908422
	0,025652
	0,712703
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Şimdi Gamma Dağılım Fonksiyonu için İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) ve Değişkenlik (Varyans) büyüklüklerini hesaplayalım. Bu amaçla Moment Doğuran Fonksiyon kavramından yararlanacağız;  tanımı anımsayalım ve uygulayalım.
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Bir değişken dönüşümü yapalım.

x = ( y/(( - t) ( dx = ( dy/(( - t) ( ( px(p-1) = ( p( (p-1) y(p-1)/(( - t)(p-1)
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Buradaki integrasyon işleminin sonucunun 1 olduğunu biliyoruz; böylece Moment Doğuran Fomksiyon elde edilmiş oldu.
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Artık İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) ve Değişkenlik (Varyans) büyüklüklerini kolaylıkla hesaplayabiliriz. 
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Çİ-KARE DAĞILIMI:
Geniş bir uygulama alanına sahip bu dağılım biçimini ileride ayrıntılı olarak inceleyeceğiz.
Öte yandan Gamma Olasılık Dağılımının bir özel halini oluşturduğu için tanımını hemen yazabiliriz.

Önce Gamma Dağılımını yazalım.
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Bu ifadede, n > 0 ve bir tamsayı olmak üzere, ( = 1/2 ve p = n/2 yazarsak
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n Serbestlik Dereceli Çi-Kare Olasılık Dağılımını elde ederiz. Bu dağılım genellikle 
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simgesi ile gösterilir.

Bu dağılıma ait İstatistik Ortalama ve Değişkenlik değerlerini Gamma Dağılımı için bulduğumuz değerlerde ( = 1/2 ve p = n/2 yazarak hemen elde edebiliriz.

E(X) = n

V(X) = 2n

HATA FONKSİYONU erf(x):
Bundan sonraki paragrafta İstatistik Biliminin en çok kullanılan bağıntılarını kısaca inceleyeceğiz.

Ancak, aynı Üstel ve Gamma Dağılımlarında yaptığımız gibi, öncelikle bazı temel matematik bağıntıları ele alacağız. 
Şu integral ifadeyle işe başlayalım.
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Burada yer alan exp(-s2/2) ifadesinin, -( < s <( aralığında daima keyfi fakat sonlu bir M sayısından küçük kalacağı gösterilebilir; ayrıca exp(-s2/2) ifadesi bütün bu aralıkta süreklidir. O halde bu integral işlemi yapılabilir.
Ancak bu integrasyon işlemini yapabilmemiz için küçük bir hile yapmamız lazım. I integralinden, aşağıdaki gibi, iki tane alacağız ve bunların çarpımını yani I 2 değerini hesaplamaya çalışacağız.
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Şimdi bir değişken dönüşümü yapalım ve kabul edelim ki s ve t şöyle tanımlanmıştır.


[image: image210.wmf]l

l

l

l

l

l

l

l

d

rCos

dr

Sin

dt

rSin

t

d

rSin

dr

Cos

ds

rCos

s

+

=

Þ

=

-

=

Þ

=


Buradan hemen r2 = s2 + t2 ve dsdt = r drd(  yazabiliriz.
Öte yandan s ve t nin ikisi de (-( ,() aralığında değişirken yeni değişkenlerimizin mukabil değişim aralıkları şöyledir:

r:  0 ( r ( (  ; (: 0 ( ( ( 2(
Bu ifadeleri integrasyon işlemine yerleştirirsek
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ifadesine geliriz. Artık önce içerdeki ve sonra dışarıdaki integrasyon işlemlerini kolayca gerçekleştirebiliriz.
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Açıktır ki ilk ele aldığımız integralin değeri şöylece yazılabilir.
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Şimdi bu sonucu kullanarak Hata Fonksiyonu erf(x) in tanımını verebiliriz.
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Şimdi bu tanım ve Hata Fonksiyonu hakkında bazı temel noktalara işaret edelim.

· Öncelikle şuna dikkat edelim. Hata fonksiyonunun argümanı z ile gösterilmiştir. Bununla şu anlatılmak istenmiştir. Erf(z) aslınde Karmaşık Sayılar Kümesinde tanımlanmış bir karmaşık fonksiyondur ve genel tanımda z ile bir karmaşık sayı simgelenmektedir. Aslında biz de tanımı Karmaşık Analiz yöntemleri ile yapmış olsaydık yukarıdaki integrasyon işlemindeki ‘canbazlığa’ gerek kalmayacaktı. Bunu söylemekle beraber bu çalışmada Hata fonksiyonunun yalnızca gerçel eksen üzerinden seçilen x değerleri için kullanacağımızı söyleyelim. Bu nedenle yukarıdaki tanımı tamamen Gerçel Sayılar Kümesi içinde kalacak biçimde aşağıdaki gibi kullanacağız.
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· Yukarıdaki integrasyon işleminin hafifçe genelleştirilmiş bir biçimi olan aşağıdaki ifade Hata Fonksiyonunun tanımını daha iyi anlamaya yardımcı olacaktır.
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Hata fonksiyonunun, tanımdan açıkça görülebilen, bazı özelliklerini aşağıdaki gibi sıralayabiliriz.
· Erf(0) = 0
· Erf(() = 1

· Erf(x) = Erf(-x)

Hata fonksiyonunun değerini hesaplamak için kullanabileceğimiz kapalı bir formül yoktur. En çok başvurulan ve işlemlerinin uzunluğuna rağmen anlaşılması en kolay olan yöntemi kısaca özetleyelim.

Yukarıda Üstel Fonksiyonu incelerken her u için aşağıdaki seri açınımının geçerli olduğunu belirtmiştik.
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Bu ifadede u = -s2 koyarsak:
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serisini elde ederiz. Şimdi tanımımızı kullanarak bu seriyi terim terim integre edelim ve sonuca gidelim.
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İlk birkaç terimi yazalım:
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Küçük x- değerleri için bu ifade oldukça iyi bir yaklaşım sağlayacaktır fakat x- büyüdükçe durmadan yeni terimlerin seriye eklenmesi zorunlu olacak ve bu da gerçekten uzun ve sıkıcı bir hesaplama gerektirecektir.

Şimdi, bir örnek oluşturmak amacıyla, formülde verilen terimleri kullanarak bir tablo ve grafik hazırlayalım.
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	x
	erf(x)
	erf(x)
	
	
	
	
	

	-1
	-0,75225
	-0,86509
	
	
	
	
	

	-0,9
	-0,74135
	-0,80797
	
	
	
	
	

	-0,8
	-0,71013
	-0,7471
	
	
	
	
	

	-0,7
	-0,66085
	-0,67982
	
	
	
	
	

	-0,6
	-0,59578
	-0,60456
	
	
	
	
	

	-0,5
	-0,51717
	-0,5207
	
	
	
	
	

	-0,4
	-0,42728
	-0,42844
	
	
	
	
	

	-0,3
	-0,32836
	-0,32863
	
	
	
	
	

	-0,2
	-0,22267
	-0,2227
	
	
	
	
	

	-0,1
	-0,11246
	-0,11246
	
	
	
	
	

	0
	0
	0
	
	
	
	
	

	0,1
	0,112462
	0,112463
	
	
	
	
	

	0,2
	0,222667
	0,222703
	
	
	
	
	

	0,3
	0,328358
	0,328633
	
	
	
	
	

	0,4
	0,42728
	0,428435
	
	
	
	
	

	0,5
	0,517174
	0,5207
	
	
	
	
	

	0,6
	0,595784
	0,604558
	
	
	
	
	

	0,7
	0,660854
	0,679819
	
	
	
	
	

	0,8
	0,710127
	0,747101
	
	
	
	
	

	0,9
	0,741345
	0,807975
	
	
	
	
	

	1
	0,752253
	0,865091
	
	
	
	
	


Bu tablodaki ikinci sütun erf(x) in yukarıdaki seriden yalnızca ilk iki terim: üçüncü sütun ise ilk üç terim alınarak hesaplanmış değerleridir.
Hata fonksiyonu için son olarak şunu da belirtelim. -( < x < ( aralığında tanımlanan Hata fonksiyonunu bir x noktasındaki değeri kuşkusuz, yukarıdaki tabloda verilen değerler gibi
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biçiminde belirlenmiştir. Öte yandan  
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olduğunu biliyoruz. O halde Hata Fonksiyonu ile birlikte kullanılmak üzere yeni bir fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımlayabiliriz.
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Hemen her zaman Hata Fonksiyonu ile birlikte kullanılan bu fonksiyona, açıkça görünen sebepten dolayı, Tümleyen Hata Fonksiyonu adını veriyoruz.

Aşağıdaki iki bağıntı açıktır. 
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Hata fonksiyonu fiziğin ve mühendisliğin pek çok probleminde karşılaştığımız önemli bir matematik kavramdır. Aşağıdaki paragrafta Hata Fonksiyonunun İstatistik Bilimindeki rolünü inceleyeceğiz.

NORMAL OLASILIK DAĞILIMI:
Normal Olasılık Dağılımı, bütün olasılık dağılımı modelleri içinde en çok kullanılan modeldir. Ölçüm hatalarının modellenmesindeki başarısından dolayı fizikçiler tarafından bu isimle anılmaktadır. Matematikçiler açısından yukarıdaki Hata Fonksiyonu ile ilişkisinden dolayı GAUSS Olasılık Dağılımı olarak adlandırılır. Birazdan çizeceğimiz grafiğinin biçiminden dolayı da Sosyal Bilimcilerin verdiği isimse Çan Biçimli Dağılımdır.

Normal Olasılık Dağılımının Yoğunluk Fonksiyonu aşağıdaki biçimde tanımlanır.
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Bu bağıntıda yer alan ( ve ( büyüklükleri bu kitapta kendilerine verdiğimiz anlamları taşımaktadır; yani (: İstatistik Ortalama ve (: Değişkenlik anlamındadır. Tabii bu büyüklüklerin gerçekten de söylenen anlamı taşıdığını birazdan göstereceğiz. Hemen görüyoruz ki ( ve ( bu olasılık dağılımının karakterini belirleyen iki parametredir. Bu nedenle Normal Olasılık Dağılımını aşağıdaki gibi yazmayı tercih ederiz.
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Normal Dağılım Fonksiyonundaki bu değerleri ( = 0 ve ( = 1 olarak seçersek yukarıdaki tanım şu biçimi alır ve Standart Normal Olasılık Dağılımı olarak adlandırılır.
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Normal Olasılık Dağılımının tanımdan hemen göreceğimiz bazı özellikleri var.
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Şimdi ( ve (  için farklı değerler seçerek bu fonksiyonun tablo ve grafiklerini oluşturalım.
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	(=1
	(=3
	(=1
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	x
	f(x;0,1)
	f(x;0,3)
	f(x;3,1)
	
	
	
	

	-5
	1,48672E-06
	0,033159
	5,05227E-15
	
	
	
	

	-4,5
	1,59837E-05
	0,043173
	2,43432E-13
	
	
	
	

	-4
	0,00013383
	0,05467
	9,13472E-12
	
	
	
	

	-3,5
	0,000872683
	0,067333
	2,66956E-10
	
	
	
	

	-3
	0,004431848
	0,080657
	6,07588E-09
	
	
	
	

	-2,5
	0,0175283
	0,093971
	1,07698E-07
	
	
	
	

	-2
	0,053990967
	0,106483
	1,48672E-06
	
	
	
	

	-1,5
	0,129517596
	0,117355
	1,59837E-05
	
	
	
	

	-1
	0,241970725
	0,125794
	0,00013383
	
	
	
	

	-0,5
	0,352065327
	0,131147
	0,000872683
	
	
	
	

	0
	0,39894228
	0,132981
	0,004431848
	
	
	
	

	0,5
	0,352065327
	0,131147
	0,0175283
	
	
	
	

	1
	0,241970725
	0,125794
	0,053990967
	
	
	
	

	1,5
	0,129517596
	0,117355
	0,129517596
	
	
	
	

	2
	0,053990967
	0,106483
	0,241970725
	
	
	
	

	2,5
	0,0175283
	0,093971
	0,352065327
	
	
	
	

	3
	0,004431848
	0,080657
	0,39894228
	
	
	
	

	3,5
	0,000872683
	0,067333
	0,352065327
	
	
	
	

	4
	0,00013383
	0,05467
	0,241970725
	
	
	
	

	4,5
	1,59837E-05
	0,043173
	0,129517596
	
	
	
	

	5
	1,48672E-06
	0,033159
	0,053990967
	
	
	
	


Normal Olasılık Dağılımı için yukarıda verdiğimiz Olasılık Yoğunluk Fonksiyonunu integre ederek Olasılık Kütle Fonksiyonunu bulalım.
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Ya da ( = 0 ve ( = 1 alarak Standart Normal Olasılık Kütle Fonksiyonunu yazalım.
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Görüldüğü gibi Standart Normal Olasılık Kütle Fonksiyonu için bulduğumuz ifade Hata Fonksiyonu erf(x) cinsinden yazılabilir. İntegrasyon sınırlarına dikkat ederek bunu yapalım.
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Herhangi ( ve ( değerleri için de benzer bir ifade yazabiliriz.
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Şimdi yukarıda Normal Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu için verdiğimiz tablo ve grafikleri bu defa Normal Olasılık Kütle Fonksiyonu için hazırlayalım.
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	(=1
	(=3
	(=1
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	x
	F(x;0,1)
	F(x;0,3)
	F(x;3,1)
	
	
	

	-5
	2,86652E-07
	0,04779
	6,22096E-16
	
	
	

	-4,5
	3,39767E-06
	0,066807
	3,19089E-14
	
	
	

	-4
	3,16712E-05
	0,091211
	1,27981E-12
	
	
	

	-3,5
	0,000232629
	0,121673
	4,016E-11
	
	
	

	-3
	0,001349898
	0,158655
	9,86588E-10
	
	
	

	-2,5
	0,006209665
	0,202328
	1,89896E-08
	
	
	

	-2
	0,022750132
	0,252493
	2,86652E-07
	
	
	

	-1,5
	0,066807201
	0,308538
	3,39767E-06
	
	
	

	-1
	0,158655254
	0,369441
	3,16712E-05
	
	
	

	-0,5
	0,308537539
	0,433816
	0,000232629
	
	
	

	0
	0,5
	0,5
	0,001349898
	
	
	

	0,5
	0,691462461
	0,566184
	0,006209665
	
	
	

	1
	0,841344746
	0,630559
	0,022750132
	
	
	

	1,5
	0,933192799
	0,691462
	0,066807201
	
	
	

	2
	0,977249868
	0,747507
	0,158655254
	
	
	

	2,5
	0,993790335
	0,797672
	0,308537539
	
	
	

	3
	0,998650102
	0,841345
	0,5
	
	
	

	3,5
	0,999767371
	0,878327
	0,691462461
	
	
	

	4
	0,999968329
	0,908789
	0,841344746
	
	
	

	4,5
	0,999996602
	0,933193
	0,933192799
	
	
	

	5
	0,999999713
	0,95221
	0,977249868
	
	
	


Artık Normal Olasılık Dağılımına ait İstatistik büyüklükleri hesaplayabiliriz.

Önce İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) büyüklüğünü bulalım.

Tanımı anımsayalım.
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Bir değişken dönüşümü yapalım; u = (x - ()/( ( du = dx/(
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İntegrasyon işlemini sürdürelim.
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Bu iki integral işleminden birincinin sonucu sıfırdır. Çünkü exp(-u2/2) bir çift fonksiyondur ve buna karşılık u bir tek fonksiyondur; dolayısı ile her u için

uexp(-u2/2) = [u exp(-u2/2)]

-uexp(-u2/2) = -[u exp(-u2/2)]

olacaktır. Yani u>0 için eklediğimiz her değer u<0 için çıkartılmış olacaktır. İkinci integrale gelince parantez içindeki ifade, tanım gereği 1 e eşittir.
O halde gerçekten de ( = ( olduğunu ispat etmiş olduk.

Aynı yolu izleyerek Değişkenliği hesaplayalım.

Tanımı anımsayalım.
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 EMBED Equation.3  [image: image246.wmf]
Yukarıdaki değişken dönüşümünü yapalım; u = (x - ()/( ( du = dx/(
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Tamamen yukarıdaki gibi parantezi açarak ve benzer argümanları uygulayarak gösterilebilir ki gerçekten de ( = ( dır.
Normal Olasılkk Dağılımı için Moment Doğuran Fonksiyonu da bulalım.
Tanımı anımsayalım.


[image: image248.wmf](

)

(

)

(

)

dx

x

f

e

e

E

t

M

tx

tx

ò

¥

¥

-

=

=



[image: image249.wmf](

)

(

)

dx

x

e

t

M

tx

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

=

ò

¥

¥

-

2

2

2

exp

2

1

s

m

p

s


İntegrasyonu x üzerinden yürüteceğiz. Ancak x-, t-, (, ( arasında kuracağımız bir ilişki bu işlemi çok basit hale getirebilir. Bu amaçla şu değişken dönüşümünü yapalım.
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Bunları integral ifadesine yerleştırır ve işlemleri yaparsak şu sonuca varırız.
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İkinci parantezin içindeki integralde yer alan ifade tam tamına Standart Normal Dağılım Kütle Fonksiyonudur; dolayısıyla integralin sonucu 1 olmak zorundadır.

Buna göre Normal Dağılım için Moment Doğuran Fonksiyon şöylece elde edilir.
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Hemen İstatistik Ortalamayı ve Değişkenliği hesaplayalım.
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Doğal olarak beklediğimiz değerlere ulaştık.

Normal Dağılım için burada örnek vermeyeceğiz ve yukarıdaki temel bilgileri vermekle yetineceğiz. İleride yazacağımız özel bir Normal Dağılım bölümünde uygulamaları daha ayrıntılı bir biçimde ele alacağız.
� EMBED Equation.3 ���
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