
DAĞILIM FONKSİYONLARI
3.1. OLASILIK DEĞİŞKENİ (RASGELE  DEĞİŞKEN):
Bu bölümde Olasılık Değişkeni ve bu değişkenin oluşturduğu Olasılık Dağılım Fonksiyonu (ODF) kavramlarını genel olarak ele alacağız.

Ancak daha önce Temel Matematik bilgimizden iki benzer kavramı hatırlayalım.

· Bağımsız Değişken

· Bağımlı Değişken ve Fonksiyon
Bağımsız değişkenlerin istenilen her sayısal değeri alabildiğini biliyoruz. Buna karşılık bağımlı değişkenin değerinin ancak ve ancak –eğer varsa- fonksiyon adını verdiğimiz bir tanım yardımı ile bağımsız değişkenin verilen değeri kullanılarak ‘hesaplanması’ gerektiğini biliyoruz.
Örneğin bir karenin kenar uzunluğunu x ile gösterelim ve x- i bağımsız değişken olarak kabul edelim. Bu karenin kenar uzunluğu her değeri alabilir. Ama bu uzunluk, ölçülerek ya da başka şekilde, belirlendikten sonra artık karenin alanı belirsiz ya da serbest değildir; x- e bağımlı bir değişkendir. Yani Karenin Alanı diye adlandırdığımız ve x.x = x2 olarak tanımladığımız bir bağıntının (fonksiyonun) bize vereceği değerdir. Bu büyüklüğe A adını verelim.

Yukarıdaki basit bilgiyi matematik olarak şöyle gösteriyorduk:

· x: Karenin kenar uzunluğu, istediğimiz veya ölçtüğümüz her sayısal değeri alabilir.
· A: Karenin alanı, değeri ancak x belli ise bilinebilir.

· f: A nın değerini bulmak için yapılacak işlem yani A- yı x- e bağlayan bağıntı (fonksiyon) bu örnekte x.x = x2 işlemi. A = f(x) = x.x = x2
Şunu da hatırlayalım. Temel matematikte, genellikle, bağımsız değişkenleri x-, y-, z- gibi küçük harflerle, bağımlılık biçimini tanımlayan fonksiyonları f, g, h gibi harflerle gösteriyorduk.
Şimdi Olasılık Değişkeni için, ileride gözden geçirmek üzere, bir tanım yapalım ve yukarıdaki Serbest Değişken kavramı ile karşılaştıralım.
Varsayalım ki bir salona açılan bir kapı var. Bu kapı açık ya da kapalı olabilir. Yani elimizde iki elemanlı bir MÜMKÜN OLAYLAR LİSTESİ var. Diğer sözlerle bu kapıyı gözlemlediğimizi ve kapının açık(A) ya da kapalı(K) olması halini gözlenen bir OLAY olarak kaydettiğimizi düşünelim. İstersek bu gözlemlerimizi deneyler olarak da düşünebiliriz. 
Böylece Olasılık Değişkenini tanımlamak için gereksinim duyacağımız ilk şeye yani tanımladığımız olayları belirleyen bir Mümkün Olan Gözlem/Deney Sonuçları Kümesine sahip olduk. Bu kümenin iki elemanı var ve bunu şöyle yazabiliriz: {A,K}.
Şimdi bu kapıyı uzun süre gözlemlediğimizi ve sonuçları(Olayları), örneğin şöylece kaydettiğimizi düşünelim:

(A), (K), (K)…(A), (A)… (K)…
Bazı gözlem/deneylerimizin birbiri ile aynı sonucu vermesi doğaldır. 

Bu gözlemleri, o kapı var olduğu sürece, sonsuzluğa kadar sürdürebileceğimiz açıktır. Şu halde elimizde sonsuz (fakat sayılabilir) elemanlı bir yeni Olaylar Kümesi var. Bu kümenin elemanları tamamıyla az önce tanımladığımız Mümkün Olan Gözlem/Deney Sonuçları Kümesinin elemanlarından oluşuyor; yani hepsi onun alt kümelerini oluşturuyor.
Bu örnekteki gözlem/deneylerimizin tek bir parametre (A ya da K) ile belirlendiğini görüyoruz.

Şimdi, yeni bir tanım yapmazdan önce, örneğimizi biraz büyütelim ve varsayalım ki bu salona açılan iki kapı var. Bu kapıları a ve b kapıları olarak adlandıralım. Kuşkusuz bu kapılar açık da olabilir; kapalı da. O halde Açık (A) ve Kapalı (K) halleri için elimizde a(A,K) ve b(A,K) veya {(A,K),(A,K),...} biçiminde bir Mümkün Olan Gözlem/Deney Sonuçları Kümesi oluştu. 
Bu kapıları da uzun süre gözlemlediğimizi ve sonuçları yani yeni Olaylar Kümesi ni aşağıdaki gibi kaydettiğimizi düşünelim:
(A,A), (A,K), (K,A), (A,K)…(K,K)…(K,A)…
Bu kümenin de sınırsız sayıda elemana sahip olduğu açıktır.
Bu gözlemdeki Olaylar Kümesi elemanlarını belirlemek için iki parametre kullanıyoruz.

Eğer salonumuzda üç kapı olsa idi Mümkün Olan Gözlem/Deney Sonuçları Kümesi şu biçimi alacaktı: {(A,K),(A,K),(A,K),...}. Bu durumda gözlem/deneylerimiz yani Olaylar Kümesi aşağıdaki gibi bir görüntü kazanacaktı:

(A,K,A), (A,K,A), (K,K,A), (A,A,K)…(K,K,K)…(K,A,A), (A,A,A)…

Hemen görüyoruz ki Olaylar Kümesini, basitçe, Gerçekleşen ve Kaydedilmiş Gözlem/Deney Sonuçları olarak tanımlayabiliriz. 
Yukarıdaki basit örnek gösteriyor ki bir İstatistik probleminde çok küçük bir Mümkün Olan Gözlem/Deney Sonuçları Kümesi dahi sınırsız sayıda çok elemana sahip bir Olaylar Kümesi ile karşılaşmamıza neden olabiliyor.

Bu Olaylar Kümesindeki elemanları üç parametre ile belirliyoruz.

Yukarıdaki örneklerimizi göz önüne alırsak genelde Olaylar Kümesi elemanlarının her birinin (yani her bir olayın), örneğin, (A, K, K…A) gibi n parametreli bir gösterim gerektireceği açıktır. Buradaki n keyfi fakat sonlu bir tamsayıdır.

Olaylar Kümesinde yer alan her bir elemanın (Olayın) hangi olasılıkta gerçekleşeceğini araştırmak istiyoruz. O halde bunları matematiksel ifadelere dönüştürebilmemiz gerek. Ancak bunu yaparken kolaylıkla sayabileceğimiz (hesaplayabileceğimiz) bir yöntem seçmemiz önemli bir rahatlık sağlayacak. Diğer sözlerle ‘ölçümlenebilir’ bir sayı sistemi seçmemiz işimizi kolaylaştıracaktır. 

Bu nedenle Olaylar Kümesinin elemanlarını belirlemek için iyi bildiğimiz Gerçel Sayılar (R) Kümesini kullanacağız. Bunu yaparken dikkat edeceğimiz en önemli nokta
Mümkün Olan Gözlem/Deney Sonuçları Kümesi nin her elemanına bir ve yalnız bir Gerçel ve Sonlu sayı karşı gelmesi 
olacaktır. Bunun dışında istediğimiz sayıyı seçmemizde bir sakınca yoktur. Diğer sözlerle,

A = 3, K = 1 veya A = -14, K = 6.5 veya A = 1, K = 0

seçeneklerini ya da başkalarını kullanabiliriz.

Biz son seçeneği yani 
A = 1, K = 0

seçimini tercih edeceğiz ve yukarıdaki Olay Kümelerini bu kabul altında yeniden yazacağız. 
(1), (0), (0)…(1), (1)… (0)…    
(1,1), (1,0), (0,1), (1,0)…(0,0)…(0,1)…

(1,0,1), (1,0,1), (0,0,1), (1,1,0)…(0,0,0)…(0,1,1), (1,1,1)…

Görülüyor ki Olay kümesinin elemanlarını anlatabilmek için birden fazla gerçel sayı kullanmamız gerekiyor.

Şimdi bütün bu söylediklerimizi göz önüne alarak Rasgele Değişken tanımımızı yapalım.

Rasgele Değişken:
Olaylar Kümesindeki her bir elemanı bir ve bir tek gerçel sayıya yahut da bir ve bir tek sıralı gerçel sayılar grubuna dönüştüren bağıntıya Rasgele Değişken adını veriyoruz.

Hemen görüyoruz ki rasgele değişken bizim genel matematikte kullandığımız değişkenden çok fonksiyona benzeyen bir tanıma sahip; çünkü bir bağıntının adı.

Rasgele değişkeni büyük harflerle ve X((), Y(()…biçiminde gösteriyoruz.

Yukarıdaki örneklere ait rasgele değişken şöyle ifade edilebilir:
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Şimdi yukarıda yaptıklarımızı kısaca özetleyelim ve daha genel bir biçimde ifade edelim.
Başlangıçta bir salona açılan çeşitli sayılarda kapılar vardı ve bunların Açık ya da Kapalı olma hallerini inceliyorduk. Böylece tasarladığımız Mümkün Olan Gözlem/Deney Sonuçları Kümesi, bu örnek için {A,K}. {(A,K),(A,K)}, {(A,K),(A,K),(A,K)}…biçiminde ortaya çıkıyordu. 
Aslında bütün gözlem/deneye dayalı problemlerde yukarıdaki ile aynı biçimde olmasa dahi bir Mümkün Olan Gözlem/Deney Sonuçları Kümesi nin bulunabileceği açıktır. Şu halde genel bir 
( : Mümkün Olan Gözlem/Deney Sonuçları Kümesi

daima olacaktır.
İkinci olarak X(() Rasgele Değişkenini tanımladık. ( nın elemanlarından yararlanmak suretiyle ve X(() yardımıyla {(1), (0), (0)…(1), (1)… (0)…}, {(1,1), (1,0), (0,1), (1,0)…(0,0)…(0,1)…}, {(1,0,1), (1,0,1), (0,0,1), (1,1,0)…(0,0,0)…(0,1,1), (1,1,1)…} kümelerini oluşturduk.

Doğal olarak her ( için böyle bir kümeler kümesinin tanımlanabileceği de açıktır. O halde daima bir

F: Olaylar Kümesi
tanımlanabilecektir.

Şu halde yaptığımız işlem aslında bir ( ( F dönüşümüdür. Ancak dönüşümü tamamlayabilmemiz için son bir kavrama daha ihtiyacımız var.
F Olaylar Kümesini zaten R Gerçel Sayılar Kümesi içinde tanımladık. Biliyoruz ki Gerçel Sayılar Kümesi ‘Ölçümlenebilir’ bir kümedir. Şu halde yapacağımız işlem R Gerçel Sayılar Kümesine uygun bir ‘Ölçümleme’ tekniği seçmemiz gerekiyor. 
Seçeceğimiz ölçümü KOLMOGOROV OLASILIK AKSİYOMLARI yardımı ile tanımlayacağız ve OLASILIK DEĞERİ adını vereceğimiz P(…) ile göstereceğiz.

Aşağıdaki çalışmalarımızda Kartezyen Koordinat sisteminden yararlanacağız.

· x- Ekseni üzerindeki değerler X rasgele değişkeninin aldığı değerleri simgeleyecek.

· Y- Eseni üzerindeki değerler Olasılık Yoğunluk fonksiyonu f(x) ve Olasılık Kütle Fonksiyonu F(x) değerlerini simgeleyecek.
Şimdi (  kümesinin bir özelliğine bakarak iki temel tanım yapalım. 
a) Kesikli (Süreksiz/Ayrık) Olasılık Dağılımları:
Yukarıda verdiğimiz kapılar örneğinde (  Mümkün Olan Gözlem/Deney Sonuçları Kümesinin elemanlarının sayısı, kapı sayısı, örneğin n (n ( ( ) ne olursa olsun, sayılabilir büyüklüktedir. Yani her bir eleman Doğal Sayılar Kümesinden bir sayı ile eşleştirilebilir.
Benzer durum önceki bölümde ele aldığımız Yazı-Tura Oyunu, Zar Atma, Desteden İskambil Kâğıdı Çekme gibi problemlerde de hemen gözlemlenebilir.
Böyle Kümeler için Kesikli ya da Süreksiz Olasılık kavramını aşağıdaki gibi tanımlıyoruz.

Hemen görüyoruz ki Kesikli Olasılık problemlerinde F Olaylar Kümesi, Doğal Sayılar kümesi içinde yer almaktadır.
Öyleyse Süreksiz ya da Kesikli Olasılık problemlerini F Olaylar Kümesi, Doğal Sayılar kümesi içinde yer alan olasılık problemleri olarak tanımlayabiliriz.

Buna göre şimdi biçimsel olarak Kesikli Olasılık Değeri tanımımızı yapabiliriz.

x( (  olmak üzere her x için
1. 0 ( f(x) ( 1 olacak biçimde bir ve bir tek OLASILIK KÜTLE YOĞUNLUĞU FONKSİYONU veya kısaca OLASILIK YOĞUNLUK FONKSİYONU (OYF) f(x) tanımlanmıştır.
2. 
[image: image3.wmf]å

W

Î

=

x

x

f

1

)

(


3. Bu iki şart altında F Olaylar Kümesinden seçilen her O( F olayı için Olasılık Değeri P(O) şöyle tanımlanır.

[image: image4.wmf](

)

å

Î

=

Î

=

O

x

x

f

O

x

x

F

O

P

)

(

,

)

(


Bu fonksiyonuna BİRİKİMLİ OLASILIK FONKSİYONU veya OLASILIK KÜTLE FONKSİYONU (OKF) F(x) adını vereceğiz. Tanım gereği sayılabilir sayıda, örneğin n tane, olay bulunduğuna göre bu fonksiyonu aşağıdaki biçimde kullanacağız.
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Kuşkusuz n sayısı Mümkün Olan Bütün Olayların tümünü belirliyorsa bu toplam 1 e eşit olacaktır.
b) Sürekli Olasılık Dağılımları: 
Yine yukarıda verdiğimiz örneklerden birincisini seçelim ve ‘Kapı açık mı, kapalı mı?’ sorusu yerine ‘Kapı ne kadar açık? Ya da ‘Kapı kaç derecelik bir açıyla açılmış?’ sorusunu soralım. Bu sorunun cevabı, artık, yukarıdaki gibi Açık ya da Kapalı basitliğinde değil. Sadece 0 derece açılma hali Kapalı Kapıyı anlatıyor. Bunun dışında 00 ile örneğin 1800 derece arasında sonsuz sayıda Açık Kapı hali var. Üstelik bu kapıların açıklığını ifade eden büyüklük sürekli bir değişim gösteriyor. Diğer sözlerle birbirine istenildiği kadar yakın iki açıklık arasında da sonsuz sayıda açıklık var.
Bu özelliğin R Gerçel Sayılar kümesinde de olduğunu biliyoruz ve ayrıca biliyoruz ki Gerçel Sayılar Kümesi Doğal Sayılar Kümesini de içerir.
İşte bu nedenle yukarıda Rasgele Değişkeni tanımlarken belirlediğimiz F Olaylar Kümesini R Gerçel Sayılar Kümesini kullanarak tanımladık.

Öyleyse Sürekli Olasılık problemlerini F Olaylar Kümesi, Gerçel Sayılar kümesi içinde yer alan olasılık problemleri olarak tanımlayabiliriz.
Buna göre şimdi biçimsel olarak Sürekli Olasılık Değeri tanımımızı yapabiliriz.

x( (  olmak üzere her x için

1. 0 ( f(x) ( 1 olacak biçimde bir ve bir tek OLASILIK KÜTLE YOĞUNLUĞU FONKSİYONU f(x) tanımlanmıştır. Bu fonksiyonu kısaca OLASILIK YOĞUNLUĞU FONKSİYONU (OYF) olarak da adlandıracağız.
Burada tanımladığımız f(x) fonksiyonu için, sürekli bir kümede çalışmamızdan ötürü ayrıca şu kabulü yapacağız.

f(x) fonksiyonu aynı kümede tanımlanmış türetilebilir bir F(x) fonksiyonunun türevidir. Yani:

f(x) = dF(x)/dx
Bu F(x) fonksiyonuna BİRİKİMLİ OLASILIK KÜTLE FONKSİYONU adını vereceğiz. Bu fonksiyonu kısaca OLASILIK KÜTLE FONKSİYONU (OKF) F(x) olarak da adlandıracağız.
2. 
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3. F(x) fonksiyonunun bir x noktasındaki değeri ile Rasgele Değişkenimiz X in herhangi bir noktadaki Olasılık Değeri şu bağıntı ile belirlenmiştir.

P( X( x) = F(x)
4. F(x) fonksiyonu aşağıdaki limit değerleri sağlayan sürekli ve türetilebilir bir fonksiyondur.
· 
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Yani 0( F(x) ( 1
5. Bu şartlar altında ( dan seçilebilecek ve F Olaylar Kümesinde yer alan her E(R için Olasılık Değeri:
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olarak tanımlanmıştır.

Kesikli ve Sürekli Olasılık problemlerindeki P(X) tanımının farklılığına dikkat edilmelidir.
· Kesikli Olasılık halinde P(X=x) = F(x) olarak bir x- noktasındaki Olasılık Değeri 

· Sürekli Olasılık halinde P(X(x) = F(x) olarak bir x- noktasına kadar Olasılık Değeri

tanımlanmıştır. Aşağıda bu farklılığın açıklaması yapılacaktır.
Şimdi bu tanımlarda verilen Olasılık kavramını daha iyi anlayabilmek için bazı örnek problemleri ‘bu tanımlardaki formata uyarak’ çözmeye çalışalım. 

A) SÜREKSİZ (KESİKLİ) OLASILIK DAĞILIMLARI:
Aslında B1 de incelediğimiz Basit Olasılık Problemlerinin hepsi bu sınıfa girmektedir. Yalnızca yukarıdaki tanımın formatına nasıl uyduklarını göstermek amacı ile birkaç tanesini kısaca yeniden ele alalım.
1. Yazı-Tura Oyunu:
Bu problemde ( = {Y,T} olarak hemen yazılabilir.

Burada dikkat etmemiz gereken bir nokta var. Her ne kadar bu oyunda basit bir Mümkün Olaylar Kümesi: ( = {Y,T} varsa da bundan çıkarabileceğimiz sınırsız (fakat sayılabilir) sayıda Gerçekleşen Olaylar Kümesi F vardır. Bazılarını görelim. 
1. F kümesini tanımlamak için tek parayı kaç kere (veya kaç adet parayı bir defa) attığımızı belirtmemiz gerek; varsayalım tek parayla iki atış yaptık. 
Buna göre F = {YY, YT, TY, TT} olacaktır.
Şimdi E( F ile kastettiğimiz şeyi görelim.

Basit bir E seçimi şöyle olabilir:

E1 = (YY), E2 = (YT), E3 = (TY), E4 = (TT) (  E1(E2(E3(E4  = F
Başka bir E seçimi de şöyle olabilir:
E1 = (YY veya TT), E2 = (YT veya TY) (  E1(E2 = F
Bir diğer E seçimi ise şudur:

E1 = (YY), E2 = (YT, TY, TT) (  E1(E2 = F
Kuşkusuz başka E seçimleri de yapılabilir. Bu seçimlerin ortak özelliği 
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Yani seçtiğimiz bütün E lerin birleşiminin F e eşit olmasıdır.
Bütün bu seçimlerde ortak olan bir nokta
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olmasıdır. Diğer sözlerle belli bir F için seçilebilecek bütün f(x) değerlerinin toplamı 1 olmak zorundadır.

Şimdi buna göre yukarıdaki Ei seçimlerimiz için Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu f(x) değerlerini hesaplayalım.

İlk örnek için: P(E1)  = P(E2)  =  P(E3) = P(E4)  = 1/4
İkinci örnek için: P(E1)  = P(E2) = 1/2

Üçüncü örnek için: P(E1)  = 1/4, P(E2) = 3/4

Örneği tamamlamazdan önce şu noktaya dikkat edelim. Bu problemde Rasgele Değişken X hiç kullanılmadı. Aslında bu bütün olasılık problemlerinde karşılaşacağımız bir durumdur. Yani problem çözümlerinde hemen daima Rasgele Değişken X unutulur veya kullanılmasına gereksinim duyulmaz. Sırf bir örnek olması amacı ile rasgele değişkeni bu problem için tanımlayalım.

Aynen yukarıdaki Açık/Kapalı kapı örneğinde olduğu gibi davranacağız. Aslında bu problemlerin Olasılık Problemi olarak benzerliği de açıkça ortadadır.  
Yukarıdaki A = 1, K = 0 kabulümüzü Y = 1, T = 0

olarak değiştirelim ve Olay Kümelerini bu kabul altında yazalım. 
Tek para/tek kapı hali: (1), (0), (0)…(1), (1)… (0)… 

İki para (ya da tek para iki atış)/İki kapı (ya da tek kapı iki açılış) hali: (1,1), (1,0), (0,1), (1,0)…(0,0)…(0,1)…

2. Bu defa varsayalım ki üç adet paramız var ve tek bir atış yapıyoruz. Ya da üç kapımız var ve bunlara bakarak tek bir gözlem yapıyoruz.

Sadece F kümesini tanımlayacağız ve bir tek E seçimini örnek olarak vereceğiz.

F = {YYY, YYT, YTY, YTT, TYY, TYT, TTY, TTT }
Buradan, yukarıdaki örneklere uygun olarak birçok Ei seçebiliriz. Birini örnekleyelim.

E1 =(YYY, TTT), E2 = (YYT, YTY, TYY), E3 = (YTT, TYT, TTY)

Hemen görüyoruz ki E1(E2(E3 = F
ve P(E1) 1/4, P(E2) = P(E3) = 3/8

Bu probleme ait f(x) ve F(X=x) fonksiyonlarının grafiğini çizelim.

Tek para/tek kapı hali:

Varsayalım ki x< 0 için kapı kapalı yani X=0, fakat x( 0 için kapı açık yani X=1 dir.

[image: image12]
3. Daha genel bir örnek ele alalım.

Varsayalım ki yukarıdaki para atma problemi, kapı açma problemi gibi problemleri genel olarak ele almak istiyoruz. Hemen belirtelim ki böyle ‘yalnızca iki sonuçlu ( İkişıklı’ problemlerin benzerleri çoktur. Örneğin bir topluluktan Erkek/Kadın seçmek, Bir sınavda Başarılı/Başarısız olmak, Evli/Bekâr olmak, Bir soruya Evet/Hayır cevabı vermek ve Bilgisayar Elektroniğinin iyi bilinen 0/1 ikili sistemi… gibi.
Şimdi bu iki şıktan birini a olayı diğerini b olayı olarak adlandıralım.

Şu halde ( = (a,b) olacaktır.

Buna karşılık F kümesinin oluşması için sorunun kaç kere sorulduğunu bilmemiz lazım. Varsayalım ki sorumuz n defa sorulmuştur.
Şimdi en basitinden başlayarak değişik n değerleri için Fi kümelerini bulalım.

n=1 

Bu basit hal için F1 =(a,b) olacağı açıktır.

Buradan seçebileceğimiz E altkümeleri yalnızca dört tanedir; bunları 
listeleyelim:


E1=(a), E2=(b), E3=E1(E2=(a,b), E4= E1(E2= ()( E1(E2 = F1
Bu a ve b olayları ile ilgili olasılıkları hesaplayalım. Artık olasılıkları doğrudan olaylara bağlı olarak gösterelim. Yani
P(E1) yerine doğrudan P(a) ve P(E2) yerine P(b) yazalım. 

Yaptığımız tanıma göre


P(a) + P(b) = 1


P(a) = 1- P(b) veya P(b) = 1 - P(a)


olmak zorundadır.
Burada ilk akla gelen hal P(a) = P(b) = 1/2 olmasıdır. Ancak bu bir zorunluluk değildir. Eldeki problemin karakterine göre P(a) 0 dan 1 e kadar her değeri alabilir. Bunu aşağıdaki örneklerde göreceğiz.
Şimdi inceleyeceğimiz gibi birden fazla atış yapıldığını varsaydığımız bütün haller için şu noktayı unutmamamız lazım. Her para atma ya da her kapı açma ya da daha genel olarak her olay/deneme ayrıdır ve diğerlerinden bağımsızdır. Bu olaylar arasındaki tek ortak nokta Bireysel Olasılık olarak adlandırabileceğimiz P(a) [ya da P(b)] değerinin bütün olay/denemelerde sabit kalmasıdır.

n=2
Bu hal için F2 =(aa, ab, ba, bb) olacağı açıktır.

Daha ileri gitmeden hemen şuna dikkat edelim. 
F2 = F1 F1 =(a+b)(a+b) = (a+b)2 
olduğu açıkça görülmektedir. Öyleyse doğrudan genel hale geçebiliriz.
n ( (  ve SAYILABİLİR
Bu hal için 


Fn = F1 F1… F1 = (a+b)(a+b)…(a+b) = (a+b)n
Bu sonuç bizi çok yakından tanıdığımız bir yere yani B1 de incelediğimiz İkiterimli (Binom) açınımı problemine getirdi.

Bu açınımın şöyle ifade edilebileceğini daha önce göstermiştik.
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Şimdi iki noktaya dikkat ederek olasılıkları belirleyelim.
Birincisi F1 için geçerli olan P(a) + P(b) = 1 kuralının burada da doğal olarak geçerli olması yani
P(b) = 1 - P(a)

yazabileceğimizdir.
İkinci nokta ise X(…) olasılık değişkeninin tanımıdır. Bunu da, çok basit bir biçimde, yani içinde r tane a cevabı bulunan olay ( X=r olarak yapabiliriz. Burada r, 0 ( r ( n olan keyfi bir doğal sayıdır.  Doğal olarak içinde r tane a cevabı bulunan olayda n-r tane de b cevabı bulunacaktır.

Artık X=r olayı için Olasılık formülümüzü yazabiliriz.
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Aslında bu formüldeki a veya b den birinin diğerine üstünlüğü olmadığına göre a ya da b yi birbirinden ayırmaksızın P(a) = p yazarak formülümüzü daha basit bir hale getirebiliriz.
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Temel İstatistik kaynaklarının bir çoğunda bu formülde q = 1 – p yazılır ve formül şu biçimde ifade edilir.
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Biz aşağıdaki çalışmalarımızda birinci yazılım biçimini daha çok kullanacağız.
Böylece meşhur İkiterimli (daha doğrusu İkişıklı) Olasılık Dağılımı ifadesini elde etmiş olduk. Bu ifase İkişıklı OlasılıkProblemleri için Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu (OYF) f(x=r) i belirlemektedir. Burada ayrık noktalardan oluşan Kesikli Olasılık değerlerini incelediğimiz için bu fonksiyon x- in sıfır olmadığı noktalarda o noktaya ait olasılık değerini belirtmektedir.
İkişıklı Olasılık Dağılımları için bu fonksiyona bağlı Olasılık Kütle Fonksiyonu ya da Birikimli Olasılık Fonksiyonu şöyle yazılabilir.
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Doğal olarak, r = n seçildiğinde bütün olasılıkların toplamı 1 olacaktır.
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Bu formülü daha kolay anlayabilmek için şöyle düşünebiliriz. Formüldeki n sayısı İkişıklı bir problemde kaç deneme yapıldığını r sayısı ise bu denemelerde kaç tane başarılı (bulmak istediğimiz) sonuç bulunduğunu göstermektedir. İleride bu konuyu daha ayrıntılı bir biçimde ele alacağız.

Şimdi bir kaç basit örnek yaparak formülün nasıl yorumlandığını anlamaya çalışalım.
1. Dürüst bir para her 10 atıştan 5’inde Yazı gelecektir. 1, 2 ya da 5 atış yapıldığında Yazı Gelme olayının Olasılık değerlerini hesaplayalım.

Önce verilen değerleri yorumlayalım. Paramız her on atışta beş defa Yazı geldiğine göre Yazı Gelme Olasılığı, para kaç kere atılırsa atılsın, her bir atışta p = 0,5 olacaktır.

n = 1 paranın kaç kere atıldığını yani Deneme Sayısının 1 olduğunu göstermektedir. Buna göre r  (  n, yani r=0 veya r=1 olabilir. İkisini de hesaplayalım.
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Yukarıda belirttiğimiz gibi bir deneme yaparsak yani n = 1 ise, r = 0 sıfır başarıyı yani Yazı gelmeme olasılığını, r = 1 ise bir başarıyı yani bir atıştaki Yazı gelme olasılığını gösterecektir.

Şimdi bu problem için Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu f(x) değerlerini tanımlayalım.

Açıkça görülüyor ki bu problem için:

Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu f(x):  f(x) = 0,5 tek değerini almaktadır. 
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 şartı sağlanmaktadır.
Şimdi n = 2 kabul edelim; doğal olarak r = 0, 1, 2 değerlerini alacaktır. Bunları hesaplayalım.
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Beklediğimiz gibi iki atışta (r = 0) hiç Yazı gelmeme olasılığı 0,25, iki atıştan yalnız birinde (r = 1) Yazı gelme olasılığı 0,5 ve her iki atışta da (r = 2) Yazı gelme olasılığı 0,25 olarak çıktı.

Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu f(x):  f(x) = 0,25, 0,5 değerlerini almaktadır. 
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 şartı sağlanmaktadır.

Bu defa n = 5 alalım, r = 0, 1, 2, 3, 4, 5 olacaktır. Yapalım
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2. Hileli bir para her on atışın altısında Yazı gelmektedir. Bu parayı beş defa attığımızda hiç Yazı gelmeme olasılığı nedir.



Burada p = 0,6,  n = 5 ve r = 0 olarak verilmiştir. Hesaplayalım.
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3. Bir makinada üretilen her on maldan biri bozuk çıkmaktadır. Arka arkaya beş mal ürettiğimizi düşünelim. Bunlardan 0, 1, 2, 3, 4, 5 tanesinin sağlam olma olasılığı nedir.

Makinamızın ürettiği on maldan biri bozuk çıktığına göre Sağlam Mal Üretme Olasılığımız p = 0,9 dur. Beş mal ürettiğimize göre n = 5 tir. Şimdi olasılıkları hesaplayalım.
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Bu problem için F(x) diyagramını da çizelim.


[image: image40]
Not: F(x) = 1.001 değerindeki 0.001 yuvarlatma hatasıdır. Bu değer, kuşkusuz, tam 1,0 olmalıdır.
Şimdi biraz da daha farklı problemlerle ilgilenelim.

4. Aşağıdaki f(x) fonksiyonlarından hareketle F(x) fonksiyonlarını bulunuz ve f(x) in bir Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu olup olmadığını kontrol ediniz.
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Görüyoruz ki 0 ( f(x) ( 1 koşulu sağlanıyor. 
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Görüldüğü gibi F(x) bir Olasılık Kütle Fonksiyonu olabilir. F(x) in değerleri aşağıdaki gibi değişecektir.
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İlginç bir örnek. Sonsuz terimli özel bir seri kullanılmış. Hemen e sayısının bir tanımını hatırlayalım.
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Buna göre Olasılık Kütle Fonksiyonu
[image: image46.wmf]:
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Açıkça görülüyor ki F(x( ( ) ( e/e =1

· 
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· Hileli bir zar her altı atıştan ikisinde 6 gelmektedir. Diğer yüzlerin eşıt dağıldığı gözlenmiştir. Bu zar için Olasılık Yoğunluk ve Olasılık Kütle Fonksiyonlarını yazınız.
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Olasılık Kütle Fonksiyonunu r = n toplamı için yazalım.
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B) SÜREKLİ OLASILIK DAĞILIMLARI:
Sürekli Olasılık problemlerinde en önemli nokta Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu f(x) in tanımlanmasıdır. Bir defa bu yapıldı mı artık

f(x) = dF(x)/dx

P( X( x) = F(x)


[image: image52.wmf]ò

ò

Î

Î

=

=

Î

E

x

E

x

x

dF

dx

x

f

E

X

P

)

(

)

(

)

(


bağıntılarını kullanarak Olasılık değerlerini hesaplayabiliriz. Tabii f(x) in tanımını yaparken 
· 
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Yani 0( F(x) ( 1

şartlarının sağlandığını da gözetmemiz gerekmektedir.

Bu ifadeleri alıştığımız biçimde yeniden yazalım.
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Basit bir örnek yapalım.

Varsayalım ki
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olarak seçilmiştir.

Buna göre Olasılık Kütle Fonksiyonu F(x) hemen şu biçimde hesaplanabilir.
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Bu iki fonksiyonu bir grafik halinde gösterelim.


[image: image58]
Acaba bulduğumuz bu F(x) fonksiyonu bir Birikimli Olasılık Fonksiyonu mudur? Hemen kontrollerimizi yapalım.

Açıkça görülüyor ki 

· 
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şartları sağlanmaktadır. Ayrıca  
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olduğu da açıktır. O halde seçtiğimiz f(x) bir Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu (OYK) dur ve bu f(x) kullanarak hesapladığımız F(x) de bir Birikimli Olasılık Fonksiyonu (OKK) olmaktadır.

Şimdi bazı olasılıkları hesaplamaya çalışalım.

· Bir x noktasındaki olasılık değeri:

Tanım gereği bir x noktasındaki olasılık değeri:
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olarak elde edilecektir.

Bu sonuç ilk bakışta şaşırtıcı görünebilir. Bunu anlamak için şöyle düşünelim. En başta ele aldığımız kapının açık olma halini düşünelim. Oradaki gibi kapının 0 ile 180 derece arasındaki bir açıda, örneğin 35 derece, açık olma olasılığını düşünelim. Diyelim ki kapımız 30 ile 40 derece arasında bir arada açıktır. Kuşkusuz kapımızın 30 ile 40 derece arasında açık olması olasılığı 0 ile 180 derece arasında açık olması olasılığından daha küçüktür. Benzer biçimde kapımızın 34 derece ile 36 derece arasında açık olma olasılığı 30 ile 40 derece arasında açık olması olasılığından küçük olacaktır. Bu düşünceyi 34,9 derece ile 35,1 derece arasındaki açık olma olasılığı için de tekrarlayabiliriz, kuşkusuz bu daha da küçük olacaktır. Görüldüğü gibi yukarıdan ve aşağıdan 35 dereceye yaklaştıkça kapının açık olma olasılığı küçülmekte yani sıfıra yaklaşmaktadır.
Böylece Sürekli ve Kesikli Olasılık Dağılımları arasındaki en önemli farkı göstermiş olduk.

Kesikli Olasılık halinde bir noktadaki olasılık değeri sıfır veya sıfırdan büyük bir sayı olabilirken Sürekli Olasılık halinde bir noktadaki olasılık değeri her zaman sıfırdır.

· Bir a ( x ( b aralığındaki olasılık değerini hesaplayalım.
Örneğin 0,5 ( x ( 1 aralığındaki P(X=x, 0,5 ( x ( 1) değerini hesaplayalım.

Tanıma göre hesaplayacağımız değer şudur.
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Başka iki nokta seçelim.

Örneğin 0,5 ( x ( 2 aralığındaki P(X=x, 0,5 ( x ( 2) değerini hesaplayalım.
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İlk bakışta bu sonuç da şaşırtıcı gelebilir. Açıklamazdan önce bir başka örnek seçelim.

Örneğin 0,25 ( x ( 2 aralığındaki P(X=x, 0,25 ( x ( 2) değerini hesaplayalım.
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Bir örnek de negatif x- ler için yapalım.
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Bu örneklerin hepsini birden değerlendirdiğimizde, Genel Matematikten de çok iyi bildiğimiz gibi F(X), değerinin ‘f(x) eğrisi ile x- ekseni arasında kalan alanı’ belirlediğini görüyoruz.

Bu nedenle F(X) in değerinin belirlenmesi için bir aralık belirlenmesi gerekiyor ve ayrıca bir tek x noktasında F(X=x) = 0 değeri elde ediliyor.
· Yukarıdaki bu çok basit örnekte dikkat etmemiz gereken çok önemli bir nokta var. Gerek f(x) ve gerekse F(X=x) x- in -( dan +(  a kadar uzanan bütün Gerçel sayıları kapsayan değerleri için yapılmış. Ama bu sonsuz aralıktaki iki nokta özellik taşıyor. x=0 ve x=1 noktalarında hem f(x) ve hem de F(X=x) fonksiyonları süreksizliğe sahip; ancak her iki noktada da bu fonksiyonların sonlu limitleri mevcut. Böyle sonlu sayıda noktada (örneğimizde iki) süreksiz fakat limitli fonksiyonlara Parçalı Sürekli fonksiyonlar denildiğini biliyoruz. Örneğimiz bize şunu göstermiş oluyor. Gerek Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu f(x) ve gerekse de Olasılık Kütle Fonksiyonu F(x), Parçalı Sürekli fonksiyonlar olabilirler. Kuşkusuz bu fonksiyonlar hiçbir noktada süreksizlik göstermeyebilirler ve dolayısıyla her noktada sürekli de olabilirler.
· Aslında yukarıda ele aldığımız örnek iyi bilinen ÜNİFORM DAĞILIM FONKSİYONU nun basitleştirilmiş bir biçimidir. İleride bu Dağılım Fonksiyonunu ayrıntılı bir şekilde inceleyeceğiz.
· Şimdi Üniform Dağılım Fonksiyonu nun genel tanımın kullanarak basit bir problem çözelim.

Bu dağılımın genel biçimi şöyledir.
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Buradaki a ve b sayıları herhangi gerçel sayılardır.

Şimdi başlangıçtaki Kapı Açılma problemine dönelim ve 0 ile 180 derece arasında açıldığını kabul ettiğimiz kapımızın, örneğin, herhangi bir x ile x+ (x aralığında açılması olasılığını hesaplamaya çalışalım.

Kolayca görüyoruz ki bu problem için 

a = 0 ( x ( a için kapı kapalı

b = 180 ( b ( 180 için kapı tam açık

olmaktadır. Bu iki değer arasında kalan x değerleri için ise F(X=x) değeri yukarıdan hemen şu şekilde elde edilmektedir.
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İlginç bir sonuç bulduk. Birikimli Üniform Dağılım Fonksiyonu, a ile b arasında kalan aralığın içinde yalnızca ‘iç aralık değeri olan (x’ bağlı fakat x- e bağlı değil. Zaten bu Dağılım Fonksiyonunun adı da bundan kaynaklanıyor.
Şimdi problemimize dönelim ve soralım ‘Kapımızın 70 derece ile 80 derece arasındaki bir açıklıkta kalması olasılığı nedir?’

Cevap hemen görülüyor.
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Yukarıdaki problemde (x = 5 derece seçseydik sonuç şöyle olacaktı.
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Yukarıdaki basit problemde ‘Açık Kapının’ nasıl açıldığını tartışmaksızın bu açılmanın ‘Üniform Olasılık Dağılımı’ na uygun bir biçimde gerçekleştiğini kabul ettik.
Aslında bunu yapmamız için elimizde hiçbir neden yoktu. Başka bir ‘Sürekli Olasılık Dağılımı’ biçimi de seçilebilirdi.

Peki, başka ‘Sürekli Olasılık Dağılımı’ biçimleri var mı? Elbette var; hem de sınırsız sayıda.

Yukarıdaki örnekte kullandığımız ‘Üniform Olasılık Dağılımı’ iyi bilinen (pek çok uygulamada kullanılan) bir dağılım biçimi idi. Şimdi aynı problemi kendimizin kuracağımız başka basit bir Olasılık Dağılımı kabul ederek çözmeye çalışalım.

Varsayalım ki bu yeni Olasılık Dağılımı şöyle verilmiştir.

Başından beri kabul ettiğimiz gibi Kapı açıksa X = 1, kapalı ise X = 0 olsun.
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  İlginç bir kabul yaptık. Bunu grafik çizerek gösterelim.

[image: image74]
Bu yeni Olasılık Dağılımımıza göre F(x) in iki değeri vardır. Yani kapı ya açıktır ya da kapalı. Diğer sözlerle yeni bulduğumuz Olasılık Dağılımı Süreksiz ya da Kesikli bir Olasılık Dağılımıdır. Aslında bu yeni örnek ‘Üniform Olasılık Dağılımı’ ndan, b ( 0 ve a ( 0 yazılarak hemen elde edilebilir. Yani ‘Üniform Olasılık Dağılımı’ nın bir limitidir. 
Başka Olasılık Dağılımları da düşünebiliriz.
1. Varsayalım ki yeni Olasılık Dağılımımız şöyle verilmiştir.
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Grafik çizerek sonucu görelim.
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Yine ilginç bir sonuç bulduk.
· x < 1 olduğu müddetçe P(X, x<1) = F(x) = 0 Yani kapı kapalı.

· x = 1 olduğunda P(X, x=1) = F(x) = 0 Yani kapı yine kapalı.
· x > 1 olduğunda P(X, x>1) = F(x) = 1 – 1/x2 > 0 Yani kapı açık.

· x ( ( olduğunda P(X, x(( ) = F(x) ( 1 Yani kapı tam açık.

Kapının açık olması ile ilgili bu Olasılık Dağılımı kabulümüzün yukarıdakilerden farklı olduğu hemen görülüyor.
Sürekli Olasılık Dağılımlarını ve bunların özelliklerini aşağıda ayrıntılı olarak inceleyeceğiz. Ancak yukarıda verilen bilgi ışığında dikkat etmemiz gereken bir noktaya işaret ederek bu konuyu, şimdilik, sonlandıralım.

F(X=x) değeri belirli ve tek bir sayıdır. Çünkü tanım gereği bir belirli entegral işlemi ile elde edilmektedir. Yani, eğer entegral mevcutsa,
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tanımından hesaplanmış bir sayıdır. Yukarıdaki örneklerde de görüldüğü gibi herhangi iki a ve b noktaları arasında bu büyüklüğü her zaman
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olarak yazabilir ve tek bir sayı olarak hesaplayabiliriz.

Ancak olasılık değeri P(X) değerine gelince biraz dikkatli olmamız gerekiyor. İlk formüldeki P(X) değeri x- in entegral sınırları arasında kalan bütün bölge için geçerli; yani

P(X=t, -(  (  t (  x) =F(x)

biçiminde ifade ettiğimiz P(X) değeri, örneğin x = 5 ise, t = -5, t = 0, t = 1 ve benzeri t( 5 değerlerinin hepsi için aynıdır. Benzer biçimde ikinci formüldeki P(X) değeri de
P(X=t, a (   t (  b) =F(x)

a (  t ( b değerlerinin tümü için geçerlidir.

Diğer sözlerle Sürekli Olasılık Problemlerinde sınırsız sayıda nokta (ya da sayı) içeren sonlu ya da sonsuz büyüklükteki bir kümeye bir ve bir tek Gerçel Sayı tekabül ettirilmektedir.

Bir örnek daha yapalım.

2. Varsayalım ki yeni olasılık dağılımımız şöyledir.
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  (  
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Sonucu bir grafiğe taşıyalım.
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C) KARMA OLASILIK DAĞILIMLARI:
Yukarıdaki incelememizde Olasılık Dağılım Fonksiyonlarının  -(<x<(  aralığının tümünde ya kesikli ya da sürekli olduğunu düşündük. Kuşkusuz bu bir gereklilik değil. Bir Olasılık Dağılım Fonksiyonu x Gerçel Sayılar aralığının belli bölümlerinde kesikli fakat başka bölümlerinde sürekli olabilir. Yeter ki Gerçel Sayılar Aralığının tümü göz önüne alındığında, başlangıçta yazdığımız KOLMOGOROV OLASILIK AKSİYOMLARI na uysun.

Hemen basit bir örnek yapalım.

1. 
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Grafik çizelim.
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Hemen görüyoruz ki x = 0 noktasında f(x) fonksiyonu bir süreksizliğe sahiptir fakat bir sıçrama yapmamıştır; buna karşılık x = 1 noktasında f(x) fonksiyonunun değeri 2 den 1 e sıçrama yaparak azalmıştır. Bu iki noktanın dışında f(x) sürekli değişmektedir.
Aslında benzer özelliği bir önceki örnekte de gözlemleyebiliriz.
SAYISAL BEKLENTİLER:
Bu paragrafta İstatistik Biliminin en temel ve en ilginç kavramlarından bazılarını ele alacağız.

Önce bir örnek alıştırma yapalım. Bu amaçla dürüst zar problemini ele alalım. Bu problemle ilgili f(x) ve F(x) diyagramlarını çizelim.


	x
	f(x)
	F(x)

	1
	0,166667
	0,166667

	2
	0,166667
	0,333333

	3
	0,166667
	0,5

	4
	0,166667
	0,666667

	5
	0,166667
	0,833333

	6
	0,166667
	1
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Yukarıda da belirtildiği gibi 
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  oluyor. Bu, zaten tanımın gerektirdiği bir sonuç.

Şimdi değişik bir işlem yapalım.
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İlginç bir sonuç elde ettik. Bulduğumuz değer aslında 1 den 6 ya kadar sayıların ortalaması. Ama tanımımıza göre x- ler bizim rasgele değişkenimize verdiğimiz değerleri belirliyordu. Öyleyse yukarıdaki işlem rasgele değişkenimizin Ortalama Değerini bulmamızı sağladı. Ayrıca hemen görüyoruz ki bulduğumuz değer bu dağılım için Ortanca yani (3+4)/2=3.5 değerine de eşit.
Şimdi f(x) için başka bir tanım yapalım ve aynı işlemi uygulayalım. Varsayalım ki elimizdeki zar hilelidir ve her iki atıştan birinde 1 gelmektedir, diğer yüzeylerin olasılıkları ise birbirine eşittir. Buna göre 6 atıştan üçünde 1 gelecek, diğer 3 atışta ise geri kalan beş değerden biri elde edilecektir. Buna göre f(x) aşağıdaki biçimi alacaktır.
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Bu defa bulduğumuz sayının {1,2,...,6} sayılarının aritmetik ortalaması olmadığını hemen görüyoruz. Ancak şunu da görüyoruz. Bu değer, (1/2), (1/10) ağırlıklarının uygun biçimde kullanılnası ile elde edilmiş özel bir Ağırlıklı Ortalama dır.

Aslında her iki örnekte de bulduğumuz bu 3,5 ve 2,5 değerleri aslında, kuşkusuz, hiçbir zar atışında gelebilecek değerler değildir; çünkü 2,5 ya da 3,5 değerli bir zar yüzeyi yoktur.
Bulduğumuz büyüklüğün anlamını daha açık hale getirmek için başka bir örnek daha seçelim.

Varsayalım ki bir imalatçının ürettiği 100 üründen 5 tanesi arızalı çıkmakta ve her biri 10TL lik zarara neden olmaktadır. Üreticimiz geri kalan 95 sağlam ürünün her birinden 5 TL kâr elde etmektedir. Şimdi iki hal düşünelim.

· Üreticimiz 10 birim üretmiştir.

· Üreticimiz 1000 birim üretmiştir.

İlk şık büyük bir belirsizlik içeriyor. Çünkü üretilen 10 üründen kaçının arızalı olacağı baştan bilinemez; buna karşılık ikinci halde arızalı ürün sayısının 50 kadar olacağını tahmin edebiliriz. Diğer sözlerle üretim miktarı arttıkça her yüz üründen beşinin arızalı olacağına dair ‘beklenti’ miz doğruya yaklaşacaktır.

Şimi üreticimizin kâr/zarar hesabını yapalım.

0,05(-10)+0,95(5) = 4,25

Açıktır ki bu üretici bir tek veya bir kaç ürün üreterek bu ürünlerin her birinden 4,25 TL kâr etmeyi planlayamaz. Buna karşılık çok sayıda (binlerce, milyonlarca) ürün halinde artık her bir üründen 4,25 TL kâr ‘beklemesi’ mantıklıdır. Yani elde ettiğimiz bu 4,25 değeri –belki de hiç gerçekleşemiyecek olan fakat-  gerçekleşmesi ‘beklenen’ bir değerdir.

Böylece yukarıda tanımladığımız özel Ağırlıklı Ortalama işlemine bir anlam kazandırmış olduk.

Bu büyüklüğü BEKLENEN DEĞER ya da İSTATİSTİK ORTALAMA terimleri ile adlandıracağız.
Şimdi yukarıdaki işlemimizi genelleştirerek yeni tanımlar yapalım.
Tanım 1. 
Varsayalım ki X bir süreksiz rasgele değişkendir ve xi = x1, x2…xn… olası değerlerini simgelemektedir; ayrıca bu xi değerlerine karşılık gelen Olasılık Yoğunluğu Fonksiyonu  değerleri de fi olarak verilmiştir.
Bu şartlar altında
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sonsuz terimli toplamı sonlu bir değere yakınsıyorsa, böylece tanımladığımız E(X) büyüklüğüne X in BEKLENEN DEĞERİ ya da İSTATİSTİK ORTALAMASI adı verilir.

Dikkat edilirse bu işlem yukarıdaki zar atma oyununda yaptığımız işlemin n(( limiti için genişletilmiş halidir.

Şimdi bu tanımı biraz daha genişletelim.

Tanım 2.
Varsayalım ki X(x) bir sürekli rasgele değişkendir ve f(x) Olasılık Kütle Yoğunluğu Fonksiyonu na sahiptir.

Bu şartlar altında
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sonsuz limitlere sahip entegrali sonlu bir sayıya yakınsıyorsa, böylece tanımladığımız E(X) büyüklüğüne X in BEKLENEN DEĞERİ ya da İSTATİSTİK ORTALAMASI adı verilir.

İster süreksiz isterse de sürekli olasılık dağılımı halinde elde ettiğimiz bu Ortalama Değeri bundan böyle ( harfi ile göstereceğiz.

Şimdi bir an için basit fizik bilgilerimizi hatırlayalım ve yukarıda yaptığımız işlemi gözden geçirelim. Esas itibarı ile bu işlem ‘x.f’ tir; yani istersek bunu basit fizikte çok kullandığımız ‘Mesafe(x).kuvvet(f)’ işlemine benzetebiliriz. Bu benzetme nedeni ile yukarıdaki tanımlarda verilen ve birazdan aşağıda tanımlayacağımız işlemlere çok defa İstatistik Momentler adı verilmektedir.
Yukarıdaki düşünce tarzımızı biraz daha genel hale getirebiliriz ve yeni bazı tanımlar oluşturabiliriz.

İlk sorumuz şu olacak. Yukarıda rasgele değişken X i kullanarak yaptığımız ‘moment üretme’ işlemini acaba X in herhangi bir h(X) fonksiyonunu kullanarak yapabilir miyiz?

Bu sorunun cevabı aşağıdaki tanımlarda verilmiştir.

Tanım 3.
Varsayalım ki X bir süreksiz rasgele değişkendir ve xi = x1, x2…xn… olası değerlerini simgelemektedir ve h(X) x in herhangi bir fonksiyonudur; ayrıca bu xi değerlerine karşılık gelen Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu değerleri de fi olarak verilmiştir.

Bu şartlar altında
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sonsuz terimli toplamı sonlu bir değere yakınsıyorsa, böylece tanımladığımız E[h(X)] büyüklüğüne h(X) ile ilgili Sayısal Beklenti adı verilir.

Tanım 4.
Varsayalım ki X(x) bir sürekli rasgele değişkendir ve f(x) Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu na sahiptir; ayrıca h(X) X in herhangi bir fonksiyonudur.

Bu şartlar altında
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sonsuz limitlere sahip entegrali sonlu bir sayıya yakınsıyorsa, böylece tanımladığımız E(X) büyüklüğüne h(X) ile ilgili Sayısal Beklenti adı verilir.

Bu tanımlardaki h(x) fonksiyonu, daha önce incelediğimiz Ağırlıklı Ortalama düşüncesinin genelleştirilmiş bir biçimini ortaya çıkardığı için, çok defa Ağırlık Fonksiyonu olarak adlandırılır.
Bu iki tanımda da dikkat etmemiz gereken bir nokta var. h(X) için kullandığımız Olasılık Dağılımı f(x) aslında X(x) rasgele değişkenine ait. Halbuki h(X) in kendisine ait bir Olasılık Dağılımı olabilir.
Diğer sözlerle Y(x) = h(x) rasgele değişkeni, örneğin, bir g(x) Olasılık Fonksiyonu na sahipse
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  veya        
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değerleri acaba yukarıda tanımladığımız E[h(X)] değerleri ile aynı mıdır?

Bu sorunun cevabını ileride vereceğiz. Şimdilik tanımlardaki kurallara bağlı kalmaya devam edelim.

Şimdi birkaç örnek problem çözelim.
1. Basit bir örnek olan Yazı/Tura oyunu ile başlayalım. Ancak iki ayrı fakat özdeş paranın aynı anda atıldığını varsayalım ve bunların Rasgele Değişkenlerini X(x=0,1) ve Y(y=1,-1) olarak belirleyelim.
Paraların özdeş ve dürüst olduğunu söyledik; öyleyse her iki para için de Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu  fi:  f1 = f2 = 1/2 biçiminde olacaktır.

İlk olarak en basit Sayısal Beklenti olan Ortalama Değerlerini hesaplayalım.
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Doğal olarak iki farklı sonuç elde ettik ve bunların ikisi de kendi ön kabullerine bağlı olarak doğru.

İkinci örnek özellikle ilginç çünkü olumlu ve olumsuz kabul edilebilecek olasılıkların karşılaştırmasını yapmamıza yarıyor. Örneğin para karşılığı Yazı/Tura oynanıyorsa dürüst para halinde kayıp/kazanç olasılığının eşit olduğunu ifade ediyor. Aslında birinci örnek de benzer biçimde yorumlanabilir. Örneğin varsayalım ki Yazı gelince kimse para almayacak ama Tura gelirse parayı atan 1 birim para alacak. Bu ön koşullarda para atanın kazanma olasılığı 1/2 > 0 oluyor ve parayı atan açık bir şekilde kazançlı hale geliyor.
Şimdi h(X) =X2 (ve h(Y) = Y2) seçelim ve bunlara uygun Sayısal Beklenti değerlerini hesaplayalım.
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Bu sonuçların yorumunu biraz aşağıda yapacağız.

2. Yukarıdaki basit problemi azıcık değiştirerek bu defa paranın dürüst olmadığını ve her 100 atıştan 64 ünde Yazı geldiğini varsayalım ve kabul edelim ki parayı atan bunu bilmektedir. Bunu bildiği için de ‘1 birim para koyarak Turayı bilene’ 2 birim para ödemeyi düşünmektedir. Acaba akıllıca davranmakta mıdır?

Parayı atan açısından konulan para +1 ödediği para -2 değerdedir. Yani bu özel problem için X(x=+1,-2) olmaktadır. Olasılıklara gelince bunlar f1 = 0,64 ve f2 = 0,46 (=1–0,64) ve olarak verilmiştir. Buna göre sonucu hemen bulalım.
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Şöyle özetleyelim. Parayı atan %64 olasılıkla 1 birim kazanacak fakat %46 olasılıkla 2 birim kaybedecektir. Açıkça görülüyor ki kazanma olasılığı -0,28<0 dir. Yani akıllıca davranmamaktadır. Daha açık olması için şöyle düşünelim. Para tam 100 defa atılmıştır ve 64 defa Yazı gelmiş ve parayı atan 64 birim kazanmıştır; 46 defa da Tura gelmiş ve 92 birim ödemiştir. Toplam: -92+64 = -28 birim zarardır.
3. 
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Tanımları uygulayalım.
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4. Bu defa bir Sürekli Olasılık Dağılımı için Sayısal Beklenti hesabı yapalım.

Varsayalım ki 
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 olarak verilmiştir.
Böyle bir Sürekli Olasılık Dağılımı halinde aksi belirtilmedikçe X rasgele değişkeni için X(-( < x < ( ) tanımını kullanmak zorundayız. Buna göre Sayısal Beklentiler:
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BAZI ÖZEL SAYISAL BEKLENTİLER:
Görüldüğü gibi h(X) in her yeni seçimi bize değişik bir Sayısal Beklenti sağlayabiliyor. Ancak yukarıdaki çalışmamızdan da tahmin edilebileceği gibi bazı özel anlamlı ve dolayısıyla çok tercih edilen Sayısal Beklenti biçimleri var. Şimdi bunlardan bazılarını kısaca inceleyelim,

İSTATİSTİK Ortalama (BEKLENEN DEĞER):
Bu büyüklüğü, gerek kesikli ve gerekse sürekli olasılık problemleri halinde, yukarıda tanımlamıştık. Bütünlük açısından yukarıdaki tanımları burada da kısaca tekrarlayalım ve bu büyüklükleri ( ile gösterelim.
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Böylece tanımladığımız İstatistik Ortalama ile ilgili olarak aşağıdaki temel özellikleri hemen yazabiliriz.

1. Sabit bir c sayısının Sayısal Beklenti Değeri kendisine eşittir.


Sabit bir sayı yani X = c için ( f =( f = 1 olmak zorundadır. Dolayısıyla E[c] = c dir.

2. E[X + c] = E[X] + E[c] = E[X] + c

3. E[cX] =cE[X] 

Yukarıdaki basit bağıntıların tümü entegrasyon işleminin özelliklerinden kaynaklanmaktadır.

Değişkenlik (Varyans):
Bu büyüklüğü de daha önceki çalışmalarımızda tanımlamıştık. Burada başka bir notasyon kullanarak yeniden tanımlayacağız. Aşağıda görüldüğü gibi bazı hallerde bu büyüklüğü V(X) simgesi ile göstereceğiz.
Kesikli (Süreksiz) Olasılık problemleri için:
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  (Anakütle)
Sürekli Olasılık problemleri için:
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Kesikli Olasılık halinde bu tanımı aşağıdaki gibi basitleştirebiliriz.
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 olduğunu hatırlayarak.
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Sonsuz terimli seri veya entegrasyon içeren hallerde yakınsama problemi dolayısıyla yukarıdaki basitleştirme çoğu zaman kullanılamaz.
Ancak bizim bu kitapta inceleyeceğimiz, Kesikli veya Sürekli, bütün Olasılık Dağılımlarının toplamda veya integrasyonda belirli ve sonlu ( , (  değerlerine sahip olacağını kabıl edeceğiz.
Dolayısı ile aşağıdaki gibi yeniden ifade edeceğimiz yukarıdaki bağıntılar bu kitap içinde, aksi belirtilmedikçe, hem Kesikli ve hem de Sürekli Olasılık Dağılımları için her zaman geçerli olacaktır.
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Değişkenlik (Varyans) için aşağıdaki iki özelliği hemen yazabiliriz.
1. 
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Bu bağıntı şunu ifade ediyor.
 ‘Bir Olasılık Dağılımının bütün terimlerine aynı c sabiti eklenirse Değişkenlik (Varyans) değişmez.’
Bu bağıntıda görülrn (0, elimizdeki Olasılık Dağılımının ‘bütün terimlerine c sabiti eklendikten sonraki’ ( değeridir. Yukarıdaki İstatistik Ortalama Özelliklerinden ikincisini hatırlayalım.

(0 = E[X + c] = E[X] + c = ( + c

Bunu sol tarafta yerine koyduğumuzda verilen bağıntının doğruluğu hemen görülüyor.
2. 
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Yukarıdakine benzer bir yolla kolayca ispatlanabilen bu bağıntı ise şunu ifade ediyor.
‘Bütün terimleri aynı a sabiti ile çarpılan bir Olasılık Dağılımının Değişkenliği (Varyansı) a2 ile çarpılmış kadar büyür.’ 

Yeni bazı örnek problemler çözelim.

ARİTMETİK ORTALAMA – İSTATİSTİK ORTALAMA
Bu kitabın ilk bölümünü oluşturan İstatistik Açıklama’da öğrenci sınav notları, hava sıcaklığı veya kişilerin kazandığı para miktarları konusunda bazı örnekler vermiş ve bu değerleri kullanan Ortalama tanımları yapmıştık. Hatırlanacağı gibi ölçülmüş ve kaydedilmiş bir sayılar tablosunu daha iyi anlamak için Aritmetik Ortalama kavramını ve bu büyüklük için ( simgesini kullanmıştık.
Yukarıda ise İstatistik Ortalama ya da Beklenen Değer adı altında yeni bir büyüklük tanımladık ve bu tanımda Ağırlıklı Aritmetik Ortalama kavramını kullandık; üstelik bu büyüklüğü de ( ile simgeledik.

Aynı simge ile gösterdiğimiz bu iki büyüklük arasındaki ilişkiyi biraz daha yakından incelememiz gerekli. Göreceğiz ki bu inceleme bizim İstatistik Bilimi’nin bazı temel sorunlarını da anlamamıza yardımcı olacak.
Şimdi aynı İstatistik Açıklama bölümünde yaptığımız gibi, örneğin, beş öğrencinin gerçekleşmiş herhangi bir sınavda aşağıdaki notları aldığını varsayalım.

	1
	2
	3
	4
	5

	40
	75
	30
	80
	60


Daha ileri gitmeden önce iki noktaya dikkat etmemiz gerekli.

Öncelikle sadece beş sayısal değerle gerçekçi bir İstatistik çalışması yapmak pek mümkün değil. Ancak anlatmak istediğimiz temel kavramları, makul uzunluktaki bir metinle, açıklamak için bu sayı yeterli.
İkinci olarak da şunu söylemeliyiz. Biz bu sayısal değerleri öğrenci sınav notları olarak aldık. Ancak benzer (ya da) farklı rakamlar kullanılarak bu örnek İstatistik İnceleme yapılan her konudan alınmış olabilir. Hemen akla gelebilen bazı örnekleri sıralayalım.

· Beş hastanın inçHg cinsinden ölçülmüş sistolik basıncı (büyük tansiyonu). Alıştığımız değerler cinsinden, örneğin, 40 inçHg ( 102 mmHg.

· Beş  coğrafi bölgenin 0C cinsinden ölçülmüş ve kaydedilmiş maksimum sıcaklıkları.
· Beş çalışanın gündelik, TL cinsinden, ödenmiş ve kaydedilmiş kazanç değerleri.

Örnekleri istediğimiz kadar çoğaltabileceğimiz açıktır. Bu örneklerdeki ortak nokta tabloda verilen beş değerin de ölçülmüş ve kaydedilmiş yani diğer sözlerle gerçekleşmiş olmasıdır.

Hemen soralım. Gerçekleşmiş bir olayın gerçekleşme olasılığı nedir? Kuşkusuz ki bu değer 1 dir. O halde tabloda verilen notların tümü için Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu f(i):

f(i = 1, 2,...,5) = 1
değerini almak zorundadır.

Buna göre, gerçekleşmiş değerlerden oluşan bu tablo için İstatistik Ortalama tanımında kullandığımız bütün f(i) değerleri 1 e eşit olacağından yani:
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yazılabileceğinden gerçekleşmiş değerler üzerinde İstatistik çalışmalar yaptığımızda Ortalama ya da İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) kavramları özdeş hale gelmektedir.

Bu değeri hesaplayalım.
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Çalışmamıza devam edelim. İstatistik Bilimi’ nin görevi yalnızca gerçekleşmiş olayları açıklamaktan ibaret değil; belki de çok daha ilginç ve önemli bir görevi daha var. Gelecekte bu olayların gerçekleşme olasılığı’ nı saptamak. Bunu yaparken kullanacağımız veriler elbette ki gerçekleşmiş ve kaydedilmiş veriler olacaktır.
Yeniden örneğimize dönersek bu beş öğrencinin bildiğimiz tek gerçekleşmiş veri olan bu sınav notlarına bakarak acaba – aynı şartlardaki - bir sonraki sınavda hangi notları alacağını bilebilir miyiz? Kuşkusuz hayır; elimizdeki bilgi kesinlikle yetersiz!

Düşüncemizi bir adım daha ileri götürelim ve varsayalım ki bu beş öğrenci bir yıl boyunca aynı dersten aynı ağırlıktaki sorularla on sınav geçirmiştir.
İlk adım olarak bu beş öğrencinin tek tek durumlarını değil fakat beş öğrencilik sınıfın içindeki notların dağılımının olasılığını yani f(i) değerlerini arıyalım. Bu amaçla önceki on sınavın notlarını bir sınıflandırmaya tabi tutmalıyız. Varsayalım ki bunu yaptık ve on sınav sonucunda 22 öğrenciye 40 ya da daha düşük notlar verildiğini belirledik. Diğer notları da saydık ve elimizde şöyle bir tablo oluştu.

	xi
	0 – 20

(10)
	21 – 40

(30)
	41 – 60

(50)
	61 – 80

(70)
	81 – 100

(90)

	
	8
	14
	18
	8
	2



	f(xi)
	0,16
	0,28
	0,36
	0,16
	0,04


Beş öğrenciye on sınav uygulandığına göre elimizde 50 not var ve bunlar yukarıdaki gibi sınıflanmış. Gerçekleşmiş sınav sayısı olan 10 sayısı İstatistik Çalışmaları için küçük bir sayı olsa da gelecekte gerçekleşecek onbirinci sınavdaki notların yukarıdakine benzer biçimde dağılacağını düşünebiliriz. Yanı en alt satırda verilen ve gerçekleşmiş yüzdeleri belirleyen sayıların onbirinci sınavda da gerçekleşebileceğini, diğer sözlerle, bunların not dağılımı için Olasılık Yoğunluk Fonksiynu f(xi) değerleri olduğunu kabul edebiliriz.

Artık bu sınıf için İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) büyüklüğünü hesaplayabiliriz.
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Şimdi öğrenciler açısından konuyu ele alalım. Örneğin birinci öğrencinin bu on sınav sonucunda altı defa 40 ya da benzeri notlar aldığı görülmüş ve kaydedilmiştir. Artık bu öğrencinin 11. nci sınavda da 6/10 veya 0,6 olasılıkla 40 ya da yakını bir not alacağını düşünmek tümüyle mantıksız değildir. Ancak daha iyi bir tahmin bu öğrencinin eldeki bütün sınav sonuçlarını kullanarak elde edilecektir. Varsayalım ki bu öğrencinin, bu on sınavdaki, notlarının dağılımı g(xi) ile gösterilsin ve şöyle sınıflanmış olsun. 
	xi
	0 – 20

(10)
	21 – 40

(30)
	41 – 60

(50)
	61 – 80

(70)
	81 – 100

(90)

	
	2
	6
	1
	1
	0



	g(xi)
	0,2
	0,6
	0,1
	0,1
	0


İstatistik çalışmalar için on sonucun yetersiz olacağını br daha belirterek bu öğrencinin onbirinci sınavdaki not beklentisini yani İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) büyüklüğünü hesaplayalım.
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Kuşkusuz aynı konuda ve birbirine yakın ağırlıkta on sınav sonucuna dayanarak yaptığımız bu onbirinci sınav sonucu tahmini aynen gerçekleşmeyebilir ve öğrenci onbirinci sınavda bu Beklenen Değerden çok farklı bir not alabilir. 

Buna karşılık elimizdeki verileri kullanarak yapabileceğimiz en iyi tahminlerden birinin de yukarıdaki değer olduğu bir gerçektir.

Eğer mümkün olsaydı da bu bir öğrenci için on yerine birbirine yakın aralıklarla ve yakın ağırliklı sorularla yapılmış 100 ya da 1000 sınav sonucu olsaydı 101. nci veya 1001. nci sınav sonucunun, o şartlarda hesaplayacağımız, İstatistik Ortalama (Beklenen Değer) büyüklüğüne çok daha yakın olabileceğini düşünebilirdik.

Böylece İstatistik Bilimi’nin temel kavramlarından biri olan Büyük Sayılar Kuramı hakkında basit bir örnek yapmış olduk.

Aynı incelemeyi Değişkenlik (Varyans) için de yapabiliriz. Verilen gerçekleşmiş (fk = 1)  değerleri kullanarak Değişkenlik değerini bulalım.
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	k
	x(k)
	(-x
	((-x)2

	1
	40
	-17
	289

	2
	75
	18
	324

	3
	30
	-27
	729

	4
	80
	23
	529

	5
	60
	3
	9

	
	285
	
	1880

	
	(=57
	
	(2=  376


Şimdi de sınıfın not dağılımı için onbirinci sınavda gerçekleşeceğini dişündüğümüz Olasılık Yoğunluk Dağılımını kullanalım ve bu koşullardaki Değişkenlik değerini hesaplayalım.
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	k
	x(k)
	(-xk
	((-xk)2
	f(k)
	((-x)2.fk

	1
	10
	40
	1600
	0,16
	256

	2
	30
	20
	400
	0,28
	112

	3
	50
	0
	0
	0,36
	0

	4
	70
	20
	400
	0,16
	64

	5
	90
	40
	1600
	0,04
	64
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Kuşkusuz bu hesaplamayı yaparken bir takım basitleştirici ve keyfi kabuller yaptık. Ama istenirse çok daha ayrıntılı bir hesaplama yürütülebileceği açıktır.
Böylece gerçekleşmiş (f(k) =sabit = 1) bir olay için yapılacak ( ve ( hesabı ile gerçekleşeceğini düşündüğümüz f(k) = değişken ( 1 bir olay halinde yapılacak ( ve (  hesabı arasındaki fark açık bir şekilde görülmüş oldu.

Moment Doğuran Fonksiyonlar:
Bu alt paragrafta yukarıdaki Sayısal Beklenti kavramlarını yeniden ve farklı biçimde ele alacağız. Bu amaçla yukarıda h(X=x) = x ve x2 özel kabulleri ile incelediğimiz ağırlık fonksiyonumuz h(X=x) için yeni bir biçim kabul edeceğiz.
Burada biz h(X=x) fonksiyonu olarak biz yalnızca x ve x2 yi kullanıyoruz. Aslında İstatistik literatüründe x3 ve x4,... te kullanılmaktadır. Şu halde ‘Bu İstatistik Momentlerin tümünü bir tek işlemle bulmamızı sağlayacak bir yöntem bulabilir miyiz?’ sorusuna cevap aramak anlamlıdır. 

Bunu şöyle yapacağız. Temel Matematikten iyi bildiğimiz bir fonksiyon olan Üstel Fonksiyonu ve bunun seri açınımını hatırlayalım.
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Bildiğimiz gibi bu seride sonsuz sayıda terim vardır.

Dikkat edilirse bu serinin yukarıdaki biçiminde t = 0 konulursa sonuç, doğal olarak şöyle olacaktır.
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Buna karşılık verilen seri ifadesinin t- ye göre birinci türevini aldıktan sonra t = 0 yazarsak
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elde edilecektir. İkinci, üçüncü,... türevleri alddığımızda x2, x3 terimleri ile karşılaşacağımız açıktır.
Şimdi etx = exp(tx) fonksiyonunun bu özelliğini kullanalım. Varsayalım ki h(X=x) = etx olarak kabul edilmiştir. Bu durumda yeni Sayısal Beklenti formülümüz şu biçimi alacaktır

Süreksiz (Kesikli) Olasılık Dağılımı halinde:
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Sürekli Olasılık Dağılımı halinde
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Burada şu noktaya dikkat edilmelidir: Yukarııdaki toplama ve integrasyon işlemlerinde işlem, tanım gereğı, x- üzerinden yürüyecektir.
Görüldüğü gibi probleme yeni bir t değişkeni ekledik. Öte yandan başından beri dikkat çektiğimiz gibi elimizde sonsuz terimli bir toplam ya da sonsuz limitli bir entegral var. Bunların her zaman yakınsayacağını yani işlem sonucunun sonlu bir büyüklük olacağını düşünemeyiz.
Buna karşılık bu işlemlerin t = 0 civarında yani örneğin –h<t<h aralığında yakınsadığını kabul edebiliriz. Eğer bu doğru ise yani yukarıdaki işlemlerin t = 0 civarında yakınsadığı hallerde 
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biçiminde gösterdiğimiz bu M(t) fonksiyonuna X rasgele değişkeninin Moment Doğuran Fonksiyonu adını veriyoruz.
M(t) fonksiyonunun ilginç özellikleri var.

Eğer bu fonksiyonun t = 0 civarında yakınsadığını kabul edersek bu nokta civarında türevlerini de alabiliriz. Şimdi bunları yazalım.

Kesikli Olasılık hali:
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Sürekli Olasılık hali:
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Açıkça görülüyor ki hem kesikli hem de sürekli olasılık fonksiyonları halinde şu yazılabilir.
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Bir kaç basit örnek yapalım.

1. En basit problemimiz olan tek hamleli Yazı/Tura oyunu için f1 = f2 = ½ olduğunu hatırlayarak M(t) Moment Doğuran Fonksiyonu nesaplayalım.
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Şimdi birinci türevi alalım ve İstatistik Ortalamayı (Beklenen Değeri) hesaplayalım. 
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Şimdi yukarıda çözdüğümüz iki örnekteki x1 ve x2 değerlerini kullanırsak aynı sonuçlara hemen ulaşırız.

x1 = 1/2, x2 =1/2  ( 
[image: image146.wmf](
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x1 = 1,    x2 = -1   ( 
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İkinci türevi hesaplayalım ve Değişkenlik (Varyans) değerini bulalım.
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Yine yukarıdaki x1 ve x2 değerlerini kullanalım.

x1 = 1/2, x2 =1/2  ( 
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x1 = 1,     x2 = -1  ( 
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2. Yukarıdaki örneklerden birini daha seçelim.
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Tanımı hatırlayalım ve uygulayalım.
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3. Bu defa yukarıda kullandığımız Sürekli Olasılık problemini alalım.
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Moment Doğuran Fonksiyonu hesaplayacağız.


[image: image158.wmf](

)

(

)

(

)

ò

¥

¥

-

=

=

dx

x

f

e

e

E

t

M

tx

tx


f(x) fonksiyonunun değeri x<0 ve x>1 için f(x) = 0 olarak verildiğine göre integrasyon işleminin sınırlarını x = 0 ve x = 1 olarak daraltabiliriz.
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Bulmaya çalıştığımız Moment Doğuran Fonksiyonun verilen koşullar altında yani daha doğrusu t = 0 için belirsiz olduğu açıktır. Bu Moment Doğuran Fonksiyon hesabında zaman zaman karşılaşabileceğimiz bir durumdur. Gerçekten de incelediğimiz sınırlar içinde bazı Olasılık Dağılımları için Moment Doğuran Fonksiyon hesaplanamaz. 

MARKOV EŞİTSİZLİĞİ ve ÇEBİÇEV (CHEBİCHEV) EŞİTSİZLİĞİ:
Bu paragrafta yukarıda tanımladığımız İstatistik Ortalama ve Değişkenlik kavramlarını kullanarak İstatistik Biliminin temel kurallarını anlamaya yönelik bir çalışma yapacağız.

Önce MARKOV Eşitsizliğini oluşturalım. Bunun için İstatistik Ortalama tanımını kullanacağız.
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İlk olarak x ( 0 ve E(X) in mevcut (sonlu) olduğunu kabul edeceğiz. Ayrıca a > E(X) placak biçimde herhangi bir gerçel sayı seçeceğiz. Bu kabuller altında aşağıdaki ifadeleri elde edriz.
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Hem x ve hem de f(x) ya sıfır ya da pozitif değerler alabilmektedir; o halde yukarıda sağ taraftaki iki integral de ya sıfır ya da pozitif değerler taşıyacaktır. Öyleyse şunu hemen yazabiliriz.
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Bu son ifadeye gelinceye kadar x- için x ( 0 dışında herhangi bir koşul koymadık; öyleyse her değeri alabilen x- için x = a kabul edebiliriz. Bu durumda
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yazabileceğimiz açıktır. En sağdaki integralin P(X ( a) değerine eşit olduğunu da biliyoruz. Öyleyse artık MARKOV Eşitsizliği ni yazabiliriz.
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Basit bir şekil çizersek bu eşitsizliği daha iyi anlayabiliriz.


[image: image165]
Yukarıdaki şekilde f(x) herhangi bir Olasılık Yoğunluk Fonksiyonunu simgelemektedir. E(X) mevcut ve x ( 0 varsaydığımıza göre x- büyüdükçe f(x) in sıfıra yaklaşması gereklidir. Diğer sözlerle x( ( olduğunda f(x)( 0 olmalıdır.
P(X ( a) değerinin şekildeki taralı alana eşit olduğunu biliyoruz. Bu alan a büyüdükçe küçülerek sıfıra yaklaşacaktır. Öte yandan a küçülerek E(X) değerine eşit olduğu zaman 

P(X ( a) = P(X ( E(X)) ( 1 olacaktır. E(X) ten küçük a değeri anlamsızdır.
Yukarıdaki açıklamadan da anlaşılacağı gibi f(x) in en büyük değerleri E(X) civarında elde edilecektir. Bu bize olasılık yoğunluğunun E(X) civarında kümeleneceğini kabaca göstermektedir.

Böylece İstatistik Biliminin temel teoremlerinden belki de birincisi olan Merkezi Limit Teoremi ne doğru ilk adımımızı atmış olduk.
Şimdi MARKOV Eşitsizliğini kullanarak daha önemli bir eşitsizliğe ulaşmaya çalışalım.

Varsayalim ki elimizde bir X rastgele değişkeni vardır ve bu X ile ilgili İstatistik Ortalama mevcuttur ve E(X) olarak hesaplanmıştır; ayrıca bu X için, b herhangi bir gerçel sayı olmak kaydı ile E(X-b)2 değeri de mevcuttur ve hesaplanmıştır.
Yukarıdaki MARKOV Eşitsizliğinde E(X) yerine E(X-b) koyduğumuzu düşünelim. 
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Bu son ifadedeki b herhangi bir gerçel sayıdır; o halde b = ( almamızın bir sakıncası yoktur.
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E(X-() = ( olduğunu biliyoruz. O halde yine keyfi bir değer plan a için a = k2( 2 kabulünü yapalım. Burada k>0 istediğimiz gibi seçebileceğimiz keyfi bir gerçel sayıdır.
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Artık çok iyi bilinen ÇEBİÇEV Eşitsizliği ni yazabiliriz.
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Açıkça görülüyor ki bu eşitsizlik X rastgele değişkeninin ( den uzaklığını (mutlak değerce) ( cinsinden ölçen ve MARKOV Eşitsizliğine göre bir az daha belirginlik taşıyan bir bağıntıdır. Anlamlı sonuçlar için k > 1 seçmemiz gerektiği de açıktır.

MARKOV ve ÇEBİÇEV Eşitsizliklerinin en ilginç özelliği X rastgele değişkeni için, E(X) ve ( değerlerinin mevcut olması dışında, hiç bir koşul getirilmeden elde edilmiş olmalarıdır.

Basit bir örnek seçerek elde ettiğimiz bu eşitsizliği sınayalım. k > 1 seçilmesi gerektiğini söylemiştik. Genelde istatistik metinlerinde verilen en yaygın örnek k = 3/2 seçmektir. Biz de önce bu örneği inceleyelim.
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Bu biçimi ile bu ifade şunu anlatıyor. X (Nasıl bir özel biçimi olursa olsun) ile ( = E(X) arasındaki mesafenin (3( /2 = 1,5( ) dan fazla olma olasılığı 0,44 ten azdır. Diğer sözlerle(X-E(X)( mesafesi 1,5( dan az olan X noktalarının bulunması olasılığı en az 0,56 dır.
Bir başka sayısal değer daha alarak konuyu biraz daha açık hale getirelim. Bu defa k = 2 alalım ve eşitsizliğimizi, bu değeri kullanarak, bir daha yazalım.
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Yalnızca son cümlemizi tekrarlayalım. (X – E(X)( mesafesi 2( dan az olan X değerlerinin bulunma olasılığı en az 0,75 (=1 – 0,25) tir.

Görüyoruz ki X değerlerinin, mutlak değerce, ( den uzaklığını ( cinsinden ölçtüğümüzde ( nın her k > 1 katına karşılık, nokta bulma olasılığımız 1/k2 oranında azalıyor.

Diğer sözlerle İstatistik Ortalama ( = E(X) ten uzaklaştıkça X değeri bulunması olasılığının azalacağını belirten MARKOV Eşitsizliğini biraz daha iyileştıren ve her k(  (k > 1) uzaklığı için X değeri (noktası) bulma olasılığımızın 1/k2 oranında azalacağını belirten bi bağıntıya yani ÇEBİÇEV Eşitsizliğine ulaştık.
Her iki eşitsizliğin söylediği şey kabaca aynı: ‘Bir olasılık dağılımında X değerleri ( = E(X) değeri etrafında yoğunlaşmıştır. Yukarıda da belirttiğimiz gibi bu bilgi bizi Merkezi Limit Teoremi ne doğru yönlendirecektir.

ÇEBİÇEV Eşitsiliğinin (X – E(X)( uzaklığını ( cinsinden ölçtüğnü yukarıda belirtmiştik. Şimdi ( nın sayısal değerinin (X – E(X)( değerini nasıl etkileyeceğine bakalım. Açıkça görülüyor ki ( küçüldükçe (X – E(X)( mesafesi daralacak yani X noktalarının E(X) etrafındaki yoğunluğu artacaktır.
Varsayalım ki bir X rasgele değişkeni için verilen olasılık dağılımı sonlu ve keyfi bir ( değerine sahiptir fakat bu dağılım için ( = 0 değeri bulunmaktadır. Bu özel değerleri ÇEBİÇEV Eşitsizliğinin son halinde yerine koyamayız. ( Çünkü oraya gelirken ( ( 0 ile bölme işlemi uyguladık.) Ancak eşitsizliğin bir önceki halini kullanabiliriz.
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( 2 = E(X -  ()2 olduğunu biliyoruz.
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Yani  X = (  
Bu, tabii ki, bütün olasılıkların birtek noktada (değerde) toplandığını ifade ediyor.

Şimdi X için bazı özel OYF f(x) biçimleri seçelim ve eşitsizliklerimizin nasıl kullanılabileceğini araştıralım.

1. İlk olarak çok basit bir problem seçelim. fi:  X = (0,1) ve sırasıyla karşı gelen f1 = f2 = ½ olsun. Bu problemi yukarıda ele almıştık. ( = E(X) ve ( 2 = E(X - ()2 geğerlerini hesaplayalım.
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Böylece ( = 0 olan bir dağılım örneği de göstermiş olduk. ÇEBİÇEV Eşitsizliği bu hal için X e bir tek değere sahip olma olasılığı tanıyor. O da yukarıda görüldüğü gibi

X = ( = 1/2 

Zaten f1 = f2 = ½ biçiminde verilmiş olan OYF dağılımı da bunu gösteriyor.

2. Şimdi bilmediğimiz bir Olasılık Dağılımı düşünelim ve varsayalım ki ( = (  dır.

Bu değerleri eşitsizliğimizde yerine koyalım ve k için, örneğin k = 2 seçelim.
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Hiç tanımadığımız bir Olasılık Dağılımı hakkında ilginç bir bilgi elde ettik. ‘Bu dağılımın  İstatistik Ortalama değeri olan ( den 2(  ya da daha uzak bir nokta bulma olasılığımız en fazla 0,25 tir.’
Eğer k yı 3 seçersek hemen görürüz ki ( den en az 3( uzaklıktaki noktalar için bu olasılık en fazla 1/9 dur.

3. Şimdi aynı ( fakat farklı (1 > (2 değerlerine sahip herhangi iki Olasılık Dağılımı düşünelim ve formülümüzü her iki hal için de yazalım.
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Hemen şu sonucu çıkartabiliriz. (1 > (2 olduğuna göre (1 değerine sahip Olasılık Dağılımı için ( den (X - (( uzaklığı daha büyüktür. Diğer sözlerle ( büyüdükçe Olasılık Dağılımının (( etrafında) ( den olan uzaklıkları artmaktadır.
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