KURAMSAL OLASILIK
1.1. KURAMSAL OLASILIĞA GİRİŞ – ÖRNEK PROBLEMLER:
Matematik biliminin çok ilginç ve önemli bir bölümünü oluşturan OLASILIKLAR KURAMI nın kötü bir ‘talihi’ var: İnsanlığın en kötü alışkanlıklarından biri olduğu düşünülen ‘talih oyunları’ yani kumarla yakın ilişkisi.
Gerçekten de bugün kumarla hiç ilgisi olmayan pek çok alanda ve büyük bir ciddiyetle kullandığımız OLASILIKLAR KURAMI nın tarihsel başlangıcını ‘yazı-tura oynamak’, ‘zar atmak’  veya ‘iskambil destesinden kâğıt çekmek’ gibi kumarın alfabesi sayılabilecek konulara olan ilgi oluşturmuştur. Yakın yüzyıllarda yapılan çalışmalar OLASILIKLAR KURAMI nın bu kadar dar bir alana sıkıştırılamayacağını ve gerek kuramsal gerekse uygulamalı çalışmalar için çok daha geniş ve yaşamsal önem taşıyan problemleri anlamamıza yardımcı olabileceğini göstermiştir.
Ne yazık ki OLASILIKLAR KURAMI nın bir kötü ‘talihi’ daha var. Bu kitapta ele alınacak olan TEMEL KURAMSAL OLASILIK kavramlarını açıklamanın en iyi yolu, kuramın tarihsel başlangıcını oluşturan, ‘talih oyunlarından’ örnekler seçmektir. Böylece literatürdeki bütün örneklerinde de gözlenebileceği gibi bu kitap da –başlangıçta-  sanki bir ‘talih oyunları el kitabı’ görünümü kazanabilir. Kuşkusuz böyle bir amacımız yoktur. Konunun kolayca ve açıklıkla ortaya konabilmesi için bu örnekleri seçmeyi tercih edeceğiz.

Bu açıklamalardan sonra artık örneklerimizi incelemeye başlayabiliriz.

A) TEK HAMLELİ OLASILIK PROBLEMLERİ:
Bunlar düşünülebilecek en basit olasılık problemleridir.
YAZI-TURA OYUNU:
Herkesin bildiği para atma ya da yazı-tura oyunu en basit olasılık problemidir. 
Mükemmel silindirik bir geometriye ve mükemmel bir içyapı malzeme dağılımına sahip olduğunu varsaydığımız bir madeni paranın ağırlık merkezinin silindir ekseninin tam ortasında olacağı açıktır. Böyle bir paranın her defasında ‘kendi ekseni etrafında yeteri kadar dönecek biçimde’ havaya atıldığını ve düştüğü yüzeyin ‘parayı sıçratmayacak özelliklerde olduğunu’ varsayalım. Bu varsayımlarımıza bir de paranın yere düştüğünde asla dik duramayacağı ya da bu durumda atışın yapılmamış sayılacağı koşulunu ekleyelim. Bu ağır koşullar altında zavallı paranın ya yazı ya da tura yüzünü gösterecek biçimde yere düşeceği açıktır ve ayrıca yazı ya da tura arasında tam bir denge kurulmuştur. Artık parayı atarken uygulanacak kuvvet dışında yazı ya da tura gelmesini belirleyecek bir etmen kalmamıştır. Kuşkusuz ‘meraklı’ birisi uzun bir ‘antrenman’ sonucunda ‘bir’ parayı hep yazı ya da hep tura gelecek biçimde atmayı sağlayan kuvveti uygulamayı ‘öğrenebilir’.  Öyleyse her atışın yeni ve değişik bir parayla yapıldığını da varsaymalıyız.

Olanaksızlık kokan bütün bu varsayımlarımızın geçerli olduğunu düşündüğümüz koşullarda parayı atalım ve soralım ‘ne gelecek?’. Doğal olarak bunun cevabını bilmiyoruz. Bildiğimiz tek şey ya yazı ya da tura geleceğidir.
Şimdi bazı tanımlar yapalım ve hemen her gün kendisi ya da benzerleri ile karşılaştığımız bu durumu bilimsel yoruma uygun hale getirelim. Bunu şöyle yapacağız. Atılan paranın Yazı ya da Tura gelmesi olasılığını belirleyen bir OLASI DEĞERLER FONKSİYONU ya da OLASILIK FONKSİYONU tanımlayacağız ve bunu P(...) ile göstereceğiz. P(...) fonksiyonunun argümanı, olasılık değerini belirlediğimiz ‘olayın’ adı olacak. Yani eğer yukarıdaki örnekte paranın yazı gelmesi olayını Y olarak adlandırırsak P(Y), Y olayının gerçekleşme olasılığını gösteren sayıyı belirleyecek. P(...) nın değerini 0 ≤ 1 aralığındaki gerçel sayılardan seçeceğiz.
Bu noktada Olasılık Kavramı için bir tanım yapalım.
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Bu tanım üzerinde ileride oldukça ayrıntılı bir biçimde çalışacağız. Ancak şimdilik bunu uygulayarak anlamını belirlemeye çalışalım.

Paranın atılmaması hali konumuzun dışında kaldığına göre bu ‘olayı’ O harfi ile gösterelim ve bu hale ait matematik değeri doğal olarak P(O) = 0 olarak belirleyelim.
Paranın atılması halinde ve ancak bu halde herhangi bir olasılıktan söz edilebileceğine göre bu hali A ile gösterelim ve P(A) nın değerini, keyfi olarak P(A) = 1 olarak belirleyelim.
Atılan paranın yazı mı ya da tura mı geleceğini bilmediğimizi söyledik. Ancak aynı zamanda yazı ya da tura gelme koşullarını eşitlemek için de, aklımıza gelen bütün önlemleri aldık. O halde yazı gelme olasılığını P(Y) ve tura gelme olasılığını P(T) ile gösterirsek, ‘dürüst para- dürüst atıcı’ koşulları altında, Y olayının gerçekleşme şansı ile T olayının gerçekleşme şartının eşit olduğunu yani P(Y) = P(T) olacağını kabul edebiliriz.
Para atıldığı anda iki sonuçtan –yani ya yazı ya da tura gelme sonuçlarından- yalnızca biri ile karşılaşacağımız ve bu sonuçların eşit değerde olduğunu kabul ettiğimize göre:
P(Y) + P(T) = P(A) = 1

bağıntısını bir aksiyom olarak kabul edelim. Bunun sonucunda

 P(Y) = P(T) = 1/2
olarak belirleneceği açıktır.
Aşikar basitliğine rağmen bunu formülümüzü açık yazarak tekrarlayalım: Örneğin paranın yazı gelme olasılığı formülümüzde şu biçimi alacaktır.
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Böylece, kimi yazarlar tarafından KOLMOGOROV Hipotezleri olarak adlandırılan temel olasılık kurallarını yazı-tura oyunumuza uygulamış olduk.
Bu kuralları aşağıda daha soyut ve genel biçimde yeniden yazacağız. Ancak şimdi başka bazı örnek problemleri inceleyelim.

ZAR ATMA:
Bildiğimiz tavla zarını ele alalım. Ancak yukarıdaki para örneğinde olduğu gibi zarımızın da mükemmel geometrik küp olduğunu ve mükemmel malzeme yapısına sahip olduğunu yani ağırlık merkezinin tam da köşegenlerin kesişme noktasında bulunduğunu varsayalım. Tavla ya da barbut oynayanların iyi bildiği ‘zar tutma’ işlemini ortadan kaldıran bir yöntemle  ‘örneğin iyi bilinen fincan yöntemiyle’ zar atıldığını varsayalım. 

Böylece ‘dürüst zar-dürüst atıcı’ koşulları halinde zar atma ile ilgili olasılık fonksiyonumuzu tanımlayalım.
Zarın atılmaması olayını O ile gösterelim ve P(O) = 0 kabul edelim.
Zarın atılması olayını A ile gösterelim ve P(A) = 1 kabul edelim.

Zarımızın altı yüzünün de eşit geometrik ve mekanik özelliklere sahip olduğunu da varsaydığımıza göre, her bir yüzün yukarı gelme olasılığını o yüzdeki rakamla tanımlarsak:
P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6)

yazmak zorundayız.

Öte yandan bu altı olasılık dışında bir olasılık bulunamayacağına göre:
P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) = P(A) = 1

aksiyomunu yeniden yazarsak, kaçınılmaz olarak:
P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = 1/6 değerini elde ederiz.

Yine formülümüzü yazarak bu sonucu, atılan zarın, örneğin, ‘2’ gelmesi için ifade edelim.
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Başka bir örnek seçelim.
KURA ÇEKME /TORBADAN TOP ÇEKME:
İçi görünmeyen bir torba düşünelim. Torbada, birbirleri ile geometrileri,  ağırlıkları ve yüzey pürüzlülükleri açılarından tıpatıp aynı olan, örneğin, on adet küçük top bulunduğunu varsayalım. Bu topların, yine örneğin, dokuzunun kırmızı fakat birinin beyaz (Kura Çekme) olduğunu kabul edelim. Bu torbadan her defasında bir tek top çektiğimizi düşünelim ve soralım. Çektiğimiz top ne renk olacak? Doğal olarak bu sorunun cevabını bilmiyoruz. Ancak olasılıkları kolaylıkla belirleyebiliriz. 
Bu defa OLASILIK FONKSİYONUMUZU şöyle tanımlayalım.
Torbadan hiçbir top çekilmemesi halini (olayını) O ile gösterelim ve P(O) = 0 yazalım.
Torbadan herhangi bir topun çekilmesi olayını Ç ile gösterelim ve P(Ç) = 1 kabul edelim.
Torbadan beyaz top çekilmesi ‘olayını’ P(B) ile ve kırmızı top çekilmesi olayını P(K) ile gösterirsek, torbada yalnız bu iki renkteki toplar bulunduğuna göre:
P(B) + P(K) =P(Ç) = 1
aksiyomunu yazmalıyız.

Bu örnek yukarıdakilerden farklı. Önceki iki örnekte olasılıkların eşitliği açıkça görülüyordu. Burada ise kırmızı top çekme olasılığı P(K), beyaz top çekme olasılığının dokuz katı, çünkü torbada dokuz kırmızı topa karşılık bir beyaz top var. Öyleyse, toplam top sayısı on olduğuna göre. P(B) ve P(K) yı şöyle belirlemeliyiz:

P(K) = 9P(B)

P(B) + P(K) =P(P) + 9P(B)= 1 ( P(B) =1/10, P(K) = 9/10
Bu örneği birazcık değiştirerek torba içindeki on topun yedisinin kırmızı fakat üçünün beyaz olduğunu düşünelim. Bu durumda OLASILIK FONKSİYONU için şunları yazmamız gerekecek.

P(O) = 0  
P(Ç) = 1

P(B) + P(K) =P(Ç) = 1

P(K) = (7/3)P(B)
P(B) + (7/3)P(B) = 1 ( P(B) = 3/10, P(K) = 7/10
Açıkça görülüyor ki torbadaki farklı renkli topların sayıları eşitlendiğinde problem ‘yazı-tura oyunu’ problemine indirgenmektedir. Yani beş kırmızı top ve beş beyaz toptan oluşan bir torbadan kımızı ya da beyaz top çekme olasılığı:

P(K) = P(B) = 5/10 =1/2

olmaktadır.

Birazcık değişik başka bir örnek kurgulayalım ve varsayalım ki torbada hepsi farklı renklerde on adet top vardır. Bu durumda belili bir renkteki topun çekilme olasılığının 1/10 olacağı açıktır. Eğer torbadaki her biri farklı renklere boyanmış topların sayısını altıya indirirsek problemimizin ‘zar atma’  problemine indirgeneceği ve herhangi bir renkteki topu çekme olasılığının, oradaki gibi. 1/6 olacağı açıktır.

Başka bir örnek olarak şunu düşünelim. Torbadaki on toptan beşi kırmızı, üçü beyaz ve ikisi sarı olsun. Sezgisel olarak biliyoruz ki:

P(K) = 5/10, P(B) = 3/10 ve P(S) = 2/10

olmalıdır.

Yukarıdaki hipotezlerimizi uygulayalım:

P(O) = 0

P(Ç) = 1

P(K) + P(B) + P(S) = 1
P(S)/2 = P(B)/3. P(S)/2 = P(K)/5 ( P(B) = (3/2)P(S), P(K) = (5/2)P(S)

[(5/2) + (3/2) + 1]P(S) = 1 ( P(S) = 2/10, P(B) = 3/10. P(K) = 5/10
Ters Olasılık:
Yukarıdaki problemlerde hep seçtiğimiz olayın gerçekleşme olasılığını sorguladık ve hesapladık. Aslında bu problemlerin her birinde incelediğimiz olayın gerçekleşmeme olasılığımı da tamamen aynı düşüncelerle hesaplayabiliriz.

Bir A olayının gerçekleşme olasılığını P(A) ile göstermiştik. 

Bu A olayının gerçekleşmeme olasılığını P(AT) ile göstereceğiz.

Basit mantık bize şu bağıntının hemen yazılabileceğini göstermektedir. 

P(A) + P(AT) = 1

Sözle ifade edersek ‘Bütün olasılıklar içinde A nın gerçekleştiği bütün halleri çıkartırsak geriye kalanlar A nın gerçekleşmediği hallerdir.’ 
Örneğin Yazı-Tura oyununda atılan paranın yazı gelmemesi olasılılığı –mümkün olay sayısı yalnızca iki olduğu ve bunların birbirine üstünlüğü olmadığı için- yine kendisine ya da tura gelme olasılığına eşittir.
Zar Atma oyununda, örneğin 3 gelme olasılığı 1/6 olduğuna göre 3 gelmeme olasılığı 5/6 olacaktır.
Top Çekme oyununda, içinde beş kırmızı, üç beyaz ve iki sarı top bulunan bir torbadan top çektiğimizde:
P(K) = 5/10 =1/2 ( P(KT) = 1/2

P(B) = 3/10 ( P(BT) = 7/10

P(S) = 2/10 = 1/5 ( P(ST) = 4/5

olacaktır. 

Ters olasılık kavramı, aşağıda görüleceği gibi, bazı problemlerin çözümünde büyük kolaylık sağlayacaktır.

B) ÇOK HAMLELİ OLASILIK PROBLEMLERİ:
Yukarıdaki problemlerin tümünde parayı/zarı tek bir defa attığımızı ya da torbadan tek bir defa top çekimi yaptığımızı varsaydık. Bu yüzden problemlerimiz aşırı basitleşti.

Aslında gerçek olasılık problemleri ardı ardına veya eşzamanlı birden fazla hamle sayısı olduğunda daha ilginç ve daha zor hale gelir.

Şimdi en basit halden başlayarak bunları inceleyelim ve olanak buldukça, yukarıda yaptığımız gibi, somut örneklerden soyut kavramlara doğru ilerleyelim.

YAZI-TURA OYUNU:
Dürüst atıcının, dürüst parayı ardı ardına iki defa attığını düşünelim. Kuşkusuz bir parayı iki defa atmak yerine iki ayrı parayı bir defa atmak yolunu da seçsek aşağıdaki sonuçlar geçerli olacaktır. Çünkü iki para birbirlerinin sonuçlarını etkileyemeyeceğine göre her iki durumda da Mümkün Sonuçlar Tablosu aynı kalacaktır.

 Kolayca tahmin edebileceğimiz gibi aşağıdaki dört halden biri gerçekleşecek, yani Mümkün Sonuçlar Listesi şöyle olacaktır:
	Yazı-Yazı
	Tura-Yazı

	Yazı-Tura
	Tura-Tura


Bu sonuçların her birini bir ‘olay’ olarak görebilir ve YY. YT. TY, TT biçiminde adlandırabiliriz. Şimdi bu olayların olasılık değerlerini hesaplayalım.
Bu dört sonuçtan biri mutlaka gerçekleşecektir ve bu dört sonuçtan başka bir sonuç yoktur. Öte yandan Bu sonuçlar arasında herhangi bir ayrıcalık söz konusu değildir. Öyleyse her birinin gerçekleşme olasılığı diğer herhangi birine eşittir. Yani bu dört sonuçtan herhangi birinin gerçekleşme olasılığı 1/4 olmalıdır. Bunu olasılık formülümüzde yazarak ifade edersek:  
Örneğin, YY olayı için şöyle olacaktır.

[image: image4.wmf](

)

4

1

4

1

:

=

=

=

=

SAYISI

OLAY

MÜMKÜN

SAYISI

OLAY

BEKLENEN

YY

P

OLASILIK


Aslında bu sonucu şöyle de elde edebilirdik. Paranın ilk atılışında Y olayının gerçekleşme olasılığının 1/2 olduğunu biliyoruz. Bunu P1(Y) = 1/2 olarak yazalım. Kuşkusuz ikinci atılışta da Y nin gerçekleşmesi olasılığı aynıdır. Bunu da P2(Y) = 1/2 olarak gösterelim. Basit akıl yürütme bize birinci atışta Y bulduktan sonra ikinci atışta da yine Y bulmamızın, yani ardışık iki atışta YY bulmamızın olasılığının:
P(YY) = P1(Y)P2(Y) = (1/2)(1/2) = 1/4
olduğunu göstermektedir. Görüldüğü gibi YY olayının olasılığını, ardışık iki Y olayının olasılıklarını çarparak elde ettik. Bu önemli sonuca birazdan döneceğiz. 
Burada dikkat etmemiz gereken önemli bir nokta var. Bu problemde sıraya önem verdik. Diğer sözlerle YT ve TY olaylarını farklı kabul ettik. Aradaki farkı açıklamak için iki soru soralım ve cevaplarını belirleyelim.
· Birinci atışta Y ikinci atışta T bulma olasılığı nedir?
Bu zaten bizim incelediğimiz biçim; şu halde cevap
 P(YT) =P1(Y)P2(T) = 1/4 olmalıdır.
· İki atıştan birinin Y diğerinin T gelme olasılığı nedir?
Yukarıdaki mümkün sonuçlar listesinden hemen görülüyor ki bu problemde beklenen sonuçlar hem YT hem de TY olabilir. Mümkün olaylar listesi değişmemiştir, fakat beklenen olay iki tane olmuştur. O halde cevap:

P(YT veya TY) = P(YT) + P(TY) = 1/2 olacaktır.
Sıralamayı kaldırınca sonuç değişti. Bundan başka ilk soruyu yanıtlarken olasılıkları çarparak ikinci soruyu yanıtlarken ise olasılıkları toplayarak sonuca ulaştık. Örneklerimizi biraz daha çoğalttıktan sonra bu işlemlerin nasıl kullanılabileceğini inceleyeceğiz.
Şimdi ayni parayı üç defa attığımızı düşünelim.  Mümkün Olaylar Listesi şöyle oluşacaktır.

	YYY
	YTY
	TYY
	TTY

	YYT
	YTT
	TYT
	TTT



İlk deneyimiz olan tek atışta iki beklenen olay vardı: Y ve T. İki atış yaptığımız ikinci deneyimizde 4=22 beklenen olay bulduk. Şimdiki deneyimizde ise üç atış yapıyoruz ve doğal olarak 23=8 adet mümkün olay buluyoruz. Çünkü her yeni atış mümkün olay sayısını ikiye katlıyor. Eğer n atış yapsaydık mümkün olay sayısı 2n olacaktı.
Her ne kadar Mümkün Olayların sayısı hızla artıyorsa da problem yeni bir zorluk getirmiyor. 
Sıra gözeterek sonuçları değerlendirelim.
Örneğin üç atışlı halde yukarıdaki listelenmiş olayların ayırıcı bir özelliği olmadığına göre bunlardan birinin gerçekleşme olasılığı, diğer herhangi birine eşittir ve 1/8 =1/23 olmak zorundadır.
Sıra gözetmeksizin sonuçları değerlendirelim.

Bu takdirde Mümkün Olaylar Tablomuz basitleşerek şu biçimi alır:

	YYY
	3YYT
	3TTY
	TTT


Tablodan hemen şunları görüyoruz: 

Ardı ardına üç defa atılan para probleminde:

· Üst üste üç defa Yazı (YYY) gelmesi olasılığı P(YYY) = 1/8 dir.

· Üst üste üç defa Yazı (TTT) gelmesi olasılığı P(TTT) = 1/8 dir.

· 2Y+1T veya 2T+1Y gelme olasılığı P(YYT) =P(TTY) = 3/8 dir.
Sıra gözetilen atışlar daha ilginç olmasına rağmen, önce sıra gözetilmeyen olayları n atış için ele alalım ve bulduklarımızı özetleyerek başlayalım.
	n
	Mümkün Sonuçlar Tablosu

	1
	Y
	T
	
	

	2
	YY
	2YT
	TT
	

	3
	YYY
	3YYT
	3TTY
	TTT


Meşhur Binom Açılımı tablosuna ne kadar benzediğini görüyoruz. Gerçekten de ‘sıra gözetilmeyen’ Yazı-Tura atışlarında olasılıkların Binom Açılımındaki katsayılara göre dağıldığını, genel olarak, gösterebiliriz. Bunu ileride bir egzersiz olarak yapacağız. Şimdi bu sonuçlara dayanarak bir problem çözelim.
Bir para dört defa atılıyor. Sıra gözetilmeyen Mümkün Olayları listeleyiniz ve olasılıkları hesaplayınız.
Dördüncü mertebeden Binom Katsayılarının 1, 4, 6, 4, 1 olduğunu biliyoruz. O halde Mümkün Olaylar Tablomuz şöyle olacaktır.
	YYYY
	4YYYT
	6YYTT
	4YTTT
	TTTT


Tablomuzdaki toplam olay sayısı 24 = 16 (veya 1+4+6+4+1=16) dır. Buna göre bazı olasılıkları hesaplayalım.
· Üst üste YYYY veya TTTT gelme olasılığı P(YYYY) = P(TTTT) = 1/16
· (üç Y + bir T) veya (üç T + bir Y) gelme olasılığı P(YYYT) = P(YTTT) = 4/16

· (iki Y + iki T) veya (iki T + iki Y) gelme olasılığı P(YYTT) = P(TTYY) = 6/16
ZAR ATMA:
Bu alt paragrafta dürüst bir zarın dürüst bir atıcı tarafından tekrar tekrar atıldığını düşüneceğiz. Kuşkusuz bir zarı, örneğin, n defa atmakla n adet zarı bir defa atmak arasında, zarlar birbirlerinin sonuçlarını etkileyemeyeceğine göre, Mümkün Sonuçlar açısından herhangi bir fark yoktur. Ne var ki n adet zarı birden fazla atış için değerlendirdiğimizde tek zar atarak aynı Mümkün Sonuçlar Tablosunu elde etmek mümkünse de pratik zorluklar gereksiz yere artmaktadır. Bu nedenle aşağıda önce tek zarın tekrarlı atılışı ele alınacak fakat sonra birden fazla zarın tekrarlı atılışı incelenecektir.

Tek Zar-İki Atış / İki Zar- Tek Atış:
Mümkün Olaylar Tablosunu yapalım:

	1–1
	1–2
	1–3
	1–4
	1–5
	1–6

	2–1
	2–2
	2–3
	2–4
	2–5
	2–6

	3–1
	3–2
	3–3
	3–4
	3–5
	3–6

	4–1
	4–2
	4–3
	4–4
	4–5
	4–6

	5–1
	5–2
	5–3
	5–4
	5–5
	5–6

	6–1
	6–2
	6–3
	6–4
	6–5
	6–6


Tek atış Halide 6 adet mümkün sonuç varken iki atış yaptığımızda mümkün olayların sayısı 62 = 36 ya fırladı. Tabii bu tabloda sıralamaya dikkat edilmiştir. Sıra gözetilmemesi halinde Mümkün Olaylar Tablosu şu biçimi alacaktır:
	1–1

	2(2–1)
	2–2

	2(3–1)
	2(3–2)
	3–3

	2(4–1)
	2(4–2)
	2(4–3)
	4–4

	2(5–1)
	2(5–2)
	2(5–3)
	2(5–4)
	5–5

	2(6–1)
	2(6–2)
	2(6–3)
	2(6–4)
	2(6–5)
	6–6


İleride inceleyeceğimiz ‘KOMBİNATORİK HESAP YÖNTEMLERİ’ ni daha kolay anlamak açısından şuna dikkat edelim. Sıralamayı kaldırdığımız zaman

1. satırdan 5(=6–1)
2. satırdan 4(=5–1)
3. satırdan 3(=4–1)
4. satırdan 2(=3–1)
5. satırdan 1(=2–1)
eleman eksilttik; ancak bunları tablodan silmedik, eşdeğerlerine ekledik. Yani Mümkün Olayların çeşidi azaldı ama toplam miktarı değişmedi. Diğer sözlerle, örneğin, (2–1) ile eşdeğeri (1–2) artık aynı beklenen olayı gösteriyor ama bunlardan da iki tane mevcut. Buna göre hala 36 adet Mümkün Olay var, ancak bunlardan bazıları ikişer ikişer birbiriyle eşdeğer.
Şimdi bazı olasılıkları, karşılaştırma amacı ile her iki tablodan, hesaplayalım.
P(3–2) = 1/36, P(2–3) = 1/36, P(3–2 veya 2–3) =2/36 = 1/18
P(4–4) = 1/36 = 1/62
Görüldüğü gibi P(3–2 veya 2–3) değerini hesaplarken P(3–2) ve P(2–3) değerlerini toplamış olduk. P(4–4) değerini bulurken, tabloyu kullanmak yerine, şöyle bir akıl yürütmeye de başvurabilirdik.
Birinci zarın 4 gelme olasılığı P1(4) = 1/6
İkinci zarın 4 gelme olasılığı P2(4) = 1/6

Birinci zar 4 geldiğinde ikinci zarın da 4 gelme olasılığı P(4–4) = P1(4)P2(4) = 1/62 =1/36
İlginç bir problem ele alalım. Toplamı 7 olan zar atma şansımızı inceleyelim.
Sıra gözetirsek Beklenen Olaylar: (6–1), (1–6), (5–2), (2–5). (4–3), (3–4)
Sıra gözetmezsek Beklenen Olaylar: 2(6–1), 2(5–2), 2(4–3)
Kuşkusuz her iki biçimde de toplamı yedi olan zar atma olasılığımız aynıdır ve
P(Toplamı yedi olan atış) = 6/36 =1/6

değerine eşittir. Çünkü toplama işleminin kendisinde sıralamanın önemi yoktur. Ancak problemimizi, örneğin, şöyle değiştirirsek fark ortaya çıkacaktır. Birinci zarın ikinciden büyük olduğu halde toplamı 7 olan zar atma şansımızı deneyelim.
Bu durumda Beklenen Olaylar: (6–1), (5–2), (4–3)

P(Toplamı yedi, birinci büyük) = 3/36 = 1/12

Bu son probleme şöyle de çözüm bulabilirdik:

Birinci zarın 6 gelme olasılığı P1(6) = 1/6

İkinci zarın 1 gelme olasılığı P2(1) =1/6
Birinci zar 6 geldiğinde ikincinin 1 gelme olasılığı
P(birinci altı, ikinci bir) = P1(6)P2(1) = 1/36
Bu işlemi (5–2) ve (4–3) için tekrarlarsak ve üç sonucu toplarsak:

P(Toplamı yedi, birinci büyük) = 3/36 = 1/12

sonucunu yeniden buluruz.

Yukarıdaki problemleri aynı anda üç zar atmak ya da bir zarı arka arkaya üç zar atmak problemine hemen kolayca genelleştirebiliriz.

Üç zar atıldığı takdirde Mümkün Olaylar Sayısı 63 = 216 olacaktır. Şu halde, örneğin üç zarın da aynı sayıyı göstermesi olasılığı:
P(n-n-n) = 1/63 =1/216

olarak hemen hesaplanabilir.

Ancak böyle özel problemler dışındaki hallerde 216 elemanlı bir tablo yaparak bunun içinden Beklenen Olayların sayısını çıkartmak, bunu Mümkün Olay Sayısı olan 216 ya bölerek olasılık hesabı yapmak, kolayca tahmin edileceği gibi, son derece sıkıcı ve zaman tüketici bir çalışma olacaktır.
Hele iki zarı bir defa, iki defa, üç defa, ... atmak gibi hallerde Mümkün Olaylar Sayısının

36, 1296, 46656, ...
biçiminde hızla (her zar için her atışta 36 kat) büyüdüğünü düşünürsek artık tablo yaparak sonuç bulmaya kalkışmanın bir anlamı kalmayacaktır.

Şu halde yukarıdaki çalışmalarımızı sistemleştirerek etkin ve genel bir olasılık hesaplama yöntemine ihtiyacımız var. Düzenleme Hesabı, ya da Kombinatorik Hesap adını vereceğimiz bu yöntemleri bir az aşağıda inceleyeceğiz. 

Şimdi yukarıdaki üçüncü örnek problemimize dönelim ve torbadan top çekelim.
KURA ÇEKME /TORBADAN TOP ÇEKME:
Yukarıdaki çalışmalarımız biraz dikkatle yeniden gözden geçirilirse şu görülecektir. Zar atma, para atmanın ikiden altıya genelleştirilmiş bir biçimidir. Diğer sözlerle zarı altı yüzlü bir para gibi düşünürsek, sayısal değerler dışında, problemler aynı karakteri taşır.

Bu gözle bakıldığında, Torbadan Top Çekme, her ikisinin de çok yönlü bir genelleştirmesi olarak görülebilir.
Gerçekten de torbamıza yalnızca aynı renkte iki top koyduğumuzu ve bu topların birinin üstünde Tura diğerinde ise Yazı kelimelerinin bulunduğunu düşündüğümüz anda Yazı-Tura Oyunumuza döneceğimiz açıktır.
Benzer biçimde torbamıza aynı renkte altı top koyup bunları 1, 2, ... 6 biçiminde numaralandırdığımız takdirde tek zarlı Zar Atma oyununa geliriz. İstersek, (çok önemli bir nokta!) ‘çektiğimiz topu yerine koyarak’, ikişerli çekimlerle çift zar, üçerli çekimlerle üç zar kullanılan Zar Atma Oyunlarını da taklit edebiliriz.
Aslında Torbadan Top Çekme oyununun en önemli özelliğine değiniyoruz. Torbamıza istediğimiz sayıda top koyabiliriz. Ancak hangi sayıda top koyarsak koyalım torbadaki topların sayısını bilebiliriz. Yani istediğimizde bunları ‘SAYABİLİRİZ’.

Şimdi torbamızı sanallaştıralım. Varsayalım ki ‘Torba’ dediğimiz şey bir bilgisayarın hafızasında ayrılmış bir yerdir. Buraya bir kentte, örneğin 1–1–2000 tarihinden başlayarak, doğan herkesin adı sıra numarası verilerek yazılmaya başlansın. İlginç bir durum ortaya çıktı bu sıra numaralarının en büyüğü her an değişmekte. Çünkü kent ya da insanlık sona ermedikçe her gün yeni doğanlar olacak ve her gün torbaya yeni sıra numaralarıyla yeni isimler eklenecektir. Diğer sözlerle başlangıcı 1 olan fakat üstten sınırlı olmayan bir ‘sıra numaraları kümesi’ elde ettik. Bu kümenin son ve en büyük sayısını her an bilebiliriz ama nerede biteceğini hiçbir zaman bilemeyiz.
Yukarıda verdiğimiz örnek, okuyan herkesin de tahmin ettiği gibi, günümüzde uygulanmakta olan T.C. KİMLİK NUMARASI işleminin çok basitleştirilmiş bir biçimidir. Doğal olarak bunu söylediğimiz anda da Torbadan Top Çekme Oyunu artık basit bir oyun olmaktan çıkıp çok daha önemli ve ilginç özellikler kazanmaya başlamış demektir.

Torbadan top Çekme Oyununun en önemli özelliği (sanal veya gerçek) torbanın içindeki nesnelerin ‘SAYILABİLİR’ olmasıdır. 
Sayılabilirlik, herhangi bir nesneler grubundaki nesnelerin her birinin sıra atlamadan ve tekrarlamadan bir doğal sayı (1, 2, 3, ...) ile numaralandırılması demektir. Bu numaralandırmanın bir üst sınırı olması gerekmez. Çünkü biliyoruz ki doğal sayıların bir üst sınırı yoktur.  
Bu şartın geçekleştiği bütün olasılık problemlerini Torbadan Top Çekme Oyunu ile benzeştirebiliriz. Yeter ki gerçel ya da sanal torbamızı doğru tanımlayalım ve içindekileri doğru sayalım.

İleride göreceğiz ki bazı olasılık problemlerinde Mümkün Olaylar ‘SAYILABİLİR’ değildir.

Artık yeniden oyunumuza dönelim ve basit problemlerden daha zorlarına doğru ilerleyerek Olasılık Hesaplarımızı geliştirmeye çalışalım.

Sayısal Loto Oyunu:
Varsayalım ki torbamızda (bu örneğin gerçek uygulamasında cam küre) 1 den 49 a kadar numaralandırılmış 49 adet özdeş yapıda top olsun. Torbadan bir top çekeceğiz ve bunun beklediğimiz (ya da seçtiğimiz) sayı olup olmadığını kontrol edeceğiz.
Buna göre Mümkün Olay Sayısı, açıktır ki, 49 olacaktır. Beklenen Olay Sayısı ise 1 dir. Öyleyse bir çekişte torbadan istediğimiz sayının çıkma olasılığı:

P1(S) = 1/49

olacaktır. Şimdi başlangıçta seçtiğimiz sayıların iki tane olduğunu düşünelim ve torbadan arka arkaya yapılacak iki çekilişte bu sayıların çıkma olasılığını hesaplayalım. İlk sayımız için durum değişmemiştir. Dolayısı ile, hala,

P1(S) = 1/49

dur. Buna karşılık ikinci sayı için ilginç bir durum söz konusudur.
İlk çekilişte torbadan çıkardığımız topu torbaya geri koyarak, ikinci çekilişi yaparsak, birinci çekilişe özdeş bir durum ortaya çıkacaktır; yani
P2(S) = P1(S) = 1/49

olacak ve buna göre seçtiğimiz iki sayının iki çekilişte torbadan çıkabilmesi, birinci sayımız çıkmışken ikinci sayımızın da çıkabilmesi olasılığı
P12 = P2(S)P1(S) = 1/492 = 1/2401

olacaktır. Bu işlemi, gerçek oyundaki gibi 6 defa tekrarladığımızda ise, seçtiğimiz altı sayının altı çekişte torbadan çıkma olasılığı:

P1...6 = P6(S)P5(S) P4(S)P3(S) P2(S)P1(S) = 1/496 = 1/13841287201
yani kabaca on dört milyonda bir olacaktır.

Biliyoruz ki gerçek oyunda herhangi bir çekilişte torbadan çıkarılan top yerine konmamaktadır. Yani her çekilişten sonra torbadaki top sayısı bir eksilmektedir. Buna göre olasılıkları hesaplarsak: Birinci çekilişte bir şey değişmeyecek yani:
P1(S) = 1/49

olarak kalacaktır. Ancak ikinci çekilişten önce torbadaki sayı 48 e düşmüştür. Yani artık Mümkün Olay Sayısı 48 dir. Buna göre seçilen iki sayının iki çekilişte bulunabilmesi olasılığı:
P12 = P2(S)P1(S) = (1/49)(1/48) = 1/ 2352
olacaktır. Bu işlemin altı seçilen sayı için altı defa tekrarlanması halinde ise ‘Sayısal Lotoda 6 tutturma olasılığı’:
P1...6 = P6(S)P5(S) P4(S)P3(S) P2(S)P1(S) = (1/49)(1/48) (1/47)(1/46) (1/495)(1/44) 

P1...6 =1/10068347520
yani kabaca on milyonda bir olacaktır. Kuşkusuz birden fazla altı sayılı seçim halinde bu olasılık seçilen altılı grup sayısı ile orantılı artacaktır. Diğer sözlerle birbirinden, en az bir sayı, farklı iki grup seçmişsek bu olasılık iki kat büyüyecektir.
Torba problemlerinde ve genel olarak olasılık problemlerinde çok önemli bir özelliğe değindik. ‘Arka arkaya yapılan seçimlerde önceki seçim işlemi arkadaki seçimler için kullanılacak Mümkün Olayları etkiliyor mu?’ Bu soru, çoklu seçim yapılan her olasılık probleminde sorulmalı ve dikkatle cevaplandırılmalıdır. 
İskambil Kartı Çekmek:
Aslında bir torbaya dört farklı renkte, her renkteki toplar 1 den 13 e kadar numaralandırılmış 52 top koyarak iskambil kâğıtları ile ilgili olasılık problemlerini kolaylıkla temsil edebiliriz. Ancak zihinde canlandırılması kolay olsun diye biz burada iskambil destesini kullanacağız. Şöyle de düşünebiliriz bir torbaya bir deste iskambil kâğıdı konulmuştur. Şimdi birkaç örnek problem yapalım.
Pişti Oyunu:
Eğlenceli bir oyun olan Piştı’deki bazı olasılıkları hesaplayalım.

Bilindiği gibi, iki kişilik bir oyun olan Piştı’de, kâğıtlar dörder dörder dağıtılır ve ilk elde yere üçü kapalı en üstteki açık dört kâğıt konur; açılan kâğıt vale ise bu, dağıtılacak destenin altına gider ve sıradaki kâğıt açılır. İlk dört kâğıdı alan oyuncu yere bir kâğıt atar. Bundan sonra sırayla birer kâğıt atılarak eldeki kâğıtlar bitince yeniden dörderli dağıtım yapılır ve deste bitince ilk el biter. Eş kâğıtlar yerdeki bütün kâğıtları alır. Vale bütün kâğıtları alır. Yere atılan kâğıt tekse bunun eşini kullanarak ‘Pişti’ yapabilir; yani bu kâğıdı alarak ‘pişti’ dışında 16 sayı bulunan bir elde, 10 sayılık büyük bir avantaj elde ederiz. Vale ile pişti yapılmaz. Her oyuncu yerden aldığı kâğıtları, kapalı olarak, önünde biriktirir. El bittiğinde ‘pişti’ dışındaki sayılar, bu birikmiş kâğıtlardan,  Birliler ve Valeler birer sayı, Sinek İkilisi iki sayı. Karo Onlusu üç sayı olarak sayılır ve daha çok kâğıt biriktirmiş olan oyuncuya ayrıca bir üç puan verilir.
Başlayan oyuncunun yerdeki kâğıtları alma olasılığı nedir?

Dağıtım sırasında önce yere üçü kapalı dördüncüsü açık bir grup kâğıt konulmuştur. Bundan sonra ilk oynayacak oyuncuya dört kâğıt verilmiştir. Bu oyuncunun yerdeki kâğıtları alabilmesi için elinde, yerdeki açık kâğıdın eşi veya vale olması gerekir.
Yere konulan ilk üç kapalı kâğıdı bilmediğimiz için çeşitli varsayımlar yaparak ilerlemeye mecburuz. Bir örnek olarak en basit hali seçelim ve varsayalım ki yerdeki dört kâğıt birbirinden farklıdır ve hiçbiri vale değildir.
Açılan kâğıdın sekizli olduğunu varsayalım. Bu son seçimimiz keyfidir ve çözümümüzü kısıtlamaz; istediğimiz başka bir kâğıdı seçerek de aşağıdaki işlemleri aynen tekrarlayabiliriz.
Buna göre birinci oyuncuya ilk el kâğıtları verilirken destede üç sekizli ve dört vale vardır. Yani dağıtılacak 48 kâğıttan 7 tanesi birinci oyuncunun yerdeki kâğıtları almasını sağlayacaktır. Bu oyuncuya verilen kâğıtları sırayla inceleyelim.

Birinci kâğıt verildiğinde Mümkün Olaylar Sayısı 48; Beklenen Olay Sayısı 7 dir. O halde İlk kağıdı ile yerdekileri alma olasılığı:

P11(Eş kağıt+vale) = 7/48

olacaktır. Varsayalım ki bu olasılık gerçekleşmemiştir. O halde ikinci kâğıdına bakacağız. İlk kâğıdı yerdekinin eşi ya da vale değilse Beklenen Olay Sayısı hala 7 dir; ancak Mümkün Olay Sayısı 47 ye düşmüştür. O halde:

P12(Eş kağıt+vale) = 7/47
Aynı düşüncelerle üçüncü ve dördüncü kâğıtlarının olasılıklarını da hesaplarsak:

P13(Eş kâğıt+vale) = 7/46

P14(Eş kâğıt+vale) = 7/45

Dört kâğıt için toplam olasılık:

 P1T = 7/48 + 7/47 + 7/46 + 7/45 ( 0.146 + 0.149 + 0.152 + 0.156 (  0.603
olarak elde edilecektir.

Şimdi varsayalım ki ilk oyucunun eline sekizli gelmiştir; ama valesi de vardır ve yerdeki kâğıtları, ilk oyuncuyu şaşırtmak amacı ile valesini kullanarak, almak istemektedir. İkincinin elinde sekizli varsa (daha önce bir sekizlinin çıktığını gördüğü için) büyük olasılıkla bunu atacak ve birinci oyuncuya bir pişti yapma şansı verecektir. Acaba yerde açık bir sekizli ve birinci oyuncunun elinde kullanmadığı ikinci bir sekizli varken ikinci oyuncunun elinde sekizli olması olasılığı nedir?
Yere dört kâğıt konulmuştur ve varsayımlarımıza göre bunlardan yalnız biri sekizlidir. Birinci oyuncuda da bir sekizli vardır. O halde dağıtılacak destede iki sekizli kalmıştır. Yani ikinci oyuncuya bu iki sekizliden en az birinin gelmesi lazım. Öyleyse Beklenen Olay Sayısı 2 dir. İkinci oyuncuya kâğıt verileceği zaman destede 44 kağıt kalmıştır. Buna göre yukarıda yaptığımız gibi toplam olasılığı hesaplarsak:

P2T(3. sekizli) = 2/44 + 2/43 + 2/42 + 2/41 ( 0.046 + 0.047 + 0.048 + 0.049 ( 0.19

Bunu birinci oyuncunun vale ile alma halindeki pişti olasılığı olarak adlandırabiliriz.

P1Pişti (vale kullanarak) = 0.19

Acaba birinci oyuncu valesini kullanmayıp sekizli ile yerdeki kâğıtları alsa pişti yapma şansı daha yüksek olur mu?

Bu durumda birinci oyuncunun elinde, vale ile pişti yapılamayacağına göre iki kâğıt kalmıştır. Bunları, yine kolaylık olsun diye, beşli ve onlu olarak düşünelim. Bu son kabul kısıtlayıcı değildir. Çift olmamak şartı ile her iki kâğıt seçilebilir; çift seçildiğinde olasılığın yaklaşık yarıya düşeceği açıktır.

Yalnızca beşli için pişti olasılığını hesaplayacağız. En kötü olasılık yerdeki üç kapalı kâğıdın da beşli olmasıdır. Bu durumda birinci oyuncunun beşlisi ile pişti yapma şansı sıfırdır. Ancak biz yere konulan üç kapalı kâğıdın birbirinden farklı olduğunu kabul ettik. O halde varsayalım ki yerdeki kapalı kâğıtların içinde bir tek beşli vardır. Bu durumda, ikinci oyuncuya dağıtılacak 44 kâğıdın içinde 2 tane beşli var demektir. Bu da bizi önceki incelediğimiz duruma getirir. Yani ikinci oyuncunun elinde üçüncü bir beşli olma olasılığı:

P2T(3. beşli) ( 0.19

olmaktadır. Aynı düşünceleri onlu için de yineleyebiliriz. Yani yerdeki üç kapalı kâğıttan birinin de onlu olduğunu düşünebiliriz. Öyleyse ikinci oyuncunun elinde üçüncü bir onlu olma olasılığı da:

P2T(3. onlu) ( 0.19

olacaktır. Dolayısıyla vale yerine sekizli ile yerdeki kâğıtları almamız halinde pişti yapma olasılığımız:

P1Pişti(sekizliyi kullanarak) = 0.38

olacaktır. Görülüyor ki yapılan kabuller altında sekizli ile almak, vale ile almaya göre daha avantajlıdır.
Kuşkusuz diğer olasılıklar da, varsayımlar değiştirilerek, benzer biçimde hesaplanabilir.
1.2. KÜMELER KURAMI:
Kümeler kuramı matematiğin belki de en soyut ve en ilginç bölümlerinden birini oluşturur. Soyutluğu dolayısı ile neye yaradığının anlaşılması zordur. Yine soyutluğu dolayısıyla hemen her yerde uygulanabilir olması ve bazı, gerçekten çok önemli, matematik kuramlarının temel taşını oluşturması açısından ise vazgeçilemez bir temel düşünceler zinciridir.

Aslında Kümeler Kuramını bir ‘tanımlar ve mantıksal sonuçları oyunu’ gibi değerlendirmek mümkündür. O kadar ki hayatında hiç matematik dersi okumamış, fakat sağlam mantıklı bir insan da verilen tanımlardan yola çıkarak Kümeler Kuramının temel kurallarını (temel teoremlerin) çıkarabilir. Aşağıda biz de aynı işlemi yapacağız. Yani bir takım soyut tanımlardan başlayacağız ve bunların Olasılık Kuramına uygulanabilir sonuçlarını salt mantık yardımı ile elde edeceğiz.

Şimdi tanımlarımızı verelim.

KÜME:
En az bir ’ortak özelliği’ olan ‘şey’ ler topluluğu.

Burada ‘şey’ diye söylenen, hakikaten her şey olabilir. Aslında ’ortak özellik’ de her türden seçilebilir. Örnekler verelim.

Futbol Oynayanlar Kümesi: Tanıma göre bu küme, hayatında bir defa futbol oynamış herkesi kapsamaktadır.
Profesyonel Futbol Oynayanlar Kümesi: Bu tanım ise, yalnızca, profesyonel futbolcu lisansı sahibi olanları içermektedir.

Bahçeli Evler Kümesi: Bahçe içine inşa edilmiş her evi içeren bir küme.

Bahçeli İki Katlı Evler Kümesi: Bahçeli evlerin, yalnızca, iki katlı olanlarını içeren bir küme.

Doğal Sayılar Kümesi: Bildiğimiz bütün doğal sayıları içeren küme.
Çift Doğal Sayılar Kümesi: Yalnızca çift doğal sayıları içeren küme.

Görüldüğü gibi yukarıdaki tanımda sözü edilen ‘ortak özellik’ kümemizin tanımını oluşturuyor ve kümeye girebilecek nesneleri, bütün diğer nesnelerden ayırt ediyor. Diğer sözlerle küme sözcüğünü ‘ayırt edici bir tanım’ olarak da algılayabiliriz. Bu tanımla ilgili ‘ayırt edici’ olmasının dışında bir kural yok. Yani istediğimiz her biçimde bir küme oluşturabiliriz; yeter ki tanımımız ayırt edebilsin. Bir kaç başka örnek:
Cumartesi Günü Sinemaya Giden Kızlar Kümesi.

Çözümü 2.7 Olan Cebirsel Denklemler Kümesi

İstanbul’daki Alanı 100 m2 den Küçük Apartman Daireleri Kümesi
Örnekleri kolaylıkla çoğaltabileceğimiz açıktır. Şimdi bir tanım daha verelim.
ELEMAN (ÖĞE):
Bir kümenin içerdiği her bir ‘şey’ o kümenin bir elemanıdır.
Kuşkusuz ki bir küme, ancak tanımında belirtilen ‘şey’leri içerebildiğine göre o kümenin bütün elemanları tanımda belirtilen ‘Ortak Özelliği’ taşır.

Yeni küme örnekleri verelim.

Bilgisayarınızda Bulunan Bütün Programlar: Tanıma göre bilgisayarınızdaki her program bu kümenin elemanıdır. Ama arkadaşınızın bilgisayarında bulunabilecek aynı programlar bu kümenin elemanı değildir.

Olasılık Kuramı Kitabında Kullanılan Kelimeler: Açıkça görülüyor ki Olasılık kelimesi bu kümenin bir elemanıdır; benzer biçimde Futbol kelimesi de (yukarıdaki örnekten dolayı) bu kümeye dahil olmuştur. İyi ama kitap boyunca Olasılık kelimesi yüzlerce defa kullanılacakken, Futbol kelimesine ise belki artık hiç rastlamayacağız. Hemen belirtelim kullanılma ile ilgili bu özellik eleman olma ya da olmama özelliğini değiştirmez. Her iki kelime de kesinlikle bu kümenin (kitabın) elemanıdır. İlginç bir örnek: Kitabın yazarı, kitapta, dese ki ‘Ben bu kitapta asla (...) kelimesini kullanmayacağım.’ Yazarın kesin niyetine rağmen (...) kelimesi  de yukarıda verilen kümenin (kitabın) elemanı olacaktır.

İkinci Mertebeden Lineer Adi Diferansiyel Denklemler: Bu kümenin elemanı olan ve olmayan iki matematik ifade verelim.

y’’ + 2xy’ – Sinx = 0, Tanıma uygun; öyleyse kümenin elemanıdır.

y’’ + 2yy’ – Sinx = 0, Tanıma uygun değil (gayri-lineer); öyleyse kümenin elemanı değildir.

Gerçekle Uyuşan Fikirler Kümesi: Bu kümenin içermesi gereken düşüncelerin bazıları çok açık. Örneğin ‘Her canlı yaşar’. Çünkü yaşamak ve canlı olmak hemen hemen eş anlamlıdır ve cümle, çelişki içermemektedir. Buna karşılık şöyle bir örnek aldığımızda ‘Evrende ışıktan hızlı hareket olanaksızdır.’ Burada Işık Hızı ve daha yüksek hızlar için ‘Hız’ kelimesinin anlamı tartışmaya açıktır; çünkü, ışığın hızı dahil, nesnelerin veya olayların hızının ölçülmesi doğrudan ışık hızından yararlanılarak yapılmaktadır. Kitabımızın sınırlarının çok dışına taşan bu cümlenin tartışmasını konunun uzmanlarına bırakarak bu ikinci cümlenin bu kümeye ait olup olamayacağını zamanın belirleyeceğini söyleyelim.
Örneklerden hemen görüyoruz. Sınırsız sayıda küme var. Üstelik yukarıdaki bazı örneklerde görülebileceği gibi sınırsız sayıda elemana sahip kümeler de var, hatta diyebiliriz ki bunların da sayısı sınırsızdır. O halde kaçınılmaz olarak kümelerin bazı elemanları ortak olmak zorunda.

Yani seçtiğimiz herhangi bir nesne bir özelliğinden ötürü bir kümeye girerken, diğer bir özelliği ile de başka bir kümenin elemanı olabilmektedir. Basit bir örnek seçelim.

On Yaşındaki Çocuklar - İlköğretim Okullarının Dördüncü Sınıflarında Okuyan Çocuklar: Bu iki kümenin elemanları büyük ölçüde birbiri ile çakışmaktadır. Çünkü on yaşındaki çocukların çok büyük bir kısmı ilköğretimin dördüncü sınıfında okumaktadır. Ancak okula gitmeyen on yaşındaki çocuklar ikinci örnekte yer almazken, okula geç başladığı için on iki yaşında dördüncü sınıfta okuyan bir öğrenci ise ilk kümede yer almayacaktır.

Bu örnek bizi ilginç bazı tanımlara getiriyor. Basit örneklerle bunları inceleyelim.
İKİ KÜMENİN ARAKESİTİ:
İki ayrı kümenin yalnızca ortak elemanlarından kurulan küme.  
Örnek: 

Birinci küme ’15 yaşından büyük insanlar’ kümesi olsun.
İkinci küme ’17 yaşından küçük insanlar’ kümesi olsun.

Arakesit Kümesi: ’ 16 yaşındaki insanlar’ kümesi olacaktır.
İKİ KÜMENİN BİRLEŞİMİ:
İki ayrı kümenin bütün elemanlarından kurulan küme.

Örnek:

Yukarıdaki kümeleri ele alırsak:

Birleşim Kümesi ‘Her yaşta insanlardan oluşan’ küme olacaktır.

BOŞ (SIFIR) KÜME:
Hiçbir elemanı olmayan bir kümeye bu ismi vereceğiz.

Örnek:

‘250 yaşındaki insanlar’ kümesi.
Burada ilginç bir durum var. ‘250 yaşındaki insanlar kümesi’ her ne kadar kendisi hiçbir elemana sahip değilse de ‘Her yaştaki insanlar kümesi’ içinde yer almak zorundadır. Çünkü ‘Her yaştaki insanlar kümesinde’ bir yaş sınırlaması yoktur.
DENK KÜMELER:
Bütün elemanları aynı olan iki kümeye birbirine denk kümeler denir. 
Örnek:

Birinci Küme ‘0 – 16(dahil) yaşındaki insanlar’ kümesi olsun.

İkinci küme ’17 yaşından küçük insanlar’ kümesi olsun.

Bu iki kümenin denk olduğu, yani tamamıyla aynı elemanlardan kurulu oldukları, açıktır.
TÜMLEYEN KÜME:
Bir kümede bulunmayan bütün elemanlardan kurulu küme.

Kuşkusuz bir kümenin tümleyenini (veya tümlecini) belirleyen en kolay yol verilen küme tanımının olumsuzlaştırılmasıdır. 

Örnek:

‘0 – 16(dahil) yaş grubundaki insanlar’ kümesinin tümleyeni ‘0 – 16(dahil) yaş grubunda olmayan insanlar’ kümesi olacaktır.
Tümleyen Küme tanımının bir belirsizlik içerdiğine dikkat edilmelidir. Bir örnek verelim ve varsayalım ki {1. 2. 3} kümesinin tümleyenini arıyoruz. Kuşkusuz bu üç eleman 1, 2 ve 3 ü içermeyen sınırsız sayıda küme düşünülebilir; işte birkaç örnek:

· {6, 7, 8, 9, 10} 
· {x(x>3, x((}

· {x(x>3, x((}

örnekleri istediğimiz kadar arttırabiliriz. Bu belirsizliği ortadan kaldırmak için şöyle bir yol izleyebiliriz.

GENEL (ÜNİVERSAL) KÜME:
Her çalışmanın başlangıcında, ö çalışmada tanımlayabileceğimiz bütün kümeleri içeren bir genel küme düşünebiliriz. İşte bu kümeyi bu isimle adlandırıyoruz.

Örnekler:

Yukarıda verdiğimiz ilk tümleyen küme örneğini göz önüne alalım:

‘0 – 16 yaş grubunda olan insanlar’ kümesinin tümleyeni ‘0 – 16 yaş grubunda olmayan insanlar’ kümesidir.
Bu önermede hangi insanların seçildiği belirtilmemiştir. Örneğin İstanbul’da yaşayan insanlar veya Türkiye’de ya da başka bir mekânda yaşayan insanlar seçildiğinde her iki kümenin de elemanları tamamen değişecektir.

Eğer incelediğimiz konu bütün Türkiye’de yaşayan insanlar ilgilendiriyorsa Genel Küme’mizi bütün Türkiye olarak seçmeliyiz; yok eğer çalışma alanımız, İstanbul ile sınırlı ise bu durumda Genel Küme olarak İstanbul’da yaşayan insanlar biçiminde seçebiliriz. Çalışmamızın gereksinimine göre ‘Dünyada Yaşayan İnsanlar’, ‘Taksim’de Yaşayan İnsanlar’, İstiklal Caddesi’nde Yaşayan İnsanlar’ gibi sınırsız sayıda Genel Küme seçeneğimiz olabileceği de açıktır.
İkinci tümleyen küme örneğimiz için de benzer şeyleri kolaylıkla söyleyebiliriz.

Örneğin yalnızca ilk on doğal sayıyı ilgilendiren bir çalışma yapıyorsak:

 {1. 2. 3} kümesinin tümleyeni {6, 7, 8, 9, 10} kümesi olacaktır.

Buna karşılık ilgilendiğimiz konu bütün doğal sayıları içeriyorsa:

{1. 2. 3} kümesinin tümleyeni {x(x>3, x((} kümesi olacaktır.
Genel küme bizim çalışmamızda bütün mümkün olaylar kümesi anlamına gelecektir.
Olasılık kavramını ise genel küme içinde yer alan beklenen olay sayısının, genel küme içindeki bütün olayların sayısına oranı olarak algılayacağız.
Şimdilik bütün Genel Kümelerimizin SAYILABİLİR olduğunu kabul ediyoruz.
KÜME İŞLEMLERİ:
Böylece Kümeler Kuramının temel tanımlarını ve bunların Olasılık Kuramı ile ilişkisini vermiş olduk. Bu tanımlardan yola çıkarak çok önemli sonuçlara ulaşabilmemiz mümkündür. Ancak daha önce, buraya kadar sözle ifade ettiklerimizi bir matematik notasyona dönüştürmemiz büyük bir kolaylık sağlayacaktır. Şimdi bu notasyon üzerinde anlaşalım.

· Bu kitapta kümeler, alfabenin büyük harfleri; elemanları ise alfabenin küçük harfleri veya rakamlar ile gösterilecektir. Her şeyden ve her türlü küme oluşturulabildiğine göre elemanlar bazen açıkça yazılarak anlatılacaktır.
· Kıvrımlı parantez {...} işareti de küme anlamına gelecek ve bu parantezin içinde küme elemanları yer alacaktır.
· Bir kümenin tümleyeni, o kümeyi belirten harfin üstüne T üst indisi konularak belirtilecektir.

· Genel (Üniversal) Küme U harfi ile gösterilecektir.
· Bir nesnenin bir kümeye ait olduğu ( işareti ile, olmadığı ise ( işareti ile belirtilecektir.

· İki kümenin denkliğini (eşitliğini değil) = işareti ile simgelenecektir.

· Boş Kümeyi ( işareti ile göstereceğiz. ( = { }

Örnekler:

1. {a, b, c}: Yalnızca a, b, c elemanlarından oluşan adlandırılmamış bir küme.
2. A={x(x((, x≠2} 2 haricinde bütün gerçel sayıları içeren –sonsuz sayıda elemana sahip- A adlı küme.
Kuşkusuz buradaki ( işareti de, bütün gerçel sayıları içeren özel bir kümeyi temsil etmektedir. 

Benzer biçimde ( işareti ile de Doğal Sayılar Kümesini göstereceğiz.
3. B={x(x((, x=2} Yalnızca 2 sayısını içeren –tek elemana sahip- B adlı küme.

4. C = {1, 3, 5, 7, 9, ...} Doğal tek sayılar kümesi; 
Bunu şöyle de ifade edebilirdik: {x(x=2n+1, n((}.
5. D = {5, 10, 15, ...} = {x(x=5n, n((}

6. E = {100 ve 100 den büyük bütün gerçel sayılar} = {x(x, x ( 100, x((}

7. F = {100 ve 100 den küçük bütün gerçel sayılar} = {x(x, x ( 100, x((}

8. G = {Alanı 1m2 den büyük karelerin alanları} = {s(s=a2, a>1, a((}

9. H = {İstanbul’daki ayakkabı mağazaları}

10.  I = {Birinci Ligdeki Futbol Takımları}

Arakesit ( işareti ile gösterilecektir. Yukarıdaki kümelere bakarak örneklersek:

1. E(F = {x(x=100}; Yalnızca 100 sayısını içeren tek elemanlı küme.

2. A(F = {x(x≠2,x(100,x((}; 2 hariç 100 ve 100 den küçük bütün gerçel sayıların oluşturduğu küme.

3. D(E = {x(x(100,x=5n,n((} = {x(x=5n, n(20,n((}
4. A(B = { } Boşküme.

Boşkümeyi özel bir simge ile göstereceğimizi söylemiştik: ( = { }. Buna göre A(B = { } = ( yazabiliriz. Örneklerimize devam edelim.
5. H(I = (
6. A(G = (
Birleşim ise ( işareti ile gösterilecektir. Yine yukarıdaki küme örneklerinden yararlanalım.

1. A(B = (
2. E(F = (
3. D(E = {x(x<100( x=5n, n((; x(100( x((}
4. {a.b.c}(B = {x(x=a,b,c ve 2} = {a,b,c,2}
Böylece elemanları kümeler olan bir çeşit yeni cebir kurguladık. 
Evet, tabii ki kümelerden oluşan bir veya birçok küme düşünülebilir. Hatta düşünülebilecek bütün kümeleri içeren bir küme de tanımlanabilir. (Bkz. RUSSELL Paradoksu, aşağıda)
Şimdi yukarıda kurguladığımız özel cebirin, yani küme işlemlerinin, bazı özelliklerini araştıralım. Varsayalım ki aşağıda kullanacağımız A, B, C kümeleri tamamen keyfi olarak seçilmiş herhangi kümelerdir.
Tanımlardan, şu ifadelerin doğruluğu hemen görülebilmektedir.

· A(A = A

· A(A = A

· A(( = A

· A(( = (
· A(​​ AT = U

· A( AT = (
· A(B = B(A

· A(B = B(A

· (A(B)(C = A((B(C)

· (A(B)(C = A((B(C)

Şimdi iki yeni tanım daha yapalım.

ALTKÜME:
Bir A kümesi belirlenmiştir. Yalnızca bu A kümesinin elemanlarını kullanarak oluşturduğumuz bütün A1, A2, ... kümeleri bu A kümesinin altkümesi olarak adlandırılır.
Kuşkusuz bu tanımı şöyle de yapabiliriz. Bir B kümesinin bütün elemanları, bir A kümesinin içinde yer alıyorsa B kümesine, A kümesinin altkümesi adı verilir.
Altküme işareti (  dir. Yani B, A nın altkümesidir tümcesi B( A biçiminde yazılır.

ÜSTKÜME:
Tabii ki yukarıdaki tanımı ters çevireceğiz.

Yani bir B kümesinin bütün elemanları bir A kümesinin içinde yer alıyorsa A kümesine, B kümesinin üstkümesi adı verilir.

Üstküme işareti ( dir. Yani A, B nın üstkümesidir tümcesi A( B biçiminde yazılır.

Örnekler:

1. A = {1, 2, 3, ...} = {x(x((} olarak verildiğini düşünelim. Bu kümede sınırsız sayıda alt küme bulabiliriz. Örneğin:

· A1 = {3, 4, 5}

· A2 = {Bütün çift doğal sayılar} = {x(x=2n, n((}
· A3 = {Bütün doğal sayıların kareleri} = {1, 4, 9, ...} = {x(x=n2, n((}

2. Amasya Elmaları ( Elmalar

3. Geometri ( Matematik

4. İnternet ( İletişim

5. Boşküme her kümenin alt kümesidir. Yani her A kümesi için ( ( A yazılabilir.
6. Genel küme, kendi içinden seçilmiş her kümenin üst kümesidir.

Örnekleri kolaylıkla çoğaltabiliriz. Şimdi altküme, üstküme ilişkilerine bakalım.

· Eğer B( A ise A(B = A ve A(B = B olmak zorundadır.

· A( (A(B) ve B( (A(B)
· (A(B) ( A ve (A(B) ( B

Çalışmamızın bu noktasında şu ilginç soruya değinmeliyiz.
‘Düşünülebilecek (ve düşünülemeyecek) bütün kümeleri içeren bir Üstün Üst Küme var mıdır?’
Ünlü RUSSELL PARADOKSU’nun başlangıcı olan bu sorunun cevaplanması çalışmamızın kapsamı dışındadır.
Bu çalışmada ele aldığımız kümeler her gün rastladığımız basit kümelerden ibarettir. Bu yüzden de bu biçimde ele alınan küme kuramına, Basit Küme Kuramı adı verilmektedir.
Bu paradokstan yakayı sıyırabilmek için de U Genel Kümemizi her zaman sınırları çok belirgin ve açık olacak bir biçimde belirleyeceğiz.
 KÜMELER ve OLASILIK:
Olasılık problemlerini incelerken Kümeler Kuramından yararlanmak önemli kolaylıklar sağlar. Dolayısıyla bu noktada küme kavramını bu açıdan ele almaya çalışacağız.

Yukarıda olasılık hesabı yaparken

‘paranın yazı gelmesi’, ‘zarın 2 gelmesi’, ‘torbadan kırmızı top çekmek’

gibi olayları ele almış ve bunlara ait olasılık değerlerini hesaplamıştık.

İşte bütün bu olayları artık kümelerimizin elemanları olarak düşüneceğiz. Diğer sözlerle bu kitapta ele alınacak kümelerin elemanları gerçekleşmesi mümkün ve muhtemel olan bunlar gibi olaylardan ibaret olacak.

Bu yaklaşım sonucunda Olasılık Kuramında kullanacağımız kümeleri şöyle adlandırabileceğiz.

Genel Küme: 
Gerçekleşebilecek (mümkün) bütün olayların her birini eleman veya altküme olarak kabul eden küme. Olasılık kitaplarında bu kümeye çok defa Örnekleme Uzayı veya Örnek Uzay adı verilmektedir.

Örneğin tek atışlı yazı-tura oyununda Genel küme, yazı gelme (Y) ve tura gelme (T) olaylarını içeren iki elemanlı bir kümedir. Yani bu halde U = {Y,T} yazabiliriz. İki atış halinde ise, eğer sıra gözetiliyorsa Genel Küme U{YY, YT, TY, TT} olacaktır; sıra gözetilmiyorsa U{YY, 2YT, TT} olmak üzere dört elemanlı bir kümeye dönüşecektir. Burada Y veya T harflerinin Yazı gelme olayını veya Tura gelme olayını simgelediğini tekrar belirtelim.

Zar atma olayında da benzer biçimde düşünerek, atılan zarın, bir gelmesi olayını (1), iki gelmesi olayını (2), ... biçiminde simgelersek Genel kümemiz U = {1, 2, 3, 4, 5, 6} olacaktır. Zarın ikili atılışında ya da iki zarın birlikte tek atılışında U = {1–1,1–2, ... 6–6} olmak üzere 36 elemanlı bir küme olacaktır.

Şimdi bu son örnekten yararlanarak tanımdaki ilginç ifadeye yani altküme sözüne açıklık getirelim. Varsayalım ki toplamı sekiz olan ‘olayları’ incelemek istiyoruz. Bunlar hemen görüyoruz ki 6–2, 5–3, 4–4, 3–5, 2–6 olaylarıdır ve hepsi doğal olarak U nun elemanlarıdır. Ama aynı zamanda bunları, toplamı sekiz olan olaylar kümesi biçiminde de adlandırabiliriz ve hatta bunlar yeni bir küme olarak tanımlayabilir ve örneğin A8 kümesi olarak adlandırabiliriz. Buna göre A8 = {6–2, 5–3, 4–4, 3–5, 2–6} olacaktır. Ayrıca A8 in bütün elemanları U nun elemanları olduğuna göre A8 U nun bir altkümesidir. Yani A8 ( A yazabiliriz.

Tümleyen Küme: 
Örneğimize devam edelim. Yalnız bu defa toplamı sekiz olmayan ‘olayları’ düşünelim. Toplamı sekiz olan bütün olayları A8 e yerleştirdiğimize göre, U nun içindeki bütün diğer ‘olaylar’ bu yeni kümeyi oluşturacaktır. Diğer sözlerle bu biçimde tanımladığımız küme A8 in Tümleyen Kümesi yani A8T olacaktır.

Burada ilginç bir durum ortaya çıkıyor. Zarlar atıldığında gelen sayıların toplamı ya sekizdir, ya da değildir ve başkaca bir mümkün olay yoktur. O halde A8 ( A8T = U olmalıdır ve ayrıca bu toplam hem sekiz, hem sekizden farklı olamaz. O halde A8 ve A8T nin hiçbir elemanı ortak değildir; öyleyse A8 ( A8T = ( olmak zorundadır.
VENN DİYAGRAMI:
Kümeler kuramının kolaylıkla anlaşılabilmesi için çok başvurulan bu yöntemde Genel Küme şekildeki gibi bir dikdörtgenle temsil edilir.

[image: image5.emf]U KÜMESİ


Genel küme içinden seçilmiş A, B, C, ... gibi kümeler bu dikdörtgenin içinde genel olarak daireler, yaylar veya doğrular biçiminde gösterilir. Örneğin bir Genel Kümede seçilmiş olan A, B ve C kümeleri aşağıdaki gibi gösterilebilir.
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Bu diyagram yardımıyla olasılık tanımımıza ‘simgesel’ bir anlam verebiliriz.
U nun alanı: Mümkün Olay Sayısı ile orantılı olsun.

A nın alanı: Beklenen A olayı sayısı ile orantılı olsun.

O halde, P(A) = A alanı/U alanı = A/U olacaktır.

Benzer şekilde P(B) = B/U ve P(C) = C/U yazabiliriz.
Bu gösterim biçimi yardımıyla pek çok kavramı zihnimizde kolaylıkla canlandırabiliriz. Birkaç örnek yapalım.

A kümesinin tümleyeni AT kümesi:

[image: image7.emf]A kümesi

A kümesi


P(AT) = AT/U
A ve B kümelerinin Birleşimi:
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P(A(B) = (A(B)/U
A ve B kümelerinin Arakesiti:
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P(A(B) = (A(B)/U
Görüldüğü gibi kümelerle ilgili birçok konu VENN Diyagramı sayesinde daha kolay anlaşılabilmektedir. 
KÜMELERİN ÖRTÜŞMESİ:
Aslında burada yalnızca sonlu veya sayılabilir sonsuz elemana sahip kümeleri ele alacağız ve dolayısıyla ÖRTME Problemi SAYMA Problemine dönüşecek. Örnekler vererek devam edelim.

Varsayalım ki elimizde 5 elemanlı bir A kümesi olsun. Bir de istediğimiz bir sayıdan başlayarak birer birer (istersek ikişer, üçer, ... olabilir) artan ya da azalan doğal sayılardan kurulu bir B cümlesi olduğunu düşünelim. Yani örneğin:

A = {a, b, c, d, e} ve B = {7, 8, 9, 10, ...} olsun.

Buna göre A kümesindeki her bir elemana B kümesindeki bir ve yalnız bir elemanın karşı gelmesini (tekabül etmesini) istediğimizi düşünelim. Bunu türlü biçimlerde tasarlayabiliriz. En basit iki yol şunlar olabilir:

a( 7, b( 8, c( 9, d( 10, e( 11
a( 9, b( 10, c( 11, d( 7, e( 8
Her ne şekilde tasarlarsak tasarlayalım, B kümesinin eleman sayısı A kümesinin eleman sayısına eşit oluyor. Yani A daki her elemana B de bir ve yalnız bir eleman tekabül ediyor. İşte, şimdilik, örtme kavramını bu örnekteki gibi algılayacağız. Bir örnek daha yapalım.

Varsayalım ki yine A = {a, b, c, d, e} kümesi verilmiştir. Ancak elimizde bir B kümesi yerine:

B1 = {4, 6} ve B2 = {1, 3, 5}

kümeleri mevcuttur. Bunlardan yalnız birinin A’ yı örtmek için yeterli olmadığı açıktır. Fakat bu iki kümenin birleşimi olan
B3 = B1(B2 = {1, 3, 4, 5, 6}
kümesini kullandığımız takdirde A kümesinin ‘örtüldüğü’ hemen görülebilir. Bunu VENN Diyagramı ile gösterelim.
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Aynı örnekle devam edelim. Bu defa varsayalım ki yukarıdaki B1 ve B2 kümelerinden başka, bir de, örneğin, B4 = {1, 3, 4, 5, 6, 7, 9} kümesi verilmiştir. Şu iki nokta hemen göze çarpmaktadır.

· B3 = B1(B2( B4 Yani B1 ve B2 nin birleşimi B4 ün bir alt kümesidir.
· A = {a, b, c, d, e} kümesi ile B4 arasında bir örtme ilişkisi kurulduğunda B4 ün bazı elemanları artmaktadır. Diğer sözlerle B4, A daha fazla eleman içermektedir; yani A dan daha büyük bir kümedir. Buna karşılık B3( B4 olduğuna göre B3 ile B4 kümelerinin arakesiti B3 kümesine denk olmalıdır (B3(B4( B3).

Aslında yukarıda söylenenler aşırı bir basitleştirme içeriyor. Konuyu biraz daha dikkatli ve genel düşünmek için, asıl problemimiz olan, olasılık değeri P(...) nin tanımlanmasına dönelim.
Varsayalım ki belirli bir U genel kümesi vardır. Bu kümenin elemanlarına veya alt kümelerine ve hatta kendisine bir P(...) değeri bağlamak istiyoruz. Acaba bu P(...) değerlerinin oluşturduğu küme nasıl olmalıdır ve U ile {P(...)} arasındaki ilişki nasıl kurulmalıdır?
Bu sorunun ayrıntılı ve genel bir cevabını vermek kuşkusuz bu çalışmanın sınırları dışındadır. Burada yalnızca genellikle uygulanan (klasikleşmiş) bir açıklama yapılacaktır.
Olasılık Kuramında bu P kümesi hemen daima 0 (dahil) dan 1 (dahil) e kadar gerçel sayılar kümesinden seçilir. Öyleyse P için, tanım olarak, şunları yazabiliriz.

P = {x( x( ( , 0 (  x( 1}

P(U) = 1

P(() = 0

Böylece P kümesini ve elemanlarını belirledik. Ancak U ( {P(...)} ilişkisini de belirlemeliyiz. Bunu da şöyle ifade ediyoruz.
U kümesinin her bir elemanına (veya alt kümesine ya da kendisine) bir ve yalnız bir P(...) değeri atanacaktır.

Burada şu noktaya dikkat edilmelidir. 

U ( {P(...)} ilişkisi tek değerlidir. Yani her u( U için bir ve yalnız bir P(u) değeri belirlenmiştir. 

Ancak bunun tersi doğru değildir. Yani {P(...)} ( U ilişkisi tek değerli olmak zorunda değildir. Diğer sözlerle, örneğin, u( U için belirlenmiş olan P(u) değeri kolaylıkla v ( U veya w ( U için de P(u) = P(v) = P(w) biçiminde geçerli olabilir. Bunun en basit örneği zar atma oyununda dürüst zarın altı yüzünün de gelme olasılıklarının 1/6 olmasıdır.
GENEL KÜME VE ALTKÜMELERİ:
Bu alt paragrafta, Kümeler Kuramının, olasılık hesaplamaları açısından nasıl kullanılabileceğini inceleyeceğiz.
Önce yukarıda söz ettiğimiz basit oyunlardan birini ele alalım; problemimizi Kümeler Kuramı ve VENN Diyagramı yardımı ile çözelim.
Zar Atma ve VENN Diyagramı:
Atılan zarın altı yüzünün de aynı olasılığa sahip olacağını kabul etmiştik; buna göre tek atışlı zar atma oyununu şöyle bir diyagramla gösterebiliriz.
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Şimdi U ile gösterdiğimiz bu VENN Diyagramını ve P(...) olasılık fonksiyonumuzu kullanarak zar atma oyunumuzun (problemimizin) matematik modelini oluşturalım.
Önce şu noktalara dikkat edelim. Bu diyagram ‘Mümkün Olayların Tümü’nü içermektedir; öyleyse bu U kümesi bizim problemimizin Genel Kümesidir. Genel kümemizin altı eşdeğerli elemanı vardır. Bu elemanların tümünün birleşimi U ya denktir. Yani:

O1( O3( ... (O6 = U yazabiliriz. 
Ancak her küme kendisini de içerdiği için kendi kendisinin bir altkümesidir ve her küme boş kümeyi de içerdiği için boş küme de bu Genel Kümenin altkümesidir.
1. Zar atılması halinde bu diyagram bir bütün olarak ortaya çıkacaktır. Diğer sözlerle altı elemanlı bir kümemiz vardır. ( P(U) = 1
2. Zar atılmaması halinde bu diyagram oluşmayacaktır. Diğer sözlerle sıfır elemanlı bir kümemiz olacaktır. ( P(() = 0

3. Diyagramda gösterildiği gibi kümemiz altı ‘olay’ içermektedir. Bu olayların her biri, tek atış düşünüldüğü için, diğerlerini engellemektedir. Diğer sözlerle tek atışta bu olaylardan biri ve yalnız biri gerçekleşebilir.

4. Bu altı olayın her birinin gerçekleşme olasılığı eşittir. 

( P(1)=P(2)=P(3)=P(4)=P(5)=P(6)=1/6
Yukarıdaki modeli şöyle de özetleyebilirdik. Altı elemanlı ZA kümemizden eleman seçiyoruz:
· Hiçbir elemanı seçmiyoruz (zar atılmıyor). ( P(() = 0

· Herhangi bir elemanı seçiyoruz (zar atılıyor –ne gelirse gelsin-).( P(U) = 1
· Belli bir elemanı seçiyoruz (zar atılıyor –x{1,2,3,4,5,6 dan biri} gelsin-) P(x) = 1/6
Tabii burada çok dikkat etmemiz gereken bir nokta var. İncelediğimiz örnekteki O1, O2, ... gibi olayların herhangi birinin gerçekleşmesi halinde diğer olayların gerçekleşmesi mümkün değildir. Diğer sözlerle zar atıldığında eğer, örneğin, 2 gelmişse yani O2 gerçekleşmişse artık –o atış için- O1, O3, ... O6 olanaksızdır. Böyle olaylara birbirine engel olaylar adını vereceğiz. Diyagramdan da görüldüğü gibi O1, O2. O3, ... O6 olaylarının arakesiti boştur. Yani

O1( O3( ...( O6 = ( yazabiliriz.

Şimdi şöyle bir olay tanımlayalım:
O3–5 = ‘Tek atışlı zar atma oyununda, örneğin, 3 veya 5 gelmesi’.
Diyagramımızdan hemen görüyoruz ki P(O3–5) =P(O3) + P(O5) = 2/6 = 1/3 olmalıdır. 
Başka bir olay tanımlayalım:

O1–2–4 = ‘Tek atışlı zar atma oyununda, örneğin, 1 veya 2 veya 4 gelmesi’.

Yine diyagramımızdan hemen görüyoruz ki P(O1–2–4) = P(O1) + P(O2) + P(O4) = 3/6 = 1/2 
Birbirine engel olayların –asla aynı anda gerçekleşemeyecek olayların- iki ya da ikiden fazlasının oluşturduğu bir grubun (alt kümenin) olasılığına Ortak Olasılık adını veriyoruz. Yukarıdaki örneklerden ilkinde ‘3 veya 5 gelmesi’  ya da ikincide ‘1 veya 2 veya 4 gelmesi’ olasılığı için bulduğumuz değerler bu altkümeler için bir ortak olasılık değeridir. Kuşkusuz unutulmamalıdır ki –zar atıldığında- bu grubun içinde toplanmış olan olaylardan yalnız ve yalnız bir teki gerçekleşecektir.
VENN Diyagramı çizerek olayı daha net görelim. Yalnızca ilk örneği çizeceğiz,
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Görüldüğü gibi VENN Diyagramı olasılıkların toplamı kuralını, her olayın diyagramda simgesel olarak gösterilen alanlarının toplamı ile bütün mümkün olayların, yani U nun, alanı arasında oransal bir ilişki kurmamızı sağlayarak, anlamamızı kolaylaştırıyor.

Başka bir örnek alalım.
Varsayalım ki bir torbada üçü mavi, üçü sarı altı top vardır. Her iki renkteki toplar 1-2-3 olarak numaralandırılmıştır. Yani aşağıdaki gibi bir U Genel Kümemiz olsun.

[image: image13.emf]
Mümkün olaylar listesi diyagramda listelenmiştir.
Şu olasılıklar açıkça görülmektedir.

P(1) =P(2) = P(3) = 1/3

P(sarı) = P(mavi) = 1/2

Şimdi bu basit örneği kullanarak yukarıdaki temel kurallara yeniden ulaşmaya çalışalım.

Torbadan bir tek top çektiğimize göre bu ya sarı olacaktır, ya da mavi. Çünkü çektiğimiz top örneğin sarı ise mavi olamaz(!). Diğer sözlerle sarı veya mavi top çekme birbirini engelleyen olaylardır.
Buna göre torbadan bir çekişte, örneğin, 3 bulma (O3)  olasılığımız:
P(sarı-3) + P(mavi-3) = 1/6 + 1/6 = P(sarı veya mavi -3) = P(O3) = 1/3

olacaktır. Bunu küme notasyonu ile ifade edelim.
O3 = Osarı - 3( Omavi - 3
Torbadan çektiğimiz top 1 – 2 – 3 ten biri olmak zorundadır. Yani O1, O2, O3 birbirini engelleyen veya ayrık olaylardır.
Öyleyse torbadan bir çekişte, örneğin, sarı top bulma olasılığımız:

P(sarı-1) + P(sarı-2) + P(sarı-3) = 1/6+1/6+1/6 = P(sarı - 1 veya 2 veya 3) = P(sarı) = 1/2
olacaktır. Bunu da küme notasyonu ile yazalım.
OSarı = Osarı - 1( Osarı - 2( Osarı - 3
Şimdi şunu soralım. Torbadan sarı ve 2 li top çekme olasılığımız nedir? 

Hemen görüyoruz ki burada birbirini ‘bağlayan’ iki beklentimiz var:  çektiğimiz topun hem sarı hem ikili olmasını istiyoruz.

Öyleyse bu topun önce sarı olması şartının gerçekleşmesini ve sonra da sarı toplar içinden 2 li top çıkmasını istiyoruz demektir. Yani

P(sarı – 2) = P(sarı)P(2) = (1/2)(1/3) = 1/6

olmalıdır. Kuşkusuz bu koşulların yerini değiştirebiliriz ve aynı sonucu:

P(2 – sarı) = P(2)P(sarı) = (1/3) (1/2) = 1/6

olarak yeniden elde edebiliriz. Bunu küme notasyonu ile yazarsak:
Osarı 2 li = Osarı( Oikili
Şimdi başka bir soru soralım. Torbadan sarı veya 2 li top çekme olasılığımız nedir?
Bu sorunun ifadesi ile önceki sorunun ifadesini karşılaştırdığımızda hemen şunu görüyoruz. Önceki soruda kullanılan ve sözcüğünün yerine veya sözcüğü gelmiştir. İlk soruda beklenen olayın hem sarı hem ikili bir top olarak düşünülmesine karşın bu soruda beklenen olayda topun ne renk olursa olsun ikili olması ve/veya kaç olursa olsun sarı olması istenmektedir.

VENN Diyagramımızda gösterelim.  
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Çektiğimiz topun sarı veya 2 li olmasını mümkün kılan olaylar diyagramda
· 3 adet sarı

· 2 adet 2 li

olarak hemen gözleniyor. Ama bütün beklenen olaylar bunların toplamı olan beşe mi eşit? Hayır; çünkü sarı 2 li yi bir defa 2 li lerin içinde bir defa da sarı ların içinde, yani iki defa saydık. Çünkü Sarı ve ikili olmak birbirini engelleyen olaylar değil. Örnekte de görüldüğü gibi bir top hem sarı hem de ikili olabilir. Şu halde bunların birini çıkartmamız lazım. 

Öyleyse bu problemde:
Beklenen olay sayısı = 3 adet sarı lı + 2 adet iki li – bir adet sarı iki li = 4
olmalıdır. Bunu küme notasyonu ile ifade eldim.
Os = {Sarı lı top gelme olayı}

Oi = {İki li top gelme olayı}

OSarı veya iki li (Sarı lı veya iki li top gelme olayı} = Os( Oi - Os ( Oi
P(Sarı veya ikili) = P(Os( O2) – P(Os ( O2) = P(Os ) + P(O2 ) – P(Os ( O2) 

P(Sarı veya ikili) = 3/6 +2/6 – 1/6 = 4/6
Şimdi benzer bir yöntemle olasılıkların çarpımı kuralını da anlamaya çalışalım. Şöyle bir örnek düşünelim.

‘Bir zarın üst üste iki defa (veya iki zarın birlikte bir defa) atılması halinde, örneğin 5-5 gelmesi’  = O5-5  olayının olasılığını yani P1-2(O5-5 ) değerini hesaplayalım.

Problemimiz iki aşamalıdır. Birinci aşamada yani ilk atışta önceki problemden farksız bir durumla karşılaşıyoruz. Yani birinci atışta O5 in gerçekleşmesini bekliyoruz. Dolayısıyla diyagramımız ve sonuç, yukarıda açıklandığı biçimde,

	1
	2
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	4
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	6


P1(O5) = 1/6 olacaktır. 

İkinci aşamada, yani zarın ikinci atılışında artık önceki atılıştaki altı olasılıktan birinin yani O5 in gerçekleşmiş olduğunu kabul ediyoruz çünkü O5 ilk atılışta gerçekleşmeseydi ikinci atışa gerek dahi kalmayacaktı. Şu halde 1/6 olasılıkla yolumuza devam ediyoruz, ve yine O5 in gerçekleşmesini bekliyoruz.

Bu durumu VENN Diyagramı ile göstermek istersek şöyle bir şema düşünebiliriz.
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İlk atışta O5 olayı gerçekleşirse ve ancak bu durumda ikinci atışın anlamı vardır ve bu durumda da O5 gerçekleşmesi istenmektedir; ikinci atıştaki O5 gerçekleşme olasılığı da, doğal olarak, yine P2(O5) = 1/6 dır.

Buna göre ikinci atışın anlam taşıması ancak birinci atışta O5 gerçekleşmesine bağlıdır. Öyleyse ikinci atışta birinciden ayrık ya da onu engelleyici değil tam tersine ona bağlı bir olayı inceliyoruz demektir. Diğer sözlerle ikinci atışın anlamlı olması, birinci atışta O5 in gerçekleşmesi şartına bağlıdır. Böyle olasılıklara şartlı veya birbirine bağlı olasılıklar adını vereceğiz.

Şartlı olasılıklar halinde şartın gerçekleşmesi (O5)1 olasılığı ile beklediğimiz olayın gerçekleşmesi (O5)2 birbirini izlemek zorunda olacağına göre bunların ayrı ayrı olasılıklarının çarpımını almamız gerekmektedir. Buna göre:

O5–5 olayının gerçekleşme olasılığı: P1–2(O5–5) = P1(O5)P2(O5) = (!/6)(1/6) = 1/36 olmalıdır.
KOŞULLU (BAĞLI) OLASILIK:
Yukarıdaki çeşitli örneklerde karşılaştığımız gibi ‘birden fazla koşul’ altındaki olasılıkların genel adıdır. Ancak Olasılık ve İstatistik Literatüründe daha çok ‘iki’ koşul altındaki olasılıklara verilen bir isim olarak görülmektedir. Bu iki koşuldan birine A diğerine B dersek A ile B nin aynı anda (A ve B) gerçekleşmeleri olasılığı söz konusudur.
Günlük hayatımızda sürekli olarak kullandığımız bir kavramdır. Örneklersek:

· Güzel (B) bir Pazar (A) günü. Burada yılın 365 gününden 52 tanesini yani Pazar günlerini (A) seçiyoruz ve bunların içinden de güzel havalı (B) olanlarını ayırıyoruz. Yani hem günlerden Pazar olsun (A gerçekleşsin) hem de hava güzel olsun (B gerçekleşsin) yani A ve B birlikte gerçekleşsin istiyoruz.
· Genç kadın. Bütün insanlar kümesinden önce kadınları (A) seçiyoruz, sonra bunlardan genç (B) olanları ayırıyoruz.
· Taksim’den geçen (B) otobüsler (A).
Koşullu olasılığı şöyle gösteriyoruz.
P(B/A): A gerçekleştiği takdirde B nin gerçekleşme olasılığı.

P(A/B): B gerçekleştiği takdirde A nin gerçekleşme olasılığı.

İlk bakışta sanki P(A/B) = P(B/A) olmalıdır gibi görünüyor. Ancak bunun her zaman doğru olmadığını aşağıda göreceğiz.

Şimdi VENN Diyagramını kullanarak önce P(B/A) yı sonra da P(A/B) yi hesaplayalım.
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P(B/A) yı hesaplarken şöyle düşüneceğiz. A nın gerçekleşmesi şartı altında B nin gerçekleşmesini beklediğimize göre ve A gerçekleşmedikçe B nin gerçekleşip gerçekleşmemesinin önemi olmadığına göre artık Bütün mümkün olaylar kümemiz A dan ibarettir.  Beklenen olaylar ise diyagramda yeşille gösterilen ve ‘A nın içinde gerçekleşen’ B olayları yani A ve B alanıdır. Benzer mantık zincirini P(A/B) için de kullanabiliriz.  O halde istediğimiz ifadeler şöyle yazılabilir.
A koşulu altında B nin gerçekleşme olasılığı ( P(B/A) = P(A(B)/P(A), P(A) ( 0
B koşulu altında A nın gerçekleşme olasılığı ( P(A/B) = P(A(B)/P(B), P(B) ( 0
Bulduğumuz basit görünümlü bu ifadeleri bir az daha yakından inceleyelim. Bu amaçla yine VENN Diyagramını kullanalım ve gerçekleşebilecek şıkları sırayla inceleyelim. 
1. Önce yukarıda incelediğimiz hali düşünelim.
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    Burada yeni bir şey yok; formüllerimizi tekrarlayalım.
       A koşulu altında B nin gerçekleşme olasılığı ( P(B/A) = P(A(B)/P(A), P(A) ( 0

       B koşulu altında A nın gerçekleşme olasılığı ( P(A/B) = P(A(B)/P(B), P(B) ( 0

2. Bu halde varsayalım ki B( A dır. Bu halde diyagramımızı çizelim.
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Şekilden görüldüğü gibi A(B = B dir. Öyleyse P(A(B) = P(B) dir. Formüllerimizi yazalım.
A altında B nin gerçekleşme olasılığı ( P(B/A) = P(B)/P(A), P(A) ( 0

B altında A nın gerçekleşme olasılığı ( P(A/B) = P(B)/P(B) = 1, P(B) ( 0
3. Bu halde varsayalım ki A( B dir. Diyagramda ve formüllerimizde A ile B yer değiştirecektir.  Yazalım.

 A altında B nin gerçekleşme olasılığı ( P(B/A) = P(A)/P(A) = 1, P(A) ( 0

 B altında A nın gerçekleşme olasılığı ( P(A/B) = P(A)/P(B), P(B) ( 0

4. Bu halde A( B = ( kabul edeceğiz. Diyagramımızı çizelim.
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Şekilden de görüyoruz. A( B = ( Öyleyse Olasılık sayısı P(...) yi tanımlarken söylediğimiz gibi P(() = 0 yazmamız lazım. Gerçekten de şekil bize A ve B nin bir ortak elemanı olmadığını gösterdiğine göre bu ortak elemanın gerçekleşme olasılığı sıfır olmalı. Ancak ne yazık ki benim görebildiğim bütün olasılık ve istatistik metinlerde böyle yapılmamakta ve P(A(B) ye, genelde sıfırdan farklı,  bir değer verilmektedir.
Burada uygulayacağımız mantık zinciri şöyle: A ya ait bir a( A elemanının gerçekleşmesini beklediğimizi varsayalım. Bunun olasılığı kuşkusuz
P(a) = A/U 
olacaktır. Bunu bulurken sanki B olayları hiç yokmuş gibi düşündük ve VENN Diyagramımız sanki aşağıdaki biçimdeymiş gibi hesap yaptık. Çünkü diyagramdan, A olayının gerçekleşmesi ile B olayının gerçekleşmesi arasında hiçbir ilişki olmadığını görüyoruz. Diğer sözlerle U nun A dışındaki bölümünde B ister gerçekleşsin ister gerçekleşmesin U içinde A nın gerçekleşme olasılığını hesaplamaya çalışıyoruz.
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Bu düşünce tarzına göre, B nin gerçekleşmesi ya da gerçekleşmemesi A nın gerçekleşmesini etkilemeyeceğine, yani A nın olasılığını değiştirmeyeceğine göre:

P(A/B) = P(A) = A/U
Şimdi soralım ‘B ye ait bir eleman olan b( B nin gerçekleşmesi olasılığı nedir?’ Doğal olarak bu olasılığı hesaplarken de A hiç yokmuş ve VENN Diyagramımız aşağıdaki gibiymiş gibi hesap yapacağız ve benzer bir sonuç bulacağız.
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P(b) = B/U

Benzer şekilde B nin gerçekleşmesi A ile ilintili olmadığına göre:
P(B/A) = P(B) = B/U

Böylece a( A ve b( B olaylarının ayrı ayrı gerçekleşme olasılıklarını hesaplamış olduk. 
Bunlardan biri gerçekleştikten sonra ikincinin gerçekleşme olasılığı ise, yukarıdaki örneklerde açıklandığı gibi, bu olasılıkların çarpılması ile elde edilecektir. Bu olasılığın gerçekleşmesinde sıranın önemi olmadığı da yukarıdaki hesaplama işleminde açıkça görülmektedir. O halde sonucu yazalım.
P(A(B) = P(B(A) = P(A)P(B)
Böylece bulduğumuz bu son ifade birbiri ile, aynı genel kümeden seçilmek dışında, ilintisi ya da ilişkisi bulunmayan A ve B olaylarının birlikte gerçekleşmesi olasılığını vermiş oldu.

Bu nedenle bu ifadeye İstatistik Bağımsızlık Koşulu adını verebiliriz.
Birkaç örnek problem çözerek konuyu daha açık hale getirmeye çalışalım.
1. Toplam nüfusu 1000 kişi olan bir kent düşünelim. Kentte yaşayanların her yaştan 600 kadın ve 400 erkekten oluştuğunu varsayalım. Yine varsayalım ki çok eşliliğin bilinmediği bu kentte 350 evli çift vardır. Şimdi bu kentten tamamen rast gele bir tek kişi seçelim ve bu kişi için çeşitli olasılıkları hesaplayalım.
Seçtiğimiz kişi:
a) E = Erkek olsun. ( P(E) = 400/1000 = 0.4

b) K = Kadın olsun. ( P(K) = 600/1000 = 1 – 0.4 = 0.6
c) V = Evli olsun ( P(V) = (2x350)/1000 = 0.7
d) B = Bekâr olsun ( P(B) = 1 – 0.7 = 0.3
Bunlar akla gelen bazı basit olasılıklar; kuşkusuz benzer başka basit örnekler de bulunabilir.
Bazı kesişim değerlerini hesaplayalım.

· EK = Hem erkek hem kadın olmak ( P(E(K) = 0

· BV = Hem evli hem bekâr olmak ( P(B(V) = 0

· EV = Erkek ve evli olmak ( P(EV) = P(E(V) = 350/1000 =0.35

· KB = Kadın ve bekâr olmak ( P(KB) =P(K(B) = 250/1000 = 0.25  
Şimdi bazı koşullu olasılıkları hesaplayalım.

Seçtiğimiz kişi:

a) Bir erkek seçelim evli olma şansı nedir?
P(V/E) = P(E(V)/P(E) = 0.35/0.4 = 0.875
İlginç bir sonuç bulduk. Topluluğumuzda evli ve erkek olanların sayısı 350 olduğuna göre rasgele birini seçtiğimizde bunu evli bir erkek olma şansı önceki örnekte de belirtildiği gibi P(EV) = 0.35 olması doğaldır. Ancak topluluktan bir erkek seçtikten sonra bu kişinin evli olma olasılığı P(V/E) = 0.875 olarak bulunuyor.

b) Bir evli seçelim erkek olma olasılığı nedir?

P(E/V) = P(E(V)/P(V) = 0.35/0.7 = 0.5

Yine ilginç bir sonuç bulduk. Aslında pek de ilginç değil. Çünkü evli bir kişi seçiyoruz ve bunun erkek olma olasılığını araştırıyoruz; dolayısıyla sonuç ya erkek ya da kadın olacağına göre olasılığımız 0.5 olarak bulunmuş oluyor.
Bu örnekte P(E/V) ( P(V/E) olduğu açıkça görülüyor.

c) Bir kadın seçelim evli olma olasılığı nedir?

P(V/K) = P(V(K)/P(K) = 0.35/0.6 = 0.583
d) Bir evli seçelim kadın olma olasılığı nedir?
P(K/V) = P(V(K)/P(V) = 0.36/0.7 = 0.5

Örneğimizi biraz genişleterek yeniden ele alalım.
2. Toplam nüfusu 1000 kişi olan bir kent düşünmüş ve bu kentte yaşayanların her yaştan 600 kadın ve 400 erkekten oluştuğunu, çok eşliliğin bilinmediği bu kentte 350 evli çift bulunduğunu varsaymıştık. Şimdi kabul edelim ki bu kentteki, 400 erkek ve 300 kadın, toplam 700 kişi çeşitli biçimlerde ekonomik üretim yapmaktadır. Bunlara üretici (Ü) diyelim. Buna karşılık kentteki herkes, doğal olarak tüketicidir. Bunlara da (T) diyelim. Yine kabul edelim ki evli erkeklerin tümü ve evli kadınların 200 tanesi üreticidir. Buna göre geri kalan 150 bekâr üreticinin 50 si erkek ve 100 ü kadın olacaktır.
Şimdi bu kentten tamamen rast gele bir tek kişi seçelim ve bu kişi için çeşitli olasılıkları hesaplayalım.

Kuşkusuz birinci örnekteki olasılık değerleri aynen devam edecektir. Bunları tekrar yazacağız ve yeni olasılıklarımızı ekleyeceğiz.

Buna göre seçtiğimiz kişi:

a) E = Erkek olsun. ( P(E) = 400/1000 = 0.4

b) K = Kadın olsun. ( P(K) = 600/1000 = 1 – 0.4 = 0.6

c) V = Evli olsun ( P(V) = (2x350)/1000 = 0.7

d) B = Bekâr olsun ( P(B) = 1 – 0.7 = 0.3

e) Ü = Üretici olsun ( P(Ü) = 700/1000 = 0.7

f) T = Tüketici olsun ( P(T) = 1000/1000 = 1
Şimdi yukarıdaki bazı kesişim değerlerini de yeniden yazalım ve yenilerini hesaplayalım.

· EK = Hem erkek hem kadın olmak ( P(E(K) = 0

· BV = Hem evli hem bekâr olmak ( P(B(V) = 0

· EV = Erkek ve evli olmak ( P(EV) = P(E(V) = 350/1000 =0.35

· KB = Kadın ve bekâr olmak ( P(KB) =P(K(B) = 250/1000 = 0.25
· ÜT = Hem üretici hem tüketici olmak ( P(ÜT) = P(Ü(T) = 700/1000 = 0.7

· KÜ = Kadın ve üretici olmak ( P(KÜ) = P(K(Ü) = 300/1000 = 0.3
· BT = Bekâr ve tüketici olmak ( P(BT) = P(B(T) = 300/1000 = 0.3

· BÜ = Bekâr ve üretici olmak ( P(BÜ) = P(B(Ü) = 150/1000 = 0.15

· ÜE = Üretici ve erkek olmak ( P(ÜE) = P(Ü(E) = 400/1000 = 0.4
Bu örnekte üçlü arakesitler de var. Bunlardan da birkaç tane yazalım.

· EBÜ = Erkek, bekâr ve üretici olmak ( P(EBÜ) = P(E(B(Ü) = 50/1000 = 0.05
· KBT = Kadın, bekar ve tüketici olmak (P(KBT) = P(K(B(T) = 250/1000 = 0.25

Listeyi biraz daha uzatabiliriz. Şimdilik burada bırakalım ve bazı koşullu olasılıkları hesaplayalım.

a) Bir erkek seçelim üretici olma olasılığı nedir?
P(Ü/E) = P(Ü(E)/P(E) = 0.4/0.4 = 1

Aslında bu sonucu zaten biliyorduk. Çünkü seçtiğimiz toplumda 400 erkek vardı, sonra kabul ettik ki 400 üretici erkek var.

b) Bir üretici seçelim erkek olma olasılığı nedir?
P(E/Ü) = P(Ü(E)/P(Ü) = 0.4/0.7 = 0.571
c) Bir erkek seçelim hem üretici hem bekâr olma olasılığı nedir?
P(BÜ/E) = P(BÜ(E)/P(E)= P(B(Ü(E)/P(E) = 0.05/0.4 = 0.125
d) Bir kadın seçelim hem bekâr hem tüketici olma olasılığı nedir?
P(BT/K) = P(BT(K)/P(K) = P(K(B(T)/P(K) = 0.25/0.6 =0.417
Yukarıdaki örneklerde hep bir kişi seçtik. Aslında bu örnekten yararlanılarak kurulabilecek problemlerde, günlük hayatımızda çok sık karşılaştığımız, birden çok kişi seçmek yani bir anlamda takımlar oluşturmak çok daha ilginçtir.
Özel bir sınıf oluşturan bu problemlere TAKIM (KOMİTE) PROBLEMLERİ denilmektedir. Dikkat edilirse Takım problemleri aynı anda birden çok zar atmaya benzeyen çok hamleli olasılık problemleridir.

Takım problemlerinde dikkatle gözlenmesi gereken bir özellik şudur. Takımın üyeleri birer birer seçildikçe geriye kalanların seçimi sırasında örnek uzay ya da Genel Küme U nun küçülmesidir. 
Gerçekten de örneğin 4 erkek 6 kadından oluşan bir genel kümeden:

Birinci kişiyi seçtiğimizde: P(K) = 6/10, P(E) = 4/10 iken, ikinci kişinin seçiminde,

· Birinci kişi erkekse P(K) =6/9, P(E) = 3/9

· Birinci kişi kadınsa P(K) = 5/9, P(E) = 4/9

olacağı açıktır.

Aynı problemi yukarıdaki örnekte olduğu gibi 400 erkek ve 600 kadından oluşan bir genel kümede ele aldığımız zaman,

· Birinci kişi erkekse P(K) = 600/999, P(E) = 399/999
· Birinci kişi kadınsa P(K) = 599/999, P(E) = 400/999

olarak bulunmaktadır.

Eğer yaptığımız olasılık hesabı, örneğin. 600/999 ( 0.6006, 599/999 (  0.5996 değerlerini 0.6 olarak kabul etmemize izin verecek hassasiyette ise yani diğer sözlerle Genel Küme yeteri kadar büyük fakat seçilecek Takım yeteri kadar küçükse bu etki ihmal edilebilir. Biz de aşağıdaki örneklerde aynı yaklaşıklığı geçerli sayacağız.

Şimdi problemlerimize geçelim.

3. Birinci problemi yeniden yazalım.
Toplam nüfusu 1000 kişi olan bir kent düşünelim. Kentte yaşayanların her yaştan 600 kadın ve 400 erkekten oluştuğunu varsayalım. Yine varsayalım ki çok eşliliğin bilinmediği bu kentte 350 evli çift vardır. Şimdi bu kentten tamamen rast gele bazı takımlar seçelim ve bu takımlar için çeşitli olasılıkları hesaplayalım.

Rasgele iki kişi seçelim.

a) İki erkek seçme olasılığımız nedir?

Bu soru aslında şöyle algılanabilir. İlk seçtiğimiz kişinin erkek olma olasılığı nedir ve bu erkekse ikincinin erkek olma olasılığı nedir?

Sorunun cevabı basittir. P(E/E) = P(E)P(E) = 0.4*0.4 = 0.16

b) İki kadın seçme olasılığımızı da hesaplayalım.

P(K/K) = P(K)P(K) = 0.6*0.6 = 0.36

c) Bir erkek bir kadın seçme olasılığımız nedir?

Bu sorunun cevabı ilginç; çünkü bu seçimi Erkek+Kadın veya Kadın+Erkek biçiminde yapabiliriz. 

P(E/K) + P(K/E) = 2P(E)P(K) = 2*0.4*0.6 = 0.48   {E(K = (}

Yukarıdaki üç şıkkın sonuçlarının toplamı, doğal olarak, bire eşittir.

d) İki erkek seçelim, birinin üretici diğerinin tüketici olma olasılığı nedir?
Erkeklerin tümünü üretici varsaydığımıza göre: E(Ü = E
Kentteki herkes tüketici olduğuna göre E(T = E

P(Ü/E) = P(E(Ü))P(E) =P(E)/P(E) = 1

P(T/E) = P(E(T))P(E) =P(E)/P(E) = 1


  Doğal olarak her iki erkek de hem üretici hem de tüketici olacaktır.
BAYES KURALI:
Bu alt paragrafta yukarıda bulduğumuz Koşullu Olasılık bağıntısını kullanarak yeni bir sonuç elde edeceğiz.

Yukarıda:

P(A/B) = P(A(B)/P(B) ve P(B/A) = P(A(B)/P(A)
ifadelerini bulmuştuk. Şimdi bu iki ifadeden şunu yazalım:
P(A/B)P(B) = P(A(B) = P(B/A)P(A)

P(A/B)P(B) = P(B/A)P(A)

İlginç bir sonuç bulduk; bunu inceleyeceğiz. Yalnız şimdi bir adım daha atalım ve aradığımız asil bağıntıyı yazalım.
P(A/B) = P(B/A)P(A)/ P(B)
Veya

P(B/A) = P(A/B)P(B)/ P(A)
Böylece BAYES KURALI nı elde etmiş olduk.

Şimdi, yukarıdaki ikinci örnekten yararlanarak BAYES Kuralını uygulama amaçlı bir örnek yapalım.

Yukarıdaki örnekte,

· Bir erkek seçtiğimizde bunun üretici olma olasılığını 

P(Ü/E) = P(Ü(E)/P(E) = 0.4/0.4 = 1

· Bir üretici seçtiğimizde bunun erkek olma olasılığını

P(E/Ü) = P(Ü(E)/P(Ü) = 0.4/0.7 = 0.571

olarak hesaplamıştık.

Şimdi BAYES Kuralı Yardımıyla, Örneğin, P(Ü/E) değerini hesaplayalım.
P(Ü/E) = P(E/Ü)P(Ü)/P(E) = (0.571)(0.7)/(0.4) = 0.999

Yuvarlatma hatalarından dolayı daha önce 1 olduğunu bulduğumuz bu değeri bu defa 0.999 olarak elde ettik.
ÇOK PARÇALI GENEL KÜMELER:
Yukarıdaki örneklerde U Genel Kümesini, çok basit bir biçimde, iki ya da üç altkümeden ibaretmiş gibi ele aldık. Halbuki gerçek hayatta karşılaşabileceğimiz Genel Kümelerin pek çok hatta sınırsız sayıda alt kümesi olduğu düşünülebilir.

Bir Genel Küme seçelim ve ne demek istediğimizi açıklamaya çalışalım. Varsayalım ki Genel Kümemiz bizim mahallede oturan insanlardır. (Herkes kendi mahallesini düşünebilir.) Bu kümeden bir e elemanı seçelim ve özelliklerine bakalım.

Seçtiğimiz eleman, örneğin:

· Kadın (e( AK) veya erkek (e( AE) olabilir.

· Herhangi bir yaşta olacaktır. Yaş gruplarına göre 1 den 100 e kadar herhangi bir altkümeye girecektir.

· Belli bir yıllık geliri olacaktır. Bu gelirin miktarına göre sıfırdan, çok milyon YTL değerlerine kadar yapılabilecek bir sınıflandırmada mutlaka bir altkümeye girecektir.

· Bağlı olduğu aile kendisinden ibaret olabileceği gibi, iki, üç veya daha çok bireyden oluşacak; yani aile bireyleri sayısına göre mutlaka bir altkümenin elemanı olacaktır.
· Yaşadığı evin sahibi, kiracısı ya da konuğu olacak yani bu altkümelerden birine girecektir.

· Futbola ilgili ya da ilgisiz olacak, ilgili ise tuttuğu futbol takımını tutanlar altkümesine girecektir.

· Doğduğu tarihe göre belli bir astrolojik burca bağlı olduğu düşünülecek, yani mutlaka bir astrolojik altkümenin elemanı olacaktır.

Bu sınıflandırma örneklerini istediğimiz kadar arttırabileceğimiz açıktır. Hatta kolaylıkla söyleyebiliriz ki sınırsız sayıda sınıflandırma mevcuttur.
Bu sınıflandırmaların bazıları, (Erkek/Kadın gibi) zamandan bağımsız iken diğerleri zamanla mutlaka değişecektir. Örneğin kimse belli bir yaş grubunda bir yıldan fazla kalamayacak, aile bireylerinin sayısı doğum ölüm ayrılma gibi nedenlerle değişecek, kiracılar ev sahibi olacak ve bunun gibi…(Tabii FB yi tutanlar asla GS lı veya BJK lı olamayacaktır!)

Belli bir sınıflandırma seçildiğinde, bunun kaç sınıftan ibaret olacağı da sınırlandırılmış değildir. Erkek/ Kadın sınıflandırmasında net olarak iki sınıf varken; örneğin yıllık gelir sınıflamasında seçilen gelir aralığı dilimlerinin büyüklüğüne göre istediğimiz kadar altküme oluşturabileceğimiz açıktır.

Seçtiğimiz bu basit Bizim Mahalle Genel Kümesi örneğinden görüyoruz ki buraya kadar yaptıklarımızı daha genel ve daha kullanışlı bir biçime sokmamız gerekmekte. Şimdi bunu yapmaya çalışalım.

Bir U genel küme düşünelim ve varsayalım ki A1, A2, A3, ... bu kümenin alt kümeleridir. Yani

A1( U, A2( U, A3( U, ...

olarak verilmiştir.
İndis Kümesi: Bu A1, A2, A3, ... kümelerini adlandıran indislerin oluşturduğu kümeyi düşünelim: {1, 2, 3, ...} Bu kümeyi İndis Kümesi olarak adlandıralım ve I = {i: i((} harfi ile gösterelim.

Bu notasyon ikiden fazla kümenin birleşimi ve arakesiti formüllerini yazmak bakımından bize kolaylık sağlayacaktır. Örneğin:

[image: image20.wmf]I

I

I

U

U

U

...

...

3

2

1

3

2

1

A

A

A

A

A

A

A

A

I

i

i

I

i

i

=

=

Î

Î


Birbirine Engel (Ayrık) Altkümeler:
Şimdi bir Genel Küme düşünelim; öyle ki


[image: image21.wmf]f

=

=

=

=

Î

Î

I

I

I

U

U

U

...

...

3

2

1

3

2

1

A

A

A

A

U

A

A

A

A

I

i

i

I

i

i


olsun. Diğer sözlerle bütün U genel kümesini birbirleri ile kesişmeyen parçalara bölelim. Bu, aslında U genel kümesini tablolamaktan başka bir şey değildir. Nitekim yaptığımızı VENN Diyagramı ile anlatmaya çalışırsak:
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gibi bir görüntü oluşur. Tanımın veya diyagramın açık sonuçları şunlardır:

· U nun her elemanı A1, A2, A3, ... den birinin elemanıdır.
· U nun her elemanı A1, A2, A3, ... den yalnız birinin elemanıdır.

Bu biçimde tanımladığımız Ai kümelerine U nun AYRIK ALTKÜMELERİ adını veriyoruz. Olasılık Kuramı açısından böyle kümelere BİRBİRİNE ENGEL ALTKÜMELER adı da verilebilir. Çünkü U nun bir elemanı, örneğin, A1 de yer alıyorsa tanım gereği Ai( 1 olan (diğer) kümelerin hiçbirinde yer alamaz.
Ayrık kümelerin en basit örnekleri, Giriş Bölümünde incelediğimiz talih oyunlarında karşımıza çıkar.
· Bir para atıldığında ya yazı gelir ya tura; bu ikisi aynı anda gerçekleşemez.

· Bir zar atıldığında zarın altı yüzünden yalnız biri yukarı gelir; hiç bir zar, tek atışta, birden fazla sayı belirlemez.
Başka örneklerde kolaylıkla bulunabilir. Örneğin:

· İnsanlar ya erkektir ya kadın.
· Belirli bir ay için Aylık Geliri 1000 YTL ve daha az olanlar/ 1000 YTL den fazla olanlar.

· Belirli bir anda, bir ülkenin A şehrinde yaşayanlar/ B şehrinde yaşayanlar/ C şehrinde yaşayanlar...
· Belirli bir anda bir okulun 1. sınıf / 2. sınıf / 3. sınıf öğrencileri
Bütün bu örneklerde genel küme U nun her elemanı mutlaka bir alt kümede yer almaktadır ve diğer kümelerde bulunmamaktadır.
Birbiriyle Girişimli Altkümeler: 
Bu defa yukarıdaki tanımı biraz genelleştirelim. Genel kümemizin altkümeleri şu koşulu sağlasın:
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Bu halin çok basit bir örneğini de önce VENN Diyagramı ile gösterelim.
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Bu basit diyagramdan hemen şunu görebiliyoruz:
Her ne kadar A1(A2 = A1(A3 = ( ise de A2(A3 ( ( olduğu yani A2 ve A3 kümelerinin boş kümeden farklı bir arakesit kümesi (Diyagramda açık yeşile boyanmış kesim.) olduğu açıktır. Bu arakesit kümesindeki elemanlar hem A2 hem de A3 kümesine aittir.
Öyleyse:
· U nun her elemanı A1, A2, A3, ... den en az birinin elemanıdır.

· U nun bazı elemanları birden fazla A1, A2, A3, ... kümesinde yer almaktadır.
Bu son iki özelliğe sahip olan sınırsız sayıda örnek düşünülebilir. 
Örnek olarak, bir sınavdan {50 den fazla not alan öğrenciler} / {70 ten az not alan öğrenciler} kümelerini düşünelim. Burada genel küme U = {sınava giren tüm öğrenciler} olarak belirlenebilir. A1 = {50 den fazla not alan öğrenciler} ve A2 = {70 ten az not alan öğrenciler} kümeleri olarak düşünülebilir. Hemen görüyoruz ki bu iki alt kümenin (genelde) boş olmayan bir arakesiti vardır ve bu arakesit kümesi A1(A2 = {notu 50 den fazla 70 ten az olan öğrenciler} alt kümesidir.
Başka örnekler seçelim.

Kalemlerimizin tümünü genel kümemiz olarak düşünelim ve içindekileri listeleyelim.
· U = {Bütün kalemlerim, toplam 11 kalem},
· A1 = {Bir siyah, bir yeşil, iki mavi toplam dört tükenmez kalem},
· A2 = {İki siyah kurşunkalem},

· A3 = {Bir kırmızı, bir mavi, üç yeşil toplam beş boya kalemi}
Bu listeyi, kendimize göre, istediğimiz gibi değiştirebiliriz. Şimdi yukarıdaki listeyi esas alarak kümelerimizi yeniden belirleyelim.

· U = {Bütün kalemlerim, toplam 11 kalem},

· B1 = {Siyah kalemlerim} = {Bir tükenmez+iki kurşun kalem = 3 siyah kalem} 
· B2 = {Mavi kalemlerim} = {İki tükenmez+bir boya kalemi = 3 mavi kalem} 

· B3 = {Kırmızı kalemlerim} = {Bir kalem} 

· B4 = {Yeşil kalemlerim} = { Bir tükenmez+üç boya kalemi = 4 yeşil kalem} 
Bir başka liste yapalım:

· U = {Bütün kalemlerim, toplam 11 kalem},

· C1 = {Yazı kalemlerim} = {Dört tükenmez+iki kurşunkalem = 6 yazı kalemi} 
· C2 = {Boya kalemlerim} = {5 boya kalemi} 
Her durum için:

U = A1(A2(A3 = B1(B2(B3(B4 = C1( C2
yazılabileceği açıktır.

Şimdi bazı olasılıkları hesaplayalım.

1. Bir kalem seçiyoruz.
A) Boya kalemi olma olasılığı: P(B) = 5/11 = [C2/U]
B) Yazı kalemi olma olasılığı: P(Y) = 6/11  = [C1/U]
C1( C2 = (, Ayrık Olasılıklar ( P(B) + P(Y) = 1

2. Bir tükenmez kalem seçiyoruz.

A) Boya kalemi olma olasılığı:

 P(B/T) = P(B(T)/P(T) = 0, [A1(A3 =( ( P(B(T) = 0]
B) Mavi olma olasılığı:

P(M/T) = P(M(T)/P(T)
M(T = {Mavi tükenmez kalemler = 2 adet} ( P(M(T) = 2/11
T = {Bütün tükenmez kalemler = A1 = 4 adet} ( P(T) = 4/11
P(M/T) = (2/11)/(4/11) = 2/4
Bulduğumuz bu değeri ve BAYES Kuralını kullanarak P(T/M) değerini, yani bir mavi kalem seçersek bunun tükenmez kalem olma olasılığını hesaplayalım.

Formülümüzü yazalım.

P(A/B) = P(B/A)P(A)/ P(B)
P(T/M) = P(M/T)P(T)/P(M)

Formülümüzü uygulayabilmek için P(M) değerini bulmalıyız.

P(M) = [B2 = {Mavi kalemler = 3 adet}]/U = 3/11
Değerlerimizi yerine koyalım.

P(T/M) = (2/4)(4/11)/(3/11) = 2/3
C) Yeşil olma olasılığı

P(Y/T) = P(Y(T)/P(T)

Y(T = {Yeşil tükenmez kalemler = 1 adet} ( P(M/T) = 1/11
T = {Bütün tükenmez kalemler = A1 = 4 adet} ( P(T) = 4/11
P(Y/T) = (1/11)/(4/11) = 1/4
Yine yukarıda yaptığımız gibi BAYES Kuralını uygulayarak P(T/S) değerini, yani siyah bir kalem seçtiğimizde bunun tükenmezkalem olma olasılığını hesaplayalım.

P(T/Y) = P(Y/T)P(T)/P(Y)

P(Y) = [B4 = {Yeşil kalemler = 4 adet}]/U = 4/11
P(T/Y) = (1/4)(4/11)/(4/11) = 1/4
Genel Bağıntılar:
Yukarıda verile bilgileri bir araya getirdiğimizde çok sayıda eleman ya da altküme içeren bir Genel Küme için geçerli olacak genel olasılık bağıntılarını şöyle yazabiliriz.

Veya/yahut Sözü ile tanımladığımız Ortak Olasılıklar:
P(A1 veya A2 veya A3 …) = [(A1(A2(A3(…) – (A1(A2)((A1(A3)((A2(A3)…]/U 

P(A1 veya A2 veya A3 …) = P(A1(A2(A3(…) – P[(A1(A2)+(A1(A3)+(A2(A3)…]
P(A1 veya A2 veya A3 …) = P(A1)+P(A2)+P(A3) +… – P(A1(A2)-P(A1(A3)-P(A2(A3)-…
Ve Sözü ile tanımladığımız Olasılıklar:

P(A1(A2) ≠ 0, A1(A2 ≠ (
P(A1 ve A2) = P(A1/A2) = P(A1(A2)/P(A2) (A2 ler içindeki A1 ler)
P(A2 ve A1) = P(A2/A1) = P(A1(A2)/P(A1) (A1 ler içindeki A2 ler)
P(A1(A2) = 0, A1(A2 = ( 
P(A1veA2)=P(A2veA1) = P(A1/A2)=P(A2/A1)  = P(A1)P(A2)   (İSTATİSTİK BAĞIMSIZLIK)

P(A1(A2(A3 ) ≠ 0, A1(A2(A3 ≠ ( 
P(A3 ve A1 ve A2) = P[A3/P(A1/A2)] = P(A1(A2(A3)/ P(A1/A2)
P(A1(A2(A3 ) = 0, A1(A2(A3 = ( 
P(A3 ve A1 ve A2) = P(A1)P(A2)P(A3)
1.3. KOMBİNATORİK HESAP:
Burada inceleyeceğimiz biçimi ile Kombinatorik Hesap, düzenleme ve sıralama ile ilgili basit problemlerin matematik çözümlerini araştırır. Aşağıdaki örneklerden de görüleceği gibi Olasılıklar Kuramının en çok kullanılan araçlarından birisidir.
Temel problem şudur:
’n adet herhangi nesne verilmiştir, bunları r li gruplar halinde nasıl ve kaç türlü düzenleyebiliriz?’   

Burada n ve r (  n sonlu doğal sayılar olarak seçilecektir. Kuşkusuz düzenleme biçimi düzenleme sayısını etkileyecektir. Şimdi basit örnekler vererek en çok kullanılan düzenleme biçimlerini kısaca inceleyelim.
Hemen düşünebileceğimiz gibi bu düzenlemede sıralamanın ayırıcı bir etkisi olmalıdır. Yani a, b, c gibi üç nesneyi düzenlediğimizde iki biçimde düşünebiliriz.

1. Nesnelerin sıralanış biçimi önemlidir. Yani, örneğin ab ile ba farklı nesnelerdir. Sıralamanın önemli olduğu bu düzenlemelere PERMÜTASYON adını vereceğiz.
2. Nesnelerin sıralanış biçimi önemsizdir. Yani abc, acb, bac, bca, cab, cba aynı nesnelerdir. Sıralamanın önemsiz olduğu bu hale de KOMBİNASYON diyeceğiz.
Kuşkusuz herhangi n nesneden yapılacak r li permütasyonların sayısı aynı n nesneden yapılacak r li kombinasyonlardan çok daha fazla olacaktır.
Aşağıdaki örneklerden göreceğiz ki bir düzenleme yaparken ayrıca iki olanağımız daha var.
a) Bir nesneyi birden çok defa kullanabilmek: Tekrarlı Düzenleme.

b) Bir nesneyi yalnızca bir defa kullanabilmek: Tekrarsız Düzenleme.
Şimdi basitten zora doğru sıralayarak bunları inceleyelim.

Permütasyonlar:

A) Tekrarlı Permütasyon:
Elimizde n nesne var. Bunlardan her elemanı istediğimiz kadar kullanarak fakat sıralamaya dikkat ederek kaç türlü düzenleme yapabiliriz?

Önce bir örnek seçelim. Elimizde iki adet rakam var: 0 ve 1. Yani n = 2; şimdi r yi seçelim.

r = 1 ( Kuşkusuz yalnızca iki şansımız var: 0 ve 1.

r = 2 ( Bu durumda dört şansımız var: 00, 01, 10, 11.

Bir örnek daha yapalım ve sonra genel formülü çıkartalım.

Bu örnekte elimizde üç rakam, 0, 1, 2 olsun ve bu rakamlarla oluşturabileceğimiz sayıları saymaya çalışalım.
Tek rakamlı sayılar (r=1)( Yalnızca üç olanak var: 0, 1, 2.

İki rakamlı sayılar (r=2)( Dokuz olanak var: 00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22.

Üç rakamlı sayılar (r=3)( Bu hal için hesap yapmamız daha akıllıca olacak.
Elimizde üç rakam var ve bunlardan üç rakamlı (haneli) sayılar türeteceğiz. Birinci hane için üç seçeneğimiz var. İkinci hane için de (her sayıyı tekrar kullanmak mümkün) yine üç seçeneğimiz var. Nihayet üçüncü ve son hane için de yine üç seçeneğimiz var. O halde seçeneklerimizin toplam sayısı 3x3x3 = 33 =27   
Artık n nesneden sıra gözeterek ve tekrarlamaya izin vererek kaç tane r li düzenleme yapabileceğimizi kolayca hesaplayabiliriz. r li düzenleme yapacağımıza göre r defa seçme olanağımız var ve her seçimde n adet nesneden birini seçeceğiz. O halde, P*(n,r) ile göstereceğimiz, sonuç,

P*(n,r) = (r tane n nin çarpımı) = nxnx... n = nr
olarak elde edilecektir.

B) Tekrarsız Permütasyon:
Önce basit hali ele alalım ve varsayalım ki r = n olarak verilmiştir.
r = n Permütasyonu:
Başlıktan da anlaşılacağı gibi bu halde n nesne r = n li, tekrarsız düzenlemelere uğratılacaktır. Diğer sözlerle ’n nesne kendi aralarında, her biri yalnız bir defa kullanılarak, kaç türlü sıralanabilir?’ diye sorulmaktadır.
Basit bir örnekle anlatalım.
· n=1: Elimizdeki tek nesne Ahmet olsun. Açıktır ki yalnızca bir tek sıralama olabilir.

· n=2: A(Ahmet) ve B (Birol) AB veya BA biçiminde sıralanabilir. O halde iki düzenleme mümkündür.

· n=3: A(Ahmet). B(Birol) ve C(Can) dan oluşan küme,

ABC, ACB, BAC, BCA. CAB, CBA

olmak üzere altı türlü sıralanabilir. O halde altı düzenleme mümkündür.
· n>3: Elimizde n adet nesne (örneğin çocuk) var; bunları birer yer seçerek (örneğin iskemlelere oturtarak) sıralayacağız. Kuşkusuz n adet yere (iskemleye) ihtiyacımız olacak. Şimdi adım adım gidelim.
· İlk yere yerleştirilecek n nesnemiz var. Yani n seçim yapabiliriz. Diğer sözlerle n çocuktan herhangi birini ilk iskemleye oturtabiliriz. Bu aşamadaki seçim sayımız n dir.
· İkinci adımda elimizde (n–1) nesne ve (n–1) yer kalmıştır. Yani önceki n seçimimizin herhangi birinden sonra, şimdi (n–1) yeni seçim yapabiliriz. Diğer sözlerle kalan (n–1) çocuktan herhangi birini kalan iskemlelerden birine oturtabiliriz. Bu adımdaki seçim sayımız (n–1) dir ama önceki adımda yapabileceğimiz seçimleri de düşünürsek bu aşamada seçim sayımız n(n-1) olacaktır.
· İzleyen aşamada seçim sayımızın n(n–1)(n–2) olacağı ve bütün nesneleri yerleştirdiğimizde (bütün çocukları oturttuğumuzda) toplam seçim sayımızın

n(n–1)(n–2)...3.2.1 = n!

olacağı açıktır. 

Genelde n-faktöriyel olarak adlandırdığımız bu büyüklüğe burada yeni bir isim vereceğiz ve buna, n nesnenin ARANJMANI ya da n nesnenin n erli –tekrarsız- PERMÜTASYONU diyeceğiz. Bu büyüklüğü P(n,n) ile göstereceğiz. Buna göre şunu hemen yazalım.
P(n,n) = n! = n(n–1)(n–2)...3.2.1

r < n Permütasyonu:
Aslında bu hali yukarıdaki örneklerde inceledik. Aynı örnekleri biraz değiştirerek kullanalım.
· A, B ve C den oluşan ilk örneğimizi düşünelim. Burada n=3 seçildiğine göre r = 1 veya r = 2 alabiliriz. Bunları görelim,

· r = 1 Bu halde A, B, C den oluşan üç düzenleme olanağı var ve r = 1 olduğu için bir tek seçme işlemi yaparak sonuca ulaşmış olduk. Düzenleme listemiz şundan ibarettir.
A, B, C (  P(3,1) = 3
· r = 2 Bu halde r = 2 olduğu için iki seçme işlemimiz var. Birinci seçme işleminde A, B, C den herhangi birini seçebiliriz; yani üç olanağımız var. Tekrara izin verilmediğine göre ikinci seçme işlemimizde ancak 2 seçim yapabiliriz. Şu halde toplam seçim olanağımız 3x2 = 6 dır ve sonuçta bulabileceğimiz bütün düzenlemeler şöyle sıralanabilir.
AB, AC, BA, BC, CA, CB ( P(3,2) = 6
· Şimdi ikinci örneğimize bakalım. Elimizde n nesne (çocuk) var ancak bunlardan yalnızca r tanesini seçtiğimiz yerlere (iskemlelere) koyacağız. Bu demektir ki r defa seçim yapacağız. 

· İlk seçimimizde n çocuktan birini seçeceğiz. Yani n olanağımız var.
· İkinci seçimimizde (n–1) nesneden (çocuktan) birini seçeceğiz. Ancak önceki adımı da dikkate alırsak bu adımda n(n–1) olanağımız olduğunu görürüz.
· Üçüncü seçimimizde elimizde (n–2) nesne (çocuk) kalmıştır; buna göre   (n–2) olanağımız var. Ancak önceki aşamalarla birlikte düşününce         n(n–1)(n–2) olanağımız olacağı açıktır.

· r inci adımda elimizdeki nesne (çocuk) sayısı (n-r) dir. Önceki aşamalarla birlikte toplam olanak sayımız ise n(n–1)(n–2)...[n-(r–1)] olacaktır.
Sonuçta n nesnenin r li permütasyonları için şu bağıntıyı bulduk.
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Bu ifadeyi şu biçimde de yazabileceğimiz açıktır.
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Şu halde n nesnenin r li –tekrarsız- permütasyonlarının sayısı için formülümüz, sonuçta şöyle yazılabilir. 



Bu son formülü kullanarak önceki paragrafta bulduğumuz P(3,3) değerini (yani r=n permütasyonunu)  yeniden hesaplayalım.
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Burada 0! = 1 alınması faktöriyel fonksiyonu (!) nun tanımı gereğidir.
Örnek Problemler.
1. Bir koşuya 10 yarışçı katılıyor.

· Herhangi bir yarışçının birinci gelme olasılığı nedir?
Yanıtı açıkça belli bir soru! Ancak burada incelediğimiz konuya uygun olarak yorumlarsak 10 nesneyi –tekrarsız- 1 li düzenlemek yani P(10,1) değerini hesaplamak istiyoruz demektir. 
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On yarışçının katıldığı bir yarışta on yarışçı da birinci olabilir. Dolayısı ile mümkün olayların sayısını hesaplamış olduk. Bunlardan belli birinin birinci olma olasılığı kuşkusuz 1/10 olacaktır.
· Herhangi üç yarışçının birinci, ikinci ve üçüncü gelme olasılığı nedir?

Bize sorulan sorunun cevabı ‘10 nesneyi 3 erli sıralamak kaç türlü sıralayabiliriz?’ sorusunun cevabı ile ilişkilidir. O halde önce bunu yani P(10,3) değerini hesaplayacağız.
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Öyleyse aradığımız olasılık 1/720 olacaktır.

· Yarışın bütün sonuçları kaç tane olabilir?

Bu defa bize sorulan P(10,10) dur. Sonucu hemen yazabiliriz.
P(10,10) = 10! =3628800
2. BİLİM kelimesinde harflerin yerini değiştirerek –anlamlı ya da anlamsız- kaç kelime türetebiliriz.

Verilen kelimede 5 harf var ve biz bu beş harfin sırasını değiştirerek kelimeler türeteceğiz. Yani P(5,5) değerini arıyoruz.

P(5,5) = 5! = 120

3. Yalnızca 5 sesi (harfi) olan bir dil düşünelim. Bu dilde bulunabilecek maksimum kelime sayısı ne olabilir.
Olabilecek maksimum kelime sayısı sorulduğuna göre verilen 5 harfin bütün düzenlemelerini (sıralanışlarını) hesaplamak zorundayız. Bulacağımız rakam anlamsız ya da kullanılmayan kelimeleri de içerecektir. Kuşkusuz, düşündüğümüz bu dil, tek harfli, iki, üç, dört, beş harfli kelimelerden oluşacaktır. Kelimeleri birleştirerek türetilebilecek (5 ten fazla harfli) kelimeler hesaba katılmayacaktır.

· Harf tekrarı mümkünse:
Tek harfli kelimeler sayısı: P*(5,1) = 51 = 5
İki harfli kelimeler sayısı: , P*(5,2) = 52 = 25

Üç harfli kelimeler sayısı:  P*(5,3) = 53 =125
Dört harfli kelimeler sayısı: P*(5,4) = 54 =625

Beş harfli kelimeler sayısı:  P*(5,5) = 55 = 3125

Toplam kelime sayısı: 3905
· Harf tekrarı mümkün değilse:

Tek harfli kelimeler: P(5,1) = 5!/(5–1)! = 5!/4! = 5

İki harfli kelimeler: P(5,2) = 5!/(5–2)! = 5!/3! = 20
Üç harfli kelimeler: P(5,3) = 5!/(5–3)! = 5!/2! = 60

Dört harfli kelimeler: P(5,4) = 5!/(5–4)! = 5!/1! = 125
Beş harfli kelimeler: P(5,5) = 5!/(5–5)! = 5!/0! = 125
Toplam kelime sayısı: 335
Kombinasyonlar:
Bu paragrafta yukarıdakinin aksine önce tekrarsız düzenlemeyi ele alacağız. Çünkü bu halin açıklaması ve sonucu tekrarlı düzenlemeden daha basittir. 
A) Tekrarsız Kombinasyon:
Elimizde n nesne var ve bunlardan sıraya önem vermeksizin ve tekrarsız r li düzenlemeler oluşturmak istiyoruz. Bu düzenlemelerin sayısını C(n,r) ile göstereceğiz.
Yukarıda n nesneden r li sıralı düzenlemelerin sayısını yani P(n.r) değerini,
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olarak hesaplamıştık. 
Bu formül yardımıyla bulduğumuz rakam bize n nesneden seçtiğimiz r nesnenin her bir sıralamasını ayrıca sayarak elde edilebilecek düzenlemelerin sayısını belirliyordu. Oysaki şimdi ele aldığımız problemde bu r nesnenin nasıl sıralandığının hiçbir önemi kalmadı. O halde bu P(n,r) değerini, r nesneden elde edilebilecek bütün r li sıralamaların sayısına bölersek aradığımız C(n,r) değerine ulaşabiliriz. Öte yandan yukarıda gördük ki r nesnenin r li ‘sıralanmalarının’ sayısı, yani P(r,r), r! e eşittir.

O halde n nesneden sıraya aldırmadan oluşturulabilecek r li düzenlemelerin sayısı:
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olarak hemen bulunacaktır.
Bir örnek yapalım. Varsayalım ki alfabenin ilk harfinden başlayarak ve her adımda yeni bir harf ekleyerek kombinasyonlar yapacağız.

1. n = 1 ( {A}
· r = n = 1(  {A} ( 
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2. n = 2 ({A, B}
· r = 1(  {A, B} ( 
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· r = 2 ( {AB} ( 
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3. n = 3 ({A, B, C}
· r = 1 ( {A, B, C} ( 
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· r = 2 ( {AB, AC, BC} ( 
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· r = 3 ( {ABC} ( 
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4.
 n = 4 ({A, B, C, D}
·   r = 1 ( {A, B, C, D}( 
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·  r = 2 ( {AB, AC, AD, BC, BD, CD} ( 
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· r = 3 ( {ABC, ABD, ACD, BCD} (
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· r = 4 ( {ABCD} (
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B) Tekrarlı Kombinasyon:
Elimizde n nesne var ve bunlardan sıraya önem vermeksizin fakat tekrarlı düzenlemeler oluşturmak istiyoruz. Bu düzenlemelerin sayısını C*(n,r) ile göstereceğiz.
Bu problemi çözmek için ilk akla gelen çözüm, tekrarsız kombinasyonlarda yaptığımız gibi, n nesnenin r li tekrarlı permütasyonların sayısını belirleyen P*(n,r) = nr büyüklüğünü r nesneden elde edilebilecek bütün tekrarlı permütasyonları belirleyen P*(r,r) = rr büyüklüğüne bölmek gibi düşünülebilir. Bu yolla elde edilecek (n/r)r büyüklüğünün neden doğru sonuç vermeyeceğini aşağıdaki örneklerde göreceğiz.

Yukarıda kullandığımız örneği alalım ve örneğin, üç nesnenin tekrarlı kombinasyonlarını hesaplayalım.
n = 3 ( {A, B, C}

· r = 1 ( {A, B, C} (  C*(3,1) = 3
Bu sonuç tekrarsız kombinasyonla aynı çıktı. Bu da doğal; çünkü r = 1 zaten tekrarsız kombinasyon demek.
Bunu, şimdilik, geçelim.

Ancak şunu da unutmayalım aşağıda bulacağımız formül ne olursa olsun r = 1 için tekrarsız kombinasyon formülüne dönüşmelidir.

· r = 2 ( {AB, AC, BC, AA, BB, CC} (  C*(3,2) = 6
Tekrarsız kombinasyonda bunu C(3,2) = 3 olarak bulmuştuk. Şimdi görüyoruz ki tekrarlanan –altı çizili- terimler kombinasyon sayısını arttırdı. Tekrarlanan terimleri incelemek için mevcut kombinasyonları şöyle yazalım.
{A(A, B, C), B(B, C), C(C)}
İlginç bir durum gözlüyoruz. A, A lı kombinasyonlarda, B, B li kombinasyonlarda ve C, C li kombinasyon(lar)da yinelendiği için terim sayısındaki bu artış ortaya çıkmıştır. Sanki her grupta A, B ve C yeni bir eleman eklenmiş gibi rol oynamaktadır. Gerçekten de A, B ve C tekrarlanabilecekleri için r = 2 olduğundan dolayı ikişer defa seçilerek AA, BB, CC terimlerini doğurmuşlardır. Diğer sözlerle sanki dört nesneden ikili tekrarsız kombinasyonlar yapmışız fakat dördüncü nesnenin adını A, B, C olarak değiştirmişiz gibi bir durum ortaya çıkıyor. Gerçekten de önceki paragraftaki ikinci örnekte C(4,2) değerini hesaplarken bulduğumuz   
{AB, AC, BC, AD, BD, CD}

listesinde D yerine sırasıyla A, B ve C koyarsak C*(3,2) listesini aynen elde edebiliriz.
İşlemin mekanizmasını kavrar gibi olduk. Şimdi genel bir yöntem geliştirmeye çalışalım.

Elimizde n tane farklı nesne var ve bunlardan tekrarlı r li kombinasyonlar yapabiliriz. Bu n nesneden ilk seçimimizi tümüyle aynı cinsten yaparsak, aynı cinsten en fazla r nesne seçebiliriz; çünkü r li kombinasyonları araştırıyoruz. Diyelim ki bir nesneden r tane seçtik; ama elimizde n-1 tane daha nesne var. O halde her durumumda sanki r + n – 1 nesneden seçim yapıyormuşuz gibi düşünebiliriz.  
Üstelik artık r<n gibi bir koşul da olamaz; çünkü verilen nesnelerden yalnızca birinden bile r tane seçebiliriz. 
Şu halde aslında n nesneden değil fakat n + (r–1) nesneden seçim yapıyoruz demektir. Bu son noktayı açıklamak için şöyle bir örnek yapalım.
A ve B den (n = 2), r = 3 erli kombinasyonları hesaplayalım.

AAA, AAB, ABB, BBB

Neden n+r-1 nesneden seçim yapıyoruz? Bu sorunun cevabını, farklı bir bakışla, yeniden inceleyelim 
Şöyle düşünelim. 
Yukarıdaki örnekte ele aldığımız A ve B yi aynı simge, örneğin x, ile temsil edelim ve bulduğumuz bütün kombinasyonları,A lı terimlerle B li terimler arasına birer ‘-‘ işareti yerleştirerek sıralayalım. Yani

AAA-, AA-B, A-BB, -BBB  veya  xxx-, xx-x, x-xx, -xxx
yazalım. İki nesnemiz vardı, bunlardan 3 erli kombinasyonlar yapacaktık. İstersek yalnız birinden 3 tane seçebilirdik. Ancak ikinci nesne için de bir boş yer ekledik. Böylece hepsi ‘bir – ve üç x’ ten oluşan kombinasyonlar elde ettik. Diğer sözlerle dört nesneden üçlü tekrarsız kombinasyonlar oluşturduk. Böylece C(4,3) = C*(2,3) olduğunu görüyoruz.

Şimdi artık sonuca ulaşabiliriz. Genel hali ele alalım n çeşit nesnemiz var, bunlardan birini r defa seçebiliriz; öyleyse sanki n – 1 + r (n nesneden birini alıp yerine r tane aynısından koyduk) nesneden seçim yapıyormuşuz da aynı nesnede r tane seçince geride (n-1) tane kalmış gibi oldu. Diğer bir seçimde bir nesneyi r den az sayıda seçersek, r sayısına ulaşana kadar diğer nesnelerden çeşitli sayılarda seçmemiz gerekiyor. O halde her zaman n + r – 1 nesneden tekrarsız r li kombinasyonlar yapıyoruz demektir. 

Artık formülümüzü yazabiliriz.
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Örnek Problemler:
1. Üç nesnenin (A, B, C), r = 1, 2, 3, 4, 5 için tekrarlı kombinasyonlarının sayılarını hesaplayınız.
Yukarıda çıkardığımız C*(n,r) formülünün C*(3,r) değerlerini hesaplayacağız. Çok uzun olmadığı hallerde listeyi de verelim.

· r = 1 Bu hali incelemiştik.
 ( {A, B, C} (  C*(3,1) = 3
· r = 2 Bu hali de incelemiştik.
( {AB, AC, BC, AA, BB, CC} (  C*(3,2) = 6
· r = 3 Bu halde listemiz ve C*(3,2) değeri aşağıdaki gibi olacaktır.

( {ABC, AAA,BBB,CCC,AAB,AAC,ABB,ACC,BBC,BCC } (  C*(3,2)=10
· r = 4 Bu halde yalnızca tekrarlı kombinasyonların sayısını hesaplayacağız.
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· r = 5 Bu halde de yalnızca C*(3,5) değerini hesaplayacağız.
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2. C(n,1) ve C*(n,1) ifadelerini karşılaştırınız.
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C(n,1) = C*(n,1)
Permütasyon ve kombinasyonlar için özet formül tablosu:
Yukarıda, Kombinatorik Analizle ilgili, yaptıklarımızın tümünü bir tablo halinde özetleyelim.
	
	SIRALI DÜZENLEME
PERMÜTASYON
	SIRASIZ  DÜZENLEME
KOMBİNASYON

	TEKRARLI
	P*(n,r) = nr
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	TEKRARSIZ
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1.5 OLASILIK KURAMI ve UYGULAMA:
Olasılık kuramının temel görevi geleceği, matematik yöntemler yardımı ile, tahmin etmektir.
‘Geleceği öngörmek’ ilk bakışta olanaksız gibi görünmekteyse de bu bizim günlük hayatta her an karşılaştığımız ve her an –ister istemez- uyguladığımız bir kavramdır. Gerçekten de elimizde tuttuğumuz kalemi bıraktığımızda ‘düşeceğini’ (yani çok yakın da olsa aslında gelecekte gerçekleşecek bu olayı) hepimiz ‘biliriz’.

Daha ileri gitmeden bu basit olaydaki ‘bilgi’mizi inceleyelim. Bıraktığımız kalem neden düşer? Tek bir nedeni var: daha önce yaptığımız bütün deneylerde (yerçekimi kuvveti görev başında olduğu sürece) düştüğü için düşer. Bilimsel bilginin en önemli ilkelerinden biri olan NEDENSELLİK İLKESİ gereğince aynı sebep (yerçekimi kuvveti) aynı sonucu (kalemin düşmesi) DAİMA sağlayacaktır. Öyleyse diyebiliriz ki yer yüzeyi üzerinde bıraktığımız her kalem ya da cisim HERZAMAN (Geçmişte ve gelecekte) serbestçe düşer.

İşte sorun bu DAİMA ve HERZAMAN kelimelerinden kaynaklanıyor. Geçmişte kalemin düştüğünü gözlemlediğimiz için ‘biliyoruz’. Ama bu bilginin geleceğe genişletilebileceğini, yalnızca, ÖNGÖRÜYORUZ.

Kuşkusuz bu temel problemin ayrıntılarını burada tartışacak değiliz. Yalnızca bir tek önemli özelliği üzerinde duracağız. Geçmişte yaptığımız gözlemlerin sonucu olan bilgiyi geleceğe genişletmek için neye güveniyoruz? Tabii ki bildiğimiz tekrar sayısına! Diğer sözlerle yazı bulunduğundan beri geçmişteki herkes, her denemede kalemin (veya kalem yerine ne kullanılmışsa onun) düştüğünü gördüğü ve bunu böyle bildirdiği için, bu trilyonlarca denemeden sonra, artık diyoruz ki bırakılan kalem düşecektir!

Bu bilgideki mantıksal eksikliği irdelemeyi filozoflara ve bilim eleştirmenlerine bırakacağız ve sadece şu kabulü yapacağız.

Yeterli sayıda tekrardan sonra Nedensellik İlkesi özdeş koşullardaki gelecekte geçerlidir.

Her ne kadar bu kabulle kendimizi bağladıysak da, BERTRAND RUSSEL ın şu örneğini anlatmadan da geçmemeliyiz.

Kümesteki Tavuklar: Bir kümeste bulunan tavuklar her sabah sahiplerini görürler ve onun getirdiği yemle karınlarını doyururlar. Birkaç günden sonra artık ‘sahibin görünmesi yemlenmenin nedeni’ olarak tavukların zihninde yer eder ve her sabah sahiplerini heyecanla karşılarlar. Ancak bir gün sahip tavuklardan birini kesip yemeye karar vermiştir ve öyle de yapar. Acaba bu tavuk için Nedensellik İlkesi ne kadar geçerlidir?
Yukarıdaki ‘kalemin yere düşmesi’ örneği çok basit ve önemsiz görünebilir. Ancak biraz dikkatli ve ayrıntılı düşündüğümüzde bütün yaşamımızın geçmişte gördüklerimizin ve denediklerimizin geleceğe nasıl yansıyacağını hesaplamaktan ibaret olduğunu hemen görürüz. Bütün meslekler bu temel kabule yani Nedensellik İlkesinin geleceğe uzatılabileceği düşüncesine bağlı kalarak görevlerini yerine getirirler.

Bir tabip başı ağrıyan hastasına ilaç yazarken, verdiği ilacın geçmişte işe yaradığını düşünerek, gelecekte de ağrıyı keseceğini düşündüğü için o ilacı verir. Bir mühendis tasarladığı sistemin mukavemetini geçmişte yapılmış deneylerin sonuçlarını kullanarak hesaplar ve bunların gelecekte de geçerli olacağını kabul eder. Bir dükkân sahibi geçmişte benzer dükkânların yaptığı işi ve kârı göz önüne alarak dükkânını açar ve yürütür.
Örnekleri istediğimiz kadar çeşitlendirebilir ve ayrıntılandırabiliriz. Ama biz şimdi başka bir noktanın üzerinde duracağız.

Bu amaçla yukarıda açıkladığımız temel ilkemizi yeniden yazalım.

Yeterli sayıda tekrardan sonra Nedensellik İlkesi özdeş koşullardaki gelecekte geçerlidir.

Burada can alıcı nokta ‘yeterli sayıda tekrar’ sözünde gizlidir. Yeterli sayıda ne demektir?
Gene basit bir örnek alalım ve anlamaya çalışalım. Bir zarımız var ve bunu atarak sonuçları kaydediyoruz.

a) 12 kez attık ve üç kez 1, bir kez 5, diğer sayılar ikişer kez geldi.

b) 120 kez attık 19 kez 1, 18 kez 2, 20 kez 3, 23 kez 4, 20 kez 5, 20 kez 6 geldi.

c) 1200 kez attık ve sırasıyla 169 1, 205 2, 196 3, 195 4, 204 5, 211 6 geldi.
Bunları listeleyip bir grafiğe taşıyalım.
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 İlginç bir sonuç elde ettik: Olasılık hesaplarımıza göre:
a) 12 atışta her sayıdan 2 şer tane beklerken 1, 3 kez ve 5, 1 kez geldi.

b) 120 atışta her sayıdan 20 şer tane bekliyorduk; yalnızca 3, 5 ve 6 böyle geldi.

c) 1200 arışta her sayıdan 200 er tane bekliyorduk; hiçbir sayı 200 kez gelmedi.

Sanki tekrar sayısı arttıkça Olasılık Hesabı daha kötü sonuç veriyormuş gibi görünüyor! Kuşkusuz bu doğru değil. Bir de şöyle düşünelim.

A) 12 atıştaki en büyük ‘yanılma payımız’: 
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B) 120 atıştaki en büyük ’yanılma payımız’:
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C) 1200 atışta en büyük ‘yanılma payımız’:
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Açıkça görülüyor ki ‘yanılma payımız’  0.5 gibi çok yüksek bir değerden 0.055 gibi kabul edilebilir bir değere düşmüştür.

Gerçekten de 200 hamleden en fazla 11 tanesinin hatalı olabileceğini düşündüğümüz bir durum oldukça güven sağlar.

İşte Olasılık Kuramını bu bakış açısı ile ele alırsak ‘KURAMSAL’ değil fakat ‘FREKANSÇI’ bir yaklaşım kabul etmiş oluruz. Burada:

Frekans: Belli bir olayın gözlenmiş ve kaydedilmiş gerçekleşme sayısı
olarak tanımlanmıştır.
Yukarıdaki tanıma göre, örneğin 1200 atışlı zar atma oyununda 1 gelme frekansı 189, 2 gelme frekansı 205, 3 gelme frekansı 196 olmaktadır.

Frekansçı yaklaşıma göre gözlenmiş ve kaydedilmiş örneklerin çokluğu Olasılık Kuramının güvenli öngörüler yapmasının temel koşuludur.

Bu da bizi, kaçınılmaz olarak, İSTATİSTİK 
bilimine götürür. o halde onun da tanımını yapalım.

İSTATİSTİK:
 Sayısal bilginin toplanması, düzenlenmesi ve bu bilgiden yararlanarak gelecekteki gelişmeleri öngörme yöntemlerini inceleyen matematiksel bilim dalı.
Görüldüğü gibi istatistik biliminin iki temel görevi vardır:

A) Bilgi toplamak ve düzenlemek, bu toplama ve düzenleme işlemleri ile ilgili yöntemleri incelemek ve geliştirmek.
B) Toplanmış ve düzenlenmiş olan bu bilgiyi kullanarak gelecekle ilgili öngörülerde bulunmak, bu öngörülere götüren matematik yöntemleri incelemek ve geliştirmek.

İstatistik bilimi günlük hayatımızın ayrılmaz bir parçasıdır. Bu konuda belki de en iyi örnek her gün dikkatle ve ilgiyle izlediğimiz METEOROLOJİ Haberleridir. Son derece karmaşık ve değişken bir yapıya sahip olan ‘Hava Durumu’ ancak çok yüksek sayıda ve iyi düzenlenmiş kayıtlardan, karmaşık matematik modellemeler kurularak elde edilen sonuçları bize yansıtmaktadır. 

Bu açıklamalara göre Olasılık Kuramı İstatistik biliminin en önemli aleti haline geliyor. Bu nedenle ilerideki çalışmalarımızı İstatistik Bilimi ile ilgili konulara ayıracağız.

Doğal olarak İkinci Bölümdeki görevimiz toplanan bilgiyi en basit biçimde düzenleyen ve yorumlayan BASİT İSTATİSTİK KAVRAMLAR başlığını taşıyacaktır. 

Frekansçı İstatistik, günümüzde son derece geniş bir uygulama alanına sahiptir. Yukarıda belirtildiği gibi Meteoroloji Bilimi her gün karşılaştığımız bir örnektir. Ayrıca Tıp, Mühendislik ve Ekonomi Bilimleri için de İstatistik yaklaşımın çok büyük önemi vardır.
Bu uygulamalardaki ortak nokta, karmaşıklığı dolayısıyla bir veya birbirini tamamlayan birkaç matematik modelle açıklanamayan, canlı Fizyolojisi ve Patolojisi, Meteorolojik sistemler, Makro-ekonomik sistemler gibi önemli konularda, çok sayıda etkenin, birbirleri ile de etkileşerek oluşturduğu çeşitli durumları istatistikler yardımı ile incelemek ve ortaya çıkabilecek sonuçları irdelemektir. Sistemin iç mekanizmalarının çok iyi değerlendirilmesi halinde başarılı öngörüler yapmamızı sağlayan bu genel matematik yöntemleri ilerideki bölümlerde oldukça ayrıntılı bir biçimde inceleyeceğiz.

Ancak kolaycı bir yaklaşımla dile getirilen: 

‘Ayva çok bol öyleyse kış sert olacak.’, 

‘Saçları erken ağaranlar kalp hastası olur.’,

‘Piyasada nakit sıkıntısı var bu nedenle yakında ekonomi krize girer.’,

‘Savaş zamanı erkek çocuk doğumu artar.’ 

gibi söylemler, toplanmış çok sayıda bilgiye dayanıyor olsa da bizim konumuzun dışındadır. Bunun sebebi basittir. Eğer varsa bile, verilen istatistik bilgi ile öngörülen sonuç arasındaki ilişki belirtilmemiştir.
Frekansçı İstatistik yaklaşımına ilk ‘saçma’ örnek Olasılık Kuramının kurucularından kabul edilen LAPLACE tarafından, belki de bir uyarı olarak, verilmiştir. Tarihsel ve yol gösterici özelliğinden dolayı bu örneği kısaca açıklayalım.
Yarın Güneş Doğacak mı?
Yarın güneş (yazı tura oyunu gibi) ya doğacaktır ya da doğmayacaktır. O halde mümkün olay sayısı ikidir. Güneşin doğması bu iki olaydan birini oluşturduğuna göre, yarın güneşin doğma olasılığı, tanım gereği 1/2 olacaktır. Yani güneş ne olasılıkta doğacaksa aynı olasılıkta da doğmayacaktır.

LAPLACE, frekansçı yaklaşımı kullanarak, bu problemi şöyle çözmektedir.

Yarın Güneşin Doğma Olasılığı = (Doğduğu Günler sayısı+1)/(Doğduğu Günler Sayısı+2)
Kuşkusuz buradaki ‘Doğduğu günler sayısı’ deyimi güneşin doğduğunun gözlemlendiği günlerin sayısı olmaktadır. Nasıl hesaplanırsa hesaplansın bu değerin, yani yarın güneşin doğma olasılığının (1 olacağı açıktır.

LAPLACE Astronomi Biliminin en büyük isimlerinden biridir. Acaba ‘Güneşin Doğması’ sözü ile neyi kastetmiştir? 

� EMBED Equation.3  ���
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