7. KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN SAYISAL ÇÖZÜMÜ:

7.1. GİRİŞ:
Bu bölümde Sayısal Analizin belki de en önemli görevi olan Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemlerin (kısaca KDD lerin) Çözümü problemini ele alacağız. KDD lerin çözümünde Sayısal Analizden yararlanmak birçok bakımdan önemlidir. Bunların bazılarını sayarsak:
· Fizik problemlerinin hemen tamamı matematiksel modele dönüştürüldüğünde karşımıza KDD ler, özellikle de ikinci mertebeden KDD ler, çıkmaktadır. Buna karşılık, günümüzde KDD ler için analitik çözüm yöntemleri tatmin edici olmaktan uzaktır. Bugünün fizik problemlerinin hemen hepsi için ancak ‘Sayısal Çözüm Denemeleri’ ile cevap aramaktayız. Tabii ne analitik ne de sayısal çözüm teorileri beklediğimiz matematik kesinlikte olmadığı için çözümü sonuçlarına bakarak değerlendirmekteyiz ve bu yüzden de ‘Çözüm’ değil, ‘Çözüm Denemesi’ tabirini kullandık.
· KDD ler, tanım gereği, çok değişkenli fonksiyonlar içermektedir. Dolayısıyla herhangi bir problemin, analitik ya da sayısal, kesin çözümünü bilsek de buna ait sayısal değerleri tablolalamak ve kullanıma hazır tutmak son derece zor bir görevdir. Bunun yerine bilgisayarımızda bu KDD nin çözümünü, istenilen şartlarda hesaplayarak, aradığımız sayısal değerleri sağlayacak bir sayısal çözüm programı bulundurmak çok daha elverişlidir.
Yukarıdaki iki özelliğin sonucu olarak günümüzde, KDD lerin çözümü için bilgisayarlar ve Sayısal Yöntemler gittikçe daha fazla kullanılmaktadır ve Sayısal Modelleme adını verebileceğimiz yeni bir matematik disiplin oluşmaktadır. Günümüz bilimcisinin bu yeni disiplinin hiç olmazsa en temel kurallarını bilmesi şarttır.
Şimdi kısaca KDD lerin ne olduğunu hatırlayalım.
Çok değişkenli bir (veya birkaç) bilinmeyen fonksiyonun kısmi türevlerini içeren tek (ya da fonksiyon sayısı kadar) denkleme Kısmi Diferansiyel Denklem (ya da Sistemi) adını veriyoruz.

Tek denklem halinde en yüksek mertebeli türev denklemin mertebesini belirler; denklem sistemi halinde ise en yüksek mertebeli denklemin mertebesi sistemin mertebesi olarak kabul edilir.

Doğal olarak KDD lerin çözüm bölgesi en azından üç boyutlu bir uzaydır. Ancak ne yazık ki, bazı basit istisnalar dışında, bir KDD nin çözüm bölgesi hakkındaki bilgimiz sadece bununla sınırlıdır. Bir KDD nin, hayali bir matematik ifade olmaktan çıkıp, belli bir fizik problemine model olabilmesi için çözüm bölgesi ve bu bölge sınırlarındaki davranışının da belirlenmesi gerekmektedir. KDD teorisi, günümüz fizik problemleri açısından, çok yetersizdir. Dolayısıyla aşağıda inceleyeceğimiz KDD problemleri yalnızca ‘Lineer, İkinci Mertebeden, İki Serbest Değişkenli, Sabit Katsayılı (Sabit Tipli), Tek denklem içeren çok basit örnekler olacaktır.
7.2. ÇÖZÜM BÖLGESİNİN AYRIKLAŞTIRILMASI:
KDD lerin çözüm bölgesinin en azından üç boyutlu bir uzay olduğunu belirtmiştik. Bizim çalışmalarımızda bu uzay üç boyutlu ve kartezyen koordinat sistemi ile belirlenebilir bir ÖKLİT Uzayı olarak alınacaktır.

Analitik çözüm yöntemleri halinde bu uzayın (3 noktası olduğunu biliyoruz. Sayısal çözüm yöntemleri halinde ise uzayımızda yalnızca n3 kadar yani sonlu sayıda nokta bulunacak. Tabii bu n sayısını istediğimiz kadar büyütebileceğimizi söyleyeceğiz ama hesaplamalarımızda hiçbir zaman n yerine ( kullanamayacağız.
Üç boyutlu Kartezyen uzayımızda tipik bir f(x,y) fonksiyonu düşünelim. Artık bu fonksiyonu n3 noktaya sahip bir uzayda düşünüyoruz. Dolayısıyla bu uzayda serbest değişkenler x, y ve fonksiyonumuz f(x,y) için şunları hemen yazabiliriz. Adım uzunluğu h olsun
xi = x0 + ih, i=1,2,...,n

yj = y0 + jh, j=1,2,...,n 

f(x,y) = f(xi , yj) = fi j 
Bunu bir şekil üzerinde gösterelim.
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Kuşkusuz x- ve y- doğrultusundaki adım uzunlukları ve kullanılacak nokta sayıları birbirinden farklı alınabilir.

Bu notasyonu kullanarak kısmi türevlerimizi yeniden tanımlamalıyız. Örnekleyelim.

Birinci Türevler:
x- doğrultusunda, önedoğru:     
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 y- doğrultusunda, geridoğru:    
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x- doğrultusunda, merkezsel:      
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İkinci Türevler:
x- doğrultusunda, önedoğru:     
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y- doğrultusunda, geridoğru:    
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y- doğrultusunda, merkezsel:     
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7.3. İKİNCİ MERTEBEDEN SABİT KATSAYILI LİNEER KDD:
Burada ele alacağımız denklemlerin en genel biçimi şöyle yazılabilir.

[image: image8.wmf](

)

0

,

,

,

,

2

2

2

2

2

=

+

¶

¶

+

¶

¶

¶

+

¶

¶

y

x

f

f

f

y

x

dG

y

f

c

y

x

f

b

x

f

a


Bu ifadedeki a, b, c, d büyüklükleri gerçel sabit sayılardır. KDD lerin analitik çözüm teorisinden biliyoruz ki bu sabitlerin değeri son derece önemlidir. O kadar ki bunların birbirine göre değeri çözümün biçimini ve yöntemini kökten değiştirmektedir. Şu halde bu sabitlerin değerlerine bağlı olarak yapılan tasnifi hatırlayalım ve bundan sonraki çalışmamızı buna göre yönlendirelim.
a) Eliptik Denklem:
b2 – 4ac > 0 ise yukarıdaki KDD yi Eliptik ‘tipte’ bir denklem olarak adlandırıyoruz. Böyle denklemlerde çözüm bölgesindeki bir noktadaki f(x,y) değerini hesaplayabilmemiz için bölgedeki tüm diğer noktaların etkisini hesaba katmamız yani çözüm bölgesindeki bütün noktaları ayni anda hesaplamamız gerektiğini teoriden biliyoruz.
b) Hiperbolik Denklem:
b2 – 4ac < 0 ise denklemimizin ‘tipini’ Hiperbolik olarak isimlendiriyoruz. Eliptik denklemlerden farklı olarak hiperbolik denklem halinde bir noktanın hesaplanabilmesi için yalnızca o noktadan geçen ‘karakteristik doğrultuların’ belirlediği ve ‘bağımlılık bölgesi’ adını verdiğimiz bölgedeki noktalardan yararlanabiliriz. Bu işlemin nasıl yapıldığını aşağıda kısaca inceleyeceğiz.
c) Parabolik Denklem:
b2 – 4ac = 0 ise denklemimiz Parabolik ‘tipte’ bir denklem kabul edilmektedir. Böyle denklemler hem eliptik hem de parabolik denklemlerin özelliklerini taşımaktadır.
Böylece bu bölümün içeriğini de belirlemiş olduk. Aşağıda üç altbölüm halinde bu denklemleri, en basit biçimleri ile, ele alacağız.

Şunu da belirtmemiz gereklidir. KDD için kullanılan Sayısal Çözüm Yöntemleri için geniş ve ayrıntılı bilgi vermek bu kitabın sınırlarına sığmaz. Şu halde aşağıda yalnızca en temel bilgiler ve özet halinde verilmiştir.

7.4. LİNEER ELİPTİK KDD:
Bu özel KDD lerin en basit biçimini aşağıdaki örnekte ele alacağız. 
LAPLACE Denklemi adını verdiğimiz KDD şu biçimdedir ve çözüm bölgesinin sınırları ‘Kapalı, Tek değerli (Kendisi ile kesişmeyen), Sürekli bir E eğrisi ile sınırlandırılmıştır.
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Bu denklemi E eğrisinin içinde kalan sınırlı B bölgesinde, yahut da E nin dışındaki sınırsız B’ bölgesinde sağlayan f(x,y) fonksiyonu aranmaktadır; f(x,y) fonksiyonu aynı zamanda E üzerinde verilen şartları da sağlamak zorundadır. Bu şartların biçimine göre problem adlandırılmaktadır.
Aşağıda f(x,y) nin E üzerindeki değerlerinin doğrudan verildiği kabul edilecek yani DİRİCHLET Problemi ele alınacaktır. Ayrıca E eğrisinin de kenarları eksen takımı ile çakışan bir kare olduğu varsayılarak B bölgesinde yani bu karenin içinde çözüm aranacaktır.
Bütün bu basitleştirici kabullerden sonra KDD teorisinin en basit problemlerinde bir haline gelen örneğimiz şu biçimi almıştır.
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Şekildeki ABCD karesinin içi çözüm bölgesidir. Karenin kenar uzunluğu AB=nh olarak seçilmiştir. Buna göre: a(y), b(x), c(y) ve d(x) verilmiş fonksiyonlar olmak üzere,
ABCD karesinin içinde:  
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AB üzerinde:  f(x,y) = a(y)
BC üzerinde: f(x,y) = b(x)

CD üzerinde: f(x,y) = c(y)

DA üzerinde: f(x,y) = d(x)
olacak biçimde f(x,y) fonksiyonunun bulunması istenmektedir.

Bu problemin Sayısal Çözümünü bulmak için Merkezsel Farkları kullanacağız. Önce denklemimizi fark denklemi haline getirelim.
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Çok basit bir cebirsel ifade elde ettik. Sınır şartlarımızı da ayrıklaştırılmış biçimde yazalım.

AB:    f0 j = aj
BC:    fi n = bi
CD:   fn j = cj
DA:   fi 0 = di
Böylece problemimizi bütünüyle ayrıklaştırmış olduk. Artık çözümü bulabiliriz. Bu ifadeleri nasıl kullanacağımızı anlayabilmek için bir iki basit örnek yapalım.

İlk adım olarak varsayalım ki n = 2 dir ve a, b, c, d sabit sayılardır. Bu durumda problemimiz tek denklemli basit bir cebirsel işlemden ibaret olur. Bunu şekilde gösterip hesaplayalım.
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Böylece, çözüm bölgesinin tek bir noktaya indirgendiği, bu aşırı basitleştirilmiş problem için çözümü bulmuş olduk. Aslında çözüm bölgesinde çok sayıda nokta bulunan n > 2 halinde de yapacaklarımız yukarıdaki basit örnekten, ilke olarak, farklı olmayacaktır. Şimdi bunu yapalım.
Varsayalım ki n > 2 ve keyfi bir tamsayıdır. 

Denklemimizi yeniden yazalım.
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Burada: f0 j = a,  fi n = b,  fn j = c,  fi 0 = d olarak verildiğine göre fi j için i=2,3...n–1 ve j=2,3...n–1 değerlerini kullanarak (n–1)2 tane fi j değeri hesaplamamız lazım. Bu n değeri büyüdükçe h adım uzunluğu küçüleceğine göre n=100 ya da n=1000 gibi değerler kullanmamız mümkün.
Bölge içindeki herhangi bir fi,j değerini bulmak istediğimizde bu nokta etrafındaki dört noktanın değerlerini yani  fi+1,j,   fi-1,j,   fi,,j+1,   fi, j-1  değerlerini bilmediğimize göre bu işlemi nasıl yapacağız?

Bu noktada, Sayısal Analiz problemlerimizde her zaman yaptığımız gibi bilgisayarların hızlı ve doğru hesap yapma özelliğinden yararlanarak şöyle bir iterasyon işlemi planlayabiliriz.
1. İterasyonun başlangıç değerleri olarak:
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değerlerini seçelim.
2. İterasyonumuzu sürdürelim.
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3. İterasyonu durdurmak ya da sürdürmek için şu kontrolü yapalım.
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Bu iterasyon işleminin her adımında hesaplamayı iki türlü yürütebiliriz: ‘k-1’ nci iterasyon değerleri için elimizde hazır bulunan tablodan hareket ettiğimize göre, ‘k’ ncı iterasyon değerlerini,
· ‘k-1’ nci iterasyon tablosuna dokunmaksızın hesaplayabiliriz.
· Her bulduğumuz değeri hemen yerine koyarak ‘k-1’nci iterasyon tablosunu her adımda değiştirerek ‘k’ ncı iterasyon tablomuzu oluşturabiliriz.
Kuşkusuz ikinci yol, eğer gerçekleşiyorsa, yakınsamayı hızlandıracaktır. Ancak yukarıda verilen yakınsama denetimi için ‘k-1’ nci iterasyonun bir kopyası yine de değiştirilmeden saklanmalıdır.
Basit bir örnek çözelim. Şekildeki gibi bir kare çözüm bölgesi düşünelim. Varsayalım ki bu çözüm bölgesinin sınırlarındaki fi,j değerleri sabittir ve şekilde gösterilen değerlere eşittir.


Buna göre sıfırıncı iterasyon değerlerimiz: i, j = 2,3...n-1 noktalarının hepsi için aynı olacaktır.
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Şimdi n=5 alarak bir tablo yapalım ve bu değerleri yerleştirelim.
k=0
	
	0
	0
	0
	

	80
	40
	40
	40
	0

	80
	40
	40
	40
	0

	80
	40
	40
	40
	0

	
	80
	80
	80
	


Artık ilk iterasyon işlemimize geçebiliriz.  

k=1

	
	0
	0
	0
	

	80
	40
	30
	20
	0

	80
	50
	40
	30
	0

	80
	60
	50
	40
	0

	
	80
	80
	80
	


Görüldüğü gibi bu son değerleri hesaplarken k=0 değerlerini değiştirmeden kullandık. Aslında birinci değeri bulduktan sonra onu hemen kullanmaya başlayabilir ve ikinci değeri, muhtemelen daha iyi bir yaklaşımla elde edebilirdik. Yani k=1 iterasyonunda yukarıdaki tablo yerine



k=1

	
	0
	0
	0
	

	80
	43.75(
	32.8(
	16.41
	0

	80
	55((
	47.5((
	32.8(
	0

	80
	60((
	55((
	43.75(
	0

	
	80
	80
	80
	


tablosunu elde edebilirdik.
Şimdi bu problemi n değerini biraz daha büyüterek ele alalım ve iterasyon işleminin yakınsayıp yakınsamadığını inceleyelim. Tablo içinde işlem sırasının bir önemi olmadığını gösterebilmek amacı ile iterasyona sol üst köşeden başlayalım. (Yukarıdaki tablolarda sol alt köşeden başlamıştık.) Ellinci iterasyondan sonraki tablo:


k=50
	80
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	80
	39,97572
	24,09091
	16,48087
	12,08287
	9,045144
	6,589684
	4,355542
	2,177771
	0

	80
	55,82332
	39,92426
	29,77008
	22,82626
	17,52674
	12,97275
	8,664145
	4,359217
	0

	80
	63,41054
	50,03813
	39,87859
	31,9553
	25,2895
	19,13112
	12,98206
	6,599605
	0

	80
	67,80108
	56,96879
	47,78523
	39,86136
	32,57543
	25,30376
	17,54795
	9,062123
	0

	80
	70,84581
	62,28067
	54,46667
	47,16402
	39,87758
	31,98387
	22,85817
	12,10561
	0

	80
	73,3202
	66,8681
	60,66739
	54,48093
	47,8138
	39,9164
	29,80767
	16,50601
	0

	80
	75,5816
	71,22485
	66,87741
	62,30188
	57,00071
	50,07572
	39,95933
	24,11346
	0

	80
	77,7908
	75,58528
	73,33013
	70,86279
	67,82383
	63,43568
	55,84588
	39,98983
	0

	80
	80
	80
	80
	80
	80
	80
	80
	80
	0


Bunu 51 nci iterasyon değerleri ile karşılaştıralım.


k=51

	80
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	80
	39,97856
	24,09592
	16,48722
	12,08966
	9,051521
	6,594953
	4,359217
	2,179609
	0

	80
	55,82834
	39,93312
	29,7813
	22,83825
	17,538
	12,98206
	8,670636
	4,362463
	0

	80
	63,41689
	50,04935
	39,89279
	31,97048
	25,30376
	19,14291
	12,99027
	6,603715
	0

	80
	67,80787
	56,98078
	47,8004
	39,87758
	32,59067
	25,31635
	17,55673
	9,066514
	0

	80
	70,85219
	62,29193
	54,48093
	47,17926
	39,8919
	31,99571
	22,86643
	12,10974
	0

	80
	73,32547
	66,87741
	60,67917
	54,49353
	47,82563
	39,92618
	29,81449
	16,50942
	0

	80
	75,58528
	71,23135
	66,88563
	62,31066
	57,00896
	50,08254
	39,96409
	24,11584
	0

	80
	77,79264
	75,58853
	73,33424
	70,86718
	67,82796
	63,43909
	55,84825
	39,99102
	0

	80
	80
	80
	80
	80
	80
	80
	80
	80
	0


Yakınsamanın gerçekleştiği gözleniyor. Daha hassas bir kontrol için yeni bir problem seçelim.
Yukarıdaki problemi dört kenarında farklı ve sabit sıcaklık değerleri bulunan bir levhanın içindeki sıcaklık dağılımı problemi olarak algılayabiliriz. Ya da yine dört kenarında farklı ve sabit gerilme değerleri oluşmuş bir levha içindeki gerilme dağılımı olarak da düşünebiliriz. Benzer başka fiziksel problemler de düşünülebilir. Yeter ki fiziksel problemin matematik modeli DİRİCHLET Problemi ile çakışsın. 
Şimdi ele alacağımız problem şöyle verilmiş olsun: f0,j=sin(j(/n), diğer kenarlar sıfır; yani,
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	0,9511
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	0,0000
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	0,0000

	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
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	0,0000
	0,0000
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Altmışıncı iterasyonda sonuç aşağıdaki gibi elde edilir.

	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000

	0,3090
	0,2258
	0,1647
	0,1198
	0,0867
	0,0621
	0,0436
	0,0294
	0,0181
	0,0086
	0,0000

	0,5878
	0,4295
	0,3133
	0,2279
	0,1649
	0,1181
	0,0829
	0,0559
	0,0345
	0,0164
	0,0000

	0,8090
	0,5912
	0,4313
	0,3137
	0,2270
	0,1625
	0,1141
	0,0770
	0,0475
	0,0226
	0,0000

	0,9511
	0,6950
	0,5070
	0,3688
	0,2668
	0,1911
	0,1342
	0,0905
	0,0558
	0,0266
	0,0000

	1,0000
	0,7308
	0,5332
	0,3878
	0,2806
	0,2010
	0,1411
	0,0952
	0,0587
	0,0280
	0,0000

	0,9511
	0,6950
	0,5071
	0,3689
	0,2669
	0,1912
	0,1342
	0,0906
	0,0558
	0,0266
	0,0000

	0,8090
	0,5912
	0,4314
	0,3138
	0,2271
	0,1626
	0,1142
	0,0771
	0,0475
	0,0226
	0,0000

	0,5878
	0,4296
	0,3134
	0,2280
	0,1650
	0,1182
	0,0830
	0,0560
	0,0345
	0,0165
	0,0000

	0,3090
	0,2258
	0,1648
	0,1199
	0,0867
	0,0621
	0,0436
	0,0294
	0,0182
	0,0087
	0,0000

	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
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Yakınsamayı kontrol etmek için bu problemde özel bir olanağımız daha var. Sınır şartları x=( değerine göre simetrik verilmiş. Simetrinin hangi hassaslıkta sağlandığı da bir çeşit yakınsama ölçüsü olarak kullanılabilir. Yukarıda T=10-3 mertebesinde simetri elde edildiği açıkça görülüyor.
Eliptik Denklem için Hata Analizi:
DİRİCHLET Probleminin doğru kurulmuş bir matematik model olduğu yani çözümünün mevcut olduğunu, tek olduğunu ve sınır şartlarına sürekli bağımlı olduğunu biliyoruz. Bu sebeple burada kontrol etmemiz gereken şey, kullandığımız “Sonlu Fark Yaklaşımının ayrıklaştırma işleminden kaynaklanan hatası” olacaktır.

Bu amaçla f(x,y) fonksiyonunu, her zaman yaptığımız gibi, TAYLOR Serisine açacağız. Örneğin x=a, y=b noktası civarını düşünelim ve kenar uzunlukları x-a = y-b = h olan, sonsuz küçük yapılabilen, kareyi ele almış olalım.
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Bu örneğe göre
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olduğu açıkça görülüyor. Ayrıklaştırma denklemimizdeki bütün terimler için bu işlemi yapabileceğimize göre:
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yazabiliriz. Bu, bizim ayrıklaştırma denklemimizdeki hata mertebemiz. Kolayca görüldüğü gibi h değerini küçülterek bunu istediğimiz sınırlar arasına getirebiliriz.
Ancak bir noktaya dikkat etmek gerekiyor. Yukarıda verilen hata miktarı tekrarlanan işlemler sonucunda bir “birikim” oluşturabilir mi?
Aslında bu, bu bölümde ele alacağımız bütün ayrıklaştırma denklemleri için sorulması gereken en önemli sorudur.
Eliptik problemlerin buradaki biçimi ve sürekli, tek değerli bütün sınır şartları halinde, yukarıdaki yaklaşım işleminin, eğer yakınsıyorsa, bulunan sonucun “çözüm” olduğu ispat edilebilir. 
7.4. LİNEER HİPERBOLİK KDD:
En basit hiperbolik KDD nin iki biçimi vardır. Bunlardan birinden diğerine geçiş basit bir koordinat dönüşümü ile mümkündür. Bu dönüşümün kendisi denklemin çözümü hakkında çok önemli bir ipucu oluşturur. Kısaca özetleyelim. 
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ifadesi bu biçimlerden biridir. Bunu şu biçimde yazabiliriz.
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Bu biçimden esinlenerek denklemi x + y = ( ve x - y =( koordinatları ile yazmayı deneyelim.
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Böylece ikinci yazılım biçimine ulaştık. Bu son denklem çözüm fonksiyonunun karakterini hemen ortaya koymaktadır. Denklemin çözümü yalnızca ( ye bağlı bir((() fonksiyonu ile yalnızca( ya bağlı bir((() fonksiyonunun toplamından ibarettir.
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Bu dönüşüm işlemi çözümün genel biçimin belirlemekten daha önemli bir görev üstlenmektedir. Kullandığımız x + y = ( ve x - y =( doğrultuları çözümün hesaplanabilmesi için kullanılması gereken bilgiyi, kullanılmayacak bilgiden ayırmaktadır. Bunu bir şekil çizerek açıklayalım.

[image: image26]
Çözüm bölgesi içinde bir N noktası ve bu noktadan geçen x + y = ( ve x - y =( doğrultularını düşünelim. Eğer çözüm şekilde gösterilen ok doğrultusunda ilerlemekteyse N noktasını hesaplamak için kullanabileceğimiz bilgi yalnızca şekilde gösterilen ‘Bağımlılık Bölgesi’nden alınabilir. Benzer şekilde N noktasındaki bilgi ise yalnızca şekilde gösterilen ‘Etki Bölgesi’ içindeki noktalarda kullanılabilir.
Görüldüğü gibi x + y = ( ve x - y =( doğrultuları, çözüm işlemi için, son derecede önemli bir rehber niteliğindedir. Bir noktadaki f(x,y) değerini hesaplarken kullandığımız noktaları bu kuralı sağlayacak biçimde seçmemiz gerekmektedir. Bu nedenle bu doğrultulara ‘Karakteristik Doğrultular’ adını veriyoruz.
Aslında çözüm bölgesinin her noktasından iki ayrık ve gerçel karakteristik doğrultu geçmesi hiperbolik denklemlerin ayırıcı ve en önemli özelliğidir. Bu doğrultuların ifadesi verilen denklemin biçimine bağlıdır. Burada ele aldığımız denklem için x + y = ( ve x - y =( doğrultuları karakteristikleri oluştururken, başka bir denklem için başka ifadelere sahip karakteristikler söz konusu olacaktır. Şu halde hiperbolik bir denklemin çözümünü araştırırken ilk yapmamız gereken iş denkleme ait karakteristik doğrultuları bulmak olmalıdır.
Karakteristik doğrultularla ilgili çok önemli bir diğer konu da şudur. Çözüm bölgesinin sınırları bu karakteristiklerden biriyle (ya da ikisiyle de) çakışırsa çözümün karakteri ve kullanılacak ilk/sınır şartların biçimi büyük ölçüde değişir. Bizim ele alacağımız örneklerde karakteristik doğrultular çözüm bölgesinin sınırları ile çakışmayacaktır.
KDD Teorisinde yararlanarak verdiğimiz bu basit giriş bilgisinden sonra çok basit bir örnek problem seçerek sayısal çözüm işlemine dönelim. Hiperbolik Denklemler için en iyi bilinen problem olan CAUCHY Problemini ele alacağız. Bunu şöyle tanımlayabiliriz.

B bölgesinde
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denklemini ve E eğrisi üzerinde
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şartlarını sağlayan f(x,y) fonksiyonunu bulmak. Burada n- E eğrisinin normalini simgelemektedir.
Yukarıda genel biçimi ile verilen bu problemi basitleştirerek kolayca çözüm bulunabilecek bir hale getirelim.
B bölgesini x ( 0 ve -( (  y ( ( olarak ve E eğrisini de x = 0 olarak seçelim. Problemimizin basitleşmiş halini yine bir şekil çizerek yazalım.

Şekilde görüldüğü gibi B bölgesi y- ekseninin -( ile ( arasında kalan bölgesinden başlamakta ve x boyunca sonsuza uzanmaktadır. E eğrisi bu bölgenin y ekseni üzerinde kalan parçasından ibarettir; yani x = 0 ile tanımlanmıştır. E eğrisinin normalini gösteren n doğrultusu x- doğrultusu ile çakışmaktadır. Bu şartlarda problemimiz şu biçimi almaktadır.
B bölgesinde
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denklemini ve E eğrisi üzerinde, x=0 da
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Artık Sayısal Çözüm işlemine başlayabiliriz. Hiperbolik denklemler halinde, yukarıda açıkladığımız, bağımlılık bölgesi kuralından dolayı x- ve y- doğrultusundaki adım uzunluklarımızı birbirine eşit seçemeyiz. Bunları (x ve (y ile göstererek denklemimizi ilk/sinir şartları ile birlikte ayrıklaştıralım.
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Dikkat edilirse denklemi merkezsel farklar fakat türev şartını önedoğru kullanarak ayrıklaştırdık. Ayrıca x=0 ile çakışık olan E eğrisinin üzerindeki noktaları da (-1) alt indisi ile göstermiş olduk. Ancak bu önemli bir sorun değil, istersek bütün bağıntılarda i yerine i+1 koyarak hemen düzeltebiliriz.

İlk/sınır şart denklemleri bize 
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olduğunu yani çözüm bölgesinin başlangıcındaki ilk iki sütunda bulunan 
[image: image33.wmf]j
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 değerlerinin bilindiğini söylüyor. Bu durumda üçüncü sütunu hesaplamak için denklemden yararlanmalıyız. Buna göre denklemimizi düzenleyelim.
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Böylece üçüncü sütunun bütün noktalarını hesaplayabileceğimiz bir formül elde ettik. Bundan sonraki işlemler artık son bulunan iki sütunu kullanarak bu formülü tekrar tekrar uygulamaktan ibarettir.
Karakteristik doğrultuların önemini yukarıda kısaca açıklamıştık. Dolayısıyla yukarıdaki formülü kullanırken ancak bağımlılık bölgesinin içindeki bilgilerden yararlanma hakkımız olduğunu biliyoruz. Bu, (x ve (y büyüklüklerini rasgele seçemeyeceğimiz anlamına gelmektedir. Açıktır ki  (x < (y seçmeliyiz.
Şimdi çözümünü bildiğimiz bir problem alalım ve yöntemimizi sınayalım.

B bölgesi  [ t(0,    -( ( x ( ( ],   içinde:  ( 2u/( x2 – ( 2u/( y2 = 0

denklemi ve E eğrisi üzerinde: (x = 0 da:)          u(0,y) = Siny,   ( u(0,y)/( x = 0
şartları verilmiş olsun. Bu şartlar altında bu denklemin analitik çözümünün u(x,y) = SinyCosx
olduğu hemen gösterilebilir.

(x = (/10, (y = (/5 ve r = (x/(y = 0.5 alarak çözüm yapalım ve analitik formül kullanılarak aynı değerleri hesaplayalım. Birlikte tablolayalım.
	
	
	x=0
	x=pı/10
	x=2pi/10 
	x=3pi/10
	x=4pi/10
	x=5pi/10

	
	y
	f(-1,y)
	f(0,y)
	f(1,y)
	f(2,y)
	f(3,y)
	f(4,y)

	S
	-3,1416
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000

	A
	-2,5133
	-0,5878
	-0,5878
	-0,5317
	-0,4248
	-0,2773
	-0,1034

	Y
	-1,8850
	-0,9511
	-0,9511
	-0,8602
	-0,6873
	-0,4487
	-0,1672

	I
	-1,2566
	-0,9511
	-0,9511
	-0,8602
	-0,6873
	-0,4487
	-0,1672

	S
	-0,6283
	-0,5878
	-0,5878
	-0,5317
	-0,4248
	-0,2773
	-0,1034

	A
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000

	L
	0,6283
	0,5878
	0,5878
	0,5317
	0,4248
	0,2773
	0,1034

	 
	1,2566
	0,9511
	0,9511
	0,8602
	0,6873
	0,4487
	0,1672

	
	1,8850
	0,9511
	0,9511
	0,8602
	0,6873
	0,4487
	0,1672

	
	2,5133
	0,5878
	0,5878
	0,5317
	0,4248
	0,2773
	0,1034

	
	3,1416
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000

	
	
	
	
	
	
	
	

	A
	-3,1416
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000

	N
	-2,5133
	-0,5878
	-0,5590
	-0,4755
	-0,3455
	-0,1816
	0,0000

	A
	-1,8850
	-0,9511
	-0,9045
	-0,7694
	-0,5590
	-0,2939
	0,0000

	L
	-1,2566
	-0,9511
	-0,9045
	-0,7694
	-0,5590
	-0,2939
	0,0000

	İ
	-0,6283
	-0,5878
	-0,5590
	-0,4755
	-0,3455
	-0,1816
	0,0000

	T
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000

	İ
	0,6283
	0,5878
	0,5590
	0,4755
	0,3455
	0,1816
	0,0000

	K
	1,2566
	0,9511
	0,9045
	0,7694
	0,5590
	0,2939
	0,0000

	
	1,8850
	0,9511
	0,9045
	0,7694
	0,5590
	0,2939
	0,0000

	
	2,5133
	0,5878
	0,5590
	0,4755
	0,3455
	0,1816
	0,0000

	
	3,1416
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000
	0,0000


Bunları grafiğe taşıyalım.
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Tabloların veya grafiklerin mukayesesi yöntemin başarılı olduğunu fakat yeteri kadar hassas sonuçlar vermediğini açıkça göstermektedir. Bunun sebeplerinden biri, seçtiğimiz adım uzunluğudur. Daha küçük adım uzunlukları ile sonucun iyileşeceği kesindir. Daha önemli bir hata kaynağı ilk şartlardan ikincisinin yani türev şartının ilk adımda ortaya çıkardığı hatalardır. Adi diferansiyel denklemlerde yaptığımız gibi daha iyi bir türev yaklaşımı kullanılması da sonuçları iyileştirebilir.
Ayrıklaştırma denklemimizdeki hata oranını kolaylıkla ifade edebiliriz.
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Görüldüğü gibi (x < (y seçildiği sürece ve bunların değerleri küçültülerek hatanın istenilen sınırlar arasına indirgenebileceği düşünülebilir.

Ancak Eliptik Problemler halinde söylediklerimizi burada da tekrarlamak gerekiyor. Çözümün hesaplanmasında ortaya çıkacak hatanın bir kaynağını da yinelenen hesaplamalarda hataların “birikmesi” oluşturmaktadır.

Dikkat edilirse burada kullandığımız ayrıklaştırma denklemi, aslında Basit EULER Yönteminin iki boyutlu hale geliştirilmiş biçiminden başka bir şey değil. Dolayısıyla hata birikiminin, en az Basit EULER Yöntemindeki kadar hızlı olmasını beklememiz gerekiyor. Gerçekten de sonuçların incelenmesi bu beklentimizi onaylamakta. 

7.5. LİNEER PARABOLİK KDD:
En basit parabolik KDD, adeta yukarıdaki eliptik ve hiperbolik denklemlerin karması gibidir. Çözüm bölgesi ve denklem şöylece verilebilir.
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x=0 da (AB) f (0,y) = g(y)  
x>0 da y=0 (AA’)  için f(x,0) = h1(x)

              y=a (BB’) için f(x,a) = h1(x)

Problemin bu basit biçimi ile çözümü çok kolaydır. Hemen ayrıklaştırma işlemimizi denkleme ve ilk/sınır şartlarına, a=n(y alarak, uygulayalım. 
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Denklemden fi+1,j yi çözelim.
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Şimdi bu denklemle ilk/sınır şartlarını birlikte ele alalım. 
[image: image41.wmf]j
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 şartı dolayısıyla i=0 daki f değerlerini biliyoruz. Ayrıca 
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 şartları dolayısıyla da j=0 ve j=n deki f değerlerini biliyoruz. O halde bu değerleri kullanarak i- doğrultusunda adım adım ilerleyen bir hesaplama yapabiliriz.

İlk/sınır şartları için basit bir seçim yaparak bir örnek yapalım.

g(y) = y2- ay ( gj = (j(y)2 - jn(y2  
h1i = h2i = 0
(y = 0.5, (x ( 4(y2 ( (x = 0.5 ( (x/4(y2 = 0.5  ve n = 10 alalım.
Bu şartlar altında çözümü tablolayalım.
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Hiperbolik denklemler halinde karşılaştığımız zorluk burada da karşımıza çıktı. Bu ayrıklaştırma denklemi için biçimsel hatayı hemen yazabiliriz:
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Ancak burada da, ne kadar küçük seçersek seçelim, (x adımları ardı ardına atıldıkça hatanın hızla birikeceği açık.
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