SAYISAL ANALİZ
1. GİRİŞ ve GENEL BİLGİLER;
1.1 SAYISAL ANALİZİN GÖREVİ:
Günümüzde kullanıldığı biçimi ile Sayısal Analiz’in üç temel görevi vardır. Bunlar şöylece özetlenebilir:
· Tanımlanmış matematik problemlerine ‘kullanışlı çözümler’ sağlayacak çözüm yöntemlerini araştırmak ve uygulamak.
· Çözüm biçimi bilinen matematik problemleri için sayısal değerleri bulmak.

· Yukarıda belirlenen amaçları yerine getirirken ortaya çıkabilecek Sayısal Hataları tahmin etmek ve denetlemek. 

Görüldüğü gibi, bu kitapta, sayısal analiz tanımlanmış veya çözülmüş matematik problemleri ile uğraşan bir matematik yöntemler topluluğu olarak, yani matematiğin bir alt dalı biçiminde ele alınacaktır. 
Sayısal Analiz, her ne kadar günümüzde olduğu kadar önemli görülmemişse de, ilk matematik problemleri ile yaşıttır ve onların ayrılmaz bir parçası olarak ilk çağlardan beri ilgi odağı olmuştur.

İlk karşılaşılan Sayısal Analiz problemleri arasından iki örnek seçerek Sayısal Analiz’in belki bin yıldır değişmemiş olan en temel kavramını tanımlamaya çalışalım.
Verilen bir sayının karekökünü hesaplamak:

Varsayalım ki verilen sayı A dır ve (A nın değeri hesaplanacaktır. 
Şöyle basit bir yöntem geliştirebiliriz. (Kuşkusuz bu yöntem karekök bulmak için en etkili yöntem olmayabilir!)

a1 < A olan bir sayı seçelim ve a12 değerini hesaplayalım. 

Eğer kazara a12 = A ise sorun yok, çözümü bulduk demektir. Kuşkusuz bu olasılık çok küçüktür ve a12 ( A olacaktır.

Eğer a12 > A ise açıktır ki a1 > (A olarak seçilmiştir; öyleyse a2 = a1 – f1 gibi yeni bir sayı seçerek a1 için yaptıklarımızı a2 için tekrarlayabiliriz. 

Eğer a12 < A ise açıktır ki a1 < (A olarak seçilmiştir; öyleyse a2 = a1 + f1 gibi yeni bir sayı seçerek a1 için yaptıklarımızı a2 için tekrarlayabiliriz. 

Böylece bulduğumuz a2 sayısıyla da aynen yukarıda a1 için yaptıklarımızı tekrarlayarak yeni bir a3 = a2 (  f2 sayısına ve işlemi ardı ardına tekrarlayarak:
an:  a1, a2, a3, a4,…

dizisine ulaşırız. Kuşkusuz beklentimiz şudur: Böylece bulduğumuz an lerden biri için 
ai2 = A yani ai = (A
olsun. Doğal olarak bu sonuca ulaşabilmemiz için ilk başta yaptığımız a1 seçiminin ve işlemi sürdürürken her adımda yapacağımız ( f1, ( f2, ( f3,… seçimlerinin çok büyük önemi olacaktır. f değerlerinin gittikçe küçülmesini bekleyeceğimize göre belki 

fn+1 =fn/n

biçiminde belirlenmiş değerler kullanabiliriz.

Görüldüğü gibi adım adım yürüttüğümüz bu işlem bizi belki bir i değeri için ai = (A değerine ulaştıracaktır. Acaba tam bu ai değerine kadar hesap yapmamız gerekli midir? Hatta daha önemlisi acaba verilen her A sayısı için böyle bir ai sayısını, hemen her zaman kullandığımız, ondalık sistemde (veya diğer sistemlerde) tam olarak ifade edebilir miyiz? Yoksa belli bir an değerini 
an = (A ( Hn
olduğunu bile bile yani aradığımız (A değerinden (Hn kadar farklı veya daha doğru bir deyişle ‘hatalı’ olarak kullanmamız daha uygun olabilir mi?

Bu basit örneği kullanarak Sayısal analizin en önemli bazı sorularını ortaya çıkardık. Bu sorular ve cevapları üzerinde düşünmeye başlamadan önce yine tarih kadar eski bir örnek problemi ele alalım ve basitçe inceleyelim. 

Çapı Bilinen bir Dairenin Çevre Uzunluğunu hesaplamak:
Varsayalım ki verilen dairenin çapı R ve yarıçapı r = R/2 olsun. Aradığımız şey kuşkusuz iyi bilinen ( sayısının değeridir. Ancak, şimdilik, aradığımız ‘çevre/çap’ oranını P harfi ile gösterelim. Şimdi bazı basit şekiller çizelim.


[image: image1]
Birinci şekilde dairenin içindeki eşkenar üçgenin bir kenarının uzunluğu r(3, tüm çevre unluğu ise 3r(3 olarak kolayca hesaplanabilir. Dıştaki üçgenin bir kenarının uzunluğu ise 2r(3 ve tüm çevre uzunluğu 6r(3 olacaktır. Bu değerleri kabaca hesaplarsak iç çemberin toplam çevre uzunluğu (5.2r ve dış çemberin toplam çevre uzunluğu (10.4r olarak bulunacaktır.

İçteki üçgenin toplam çevre uzunluğunun çember uzunluğundan küçük, dıştaki üçgenin toplam çevre uzunluğunun çember uzunluğundan büyük olduğu açıktır. Şu halde aradığımız 2Pr değeri bu iki değer arasında bir yerde kalacaktır. Bu özel örnekte çember içine veya dışına çizebileceğimiz en az kenar sayısına sahip kapalı şekil üçgen olduğuna göre bu oranı P3 ile gösterelim. Böylece P3 için hemen şunu yazabiliriz.

(5.2 < P3 < (10.4
Benzer düşünceyi ikinci şekle uygular ve daire içindeki ve dışındaki karelerin toplam kenar uzunluklarını hesaplayarak çember uzunluğu ile karşılaştırırsak P4 için:
(5.66 < P4 < 8
değerini elde ederiz. İstersek bu işleme dairenin içine ve dışına her adımda daha çok kenar sayısına sahip eşkenar çokgenler çizerek devam edebiliriz. Örneğin:

n = 5    (     (5.88 < P5 < (7.27
n = 6   (            6 < P6 < (6.93
n = 7   (      (6.07 < P7 < (6.74
n = 10 (     (6.18 < P10 < (6.50
 Temel geometri bilgimiz bize bir eşkenar n-gen halinde Pn sayısı için:
2n Sin((/n) < Pn < 2n Tg((/n)

değerlerini belirlememize olanak verir. Daha ileri gitmeden hemen bir noktayı belirtelim. Son formülde kullandığımız Sin((/n), Tg((/n) ifadelerindeki ( (=180) simgesi ( sayısının aradığımız değerini değil fakat çemberde ayırdığımız yayı gören açıyı belirlemektedir. Benzer şekilde Sin ve Tg ifadeleri de ilişkili kenarlar arasındaki oranları kısaca ifade etmek üzere kullanılmıştır. 

Görüldüğü gibi değerini kabaca 6.28 olarak bildiğimiz 2( sayısına
aşağıdan yaklaşan: 5.2, 5.66, 5.88, 6, 6.07, 6.18, …
yukarıdan yaklaşan: 10.4, 8, 7.27, 6.93, 6.74, 6.50 

dizilerini elde ettik. Şimdi sorunumuz şu Pn sayısı hangi n için tam doğrudur? Örneğin yukarıda bulduklarımızdan en yakın olduğunu düşündüğümüz P10 mu, yoksa biraz zahmetle hesaplayabileceğimiz P100 mü, ya da P100000 mi? Kuşkusuz (ispatsız olarak kabul edeceğimiz) cevap açıktır. Pn değeri, n büyüdükçe 2( değerine sınırsız yaklaşmaktadır. Ama yine kuşkusuz olan bir şey daha var hangi Pn değerini kullanırsak kullanalım bu değer 2( değerinden farklı olacak yani ‘hatalı’ bir değer olacaktır. Diğer sözlerle, kullandığımız Pn değeri matematik olarak:
Pn = 2( ( Hn
biçiminde ifade edilecektir.
Önceki problemde karşılaştığımız sorun, üstelik bu defa ‘kaçınılmaz bir sorun’ olarak yine karşımıza çıktı. Yani Pn değerini her zaman (Hn kadar hata ile kullanmaya mecburuz.
Bu iki basit örnekle ilgili olarak yaptığımız çalışma bizi Sayısal Analiz’in en temel kavramı olan yaklaşım kavramına getirdi. Aşağıdaki paragrafta bunu inceleyeceğiz.
Yukarıdaki örnekler bize Sayısal Analiz problemleri ile ilgili çözümlerin karakteri hakkında da bazı ipuçları veriyor.
Sayısal analiz problemleri, genelde, yukarıdaki iki örnekte açıkça görüldüğü gibi, birbirini izleyen ve aynı işlemlerin aynı sırada tekrarlanmasıyla gerçekleşen adımlardan oluşur. Bu adımların her birine İTERASYON ve bu iterasyonlar dizisine İTERASYON İŞLEMİ adını veriyoruz. Her iterasyon adımı, yine yukarıdaki örneklerden görüleceği gibi, genellikle bulunan sonucu, örneğin önceki adımda bulunan sonuçla karşılaştırmak gibi, bir mantık işlemi ile sonlanır veya tekrarlanır.
Bir iterasyon işleminin sonlandırılabilmesi için son iki iterasyon işleminde elde edilen değerler karşılaştırılarak, örneğin, bunların farkının önceden verilen küçük bir sayıdan daha küçük olması gerekir. Bu küçük sayıyı aşağıda TOLERANS olarak tanımlayacağız.
Herhangi bir sayısal analiz probleminin çözümünde hangi sırayla hangi matematik ve mantık işlemleri ve, varsa, hangi iterasyon işlemlerini içereceğini belirleyen kurallara ALGORİTMA adını veriyoruz. Çok defa bir iterasyon adımının içindeki işlemleri bunların sırasını belirleyen kurallara da ALGORİTMA denilir.
Buna göre tipik bir sayısal analiz probleminin çözümü, sıralı matematik ve mantık işlemleri içeren bir algoritma olarak düşünülebilir. 
1.2 YAKLAŞIM:
Sayısal analizin en temel kavramı olan YAKLAŞIM, yukarıdaki örneklerin de yardımıyla, şöylece tanımlanabilir: Bu örneklerdeki (A ve ( gibi tam doğru değerleri temsil etmek üzere F(x) fonksiyonunu, Hesaplamalar sonucu bulduğumuz an ve Pn gibi ‘hatalı’  değerleri temsil etmek üzere de f(x) fonksiyonunu kullanalım. Artık genel bir tanım yapabiliriz. 
Varsayalım ki herhangi bir büyüklüğün GERÇEK DEĞERLERİ F(x) fonksiyonu ile verilmektedir. Ancak bu değerleri hesaplamak için kullandığımız hesap yöntemi bizi f(x) fonksiyonuna götürmektedir ve f(x)(F(x) olmakla beraber, bazı çok özel istisnalar dışında, f(x) ( F(x) değildir. Yani f(x) değeri F(x) değerinden, hemen her zaman, H(x) ( 0 kadar farklıdır.
Bulduğumuz bu f(x) fonksiyonuna YAKLAŞIM adını veriyoruz ve yaklaşımın gerçek değerden farkına eşit olan, yani gerçek değere göre ne kadar hatalı olduğumuzu gösteren H(x) fonksiyonunu da, HATA olarak adlandırıyoruz.

Buna göre Sayısal Analiz’in temel denklemi:

YAKLAŞIM = GERÇEK DEĞER ( HATA
f(x) = F(x) ( H(x)
olarak ifade edilebilir.

Kolayca görülebilir ki Sayısal Analiz’in ‘birinci problemi’: F(x) Gerçek değerini ifade etmek amacıyla kullanılmak üzere f(x) Yaklaşım’ını hesaplayan matematik yöntemleri araştırmak ve geliştirmektir.  

Yukarıdaki iki örnekte de görüldüğü gibi bir Sayısal Analiz probleminde Gerçek Değer F(x) hiçbir zaman bilinemez. Çünkü kullandığımız yöntem ne olursa olsun, hesapladığımız büyüklük daima bir Yaklaşımdır, yani f(x) değeridir. 
Bazen, pek nadiren, H(x), bazı x- değerleri için H(x) = 0 yani f(x) = F(x) olabilir. Ancak bu gerçekten de çok küçük bir olasılıktır ve hiç mümkün değilmiş gibi düşünülür.
Buna göre Sayısal Analiz’in en önemli ‘ikinci problemi’: Bilmediğimiz Gerçek değer F(x) ile hesapladığımız Yaklaşım f(x) arasındaki farkı gösteren H(x) Hata değeri yani:

H(x) =( f(x) – F(x)(
büyüklüğünü ‘tahmin etmek’ olarak özetlenebilir.

Böylece Sayısal Analiz’in temel kavramlarını ve bunlarla ilgili temel görevlerini kısaca belirtmiş olduk Şimdi Bu görevlerin ne gibi matematik problemlerinde ortaya çıkabileceğini örnekleyelim yani, diğer sözlerle, bu kitapta inceleyeceğimiz problemlerin kısa bir özetini yapalım.

1.3 ÖRNEK SAYISAL ANALİZ PROBLEMLERİ:
Örnekleri sıralamazdan önce bir noktaya dikkat çekmeliyiz. Aslında pratikte kullandığımız sayısal değerlerin hemen tamamı, mutlaka bir ölçüm ya da bazen sayım sonucu elde edilmiş, ‘hata’lı değerlerdir. Bir ölçüm sonucu bulduğumuz büyüklük, ancak o ölçümü yaparken kullandığımız ölçü aleti ya da sistemi kadar doğru olacaktır. Gerçekten de hemen hiç kimse kendi boyunun ‘tam’ uzunluğunu mikron cinsinden veya kendi ‘tam’ ağırlığını mikrogram cinsinden bilemez. Sayım işlemi de eğer sayılacak nesneler birkaç taneden ibaret değilse benzer özellikte sonuçlar sağlar. Piyasadaki değişiklikler dolayısıyla önemli büyüklükteki hiçbir bütçenin ‘tam’ kaç birim para değerinde olduğu veya olağan büyüklükteki bir ülkenin ‘tam’ nüfusu son kişiye kadar birler ve hatta onlar cinsinden saptanamaz. Aslında bu ‘tam’ değerlere çok fazla ihtiyacımız da yoktur. Günlük hayatta kullanageldiğimiz ‘yaklaşık’ değerlerin yeterli olduğunu zaten biliyoruz. Bu değerlerden yola çıkarak hesapladığımız yeni büyüklüklerin niteliğini de zaten yukarıda belirtmiştik.
Şu ana kadar verdiğimiz bütün örnekleri göz önüne alırsak hemen şu sonuca varırız. Çok özel bazı istisnalar dışında gerek gündelik gerekse bilimsel hayatta karşımıza çıkan ya da hesapladığımız bütün sayısal değerler birer YAKLAŞIM dan ibarettir. Diğer sözlerle bütün sayısal analiz problemlerinin yaklaşım değerlerini simgeleyen f(x) fonksiyonu için tanımlamamız gerekmektedir.

Şimdi f(x), g(x), h(x), … gibi küçük harfleri kullanarak betimlediğimiz ve yaklaşım değerlerini simgeleyen bu fonksiyonlar için bazı Sayısal Analiz Problemlerini tanımlayalım. Varsayalım ki bir a tanım aralığında f(x), g(x), h(x), … tanımlanmıştır ve süreklidir.
1. Bazı xi( a değerleri için f(xi) değerleri verilmiştir, j( i olmak üzere;

· xj ( a için f(xj) değerlerinin hesaplanması istenmektedir. Bu işlemi

ENTERPOLASYON Problemi olarak eskiden beri biliyoruz.

· xj ( a için f(xj) değerlerinin hesaplanması istenmektedir. Bu işlemi de

EKSTRAPOLASYON Problemi olarak adlandırıyoruz.

· xj ( a için f(xj) = 0 denklemini sağlayan xk = xi değerlerinin hesaplanması 

istenmektedir. Bu işlemi de KÖKBULMA Problemi olarak iyi tanıyoruz.
2. f(xi) diğer bir ‘bilinen’ g(xi) fonksiyonunun:
· türevi f(xi) = d/dx[g(xi)] olarak hesaplanacaktır:  SAYISAL TÜREV Problemi,
· entegrali f(xi) = ( [g(xi)]dx olarak bulunacaktır: SAYISAL ENTEGRASYON

3. f(xi) nin kendisi ile türevleri arasında bir bağıntı bilinmektedir

·  f(xi) tek değişkenli ise SAYISAL ADİ DİFERANSİYEL DENKLEM Problemi,

· f(xi) çok değişkenli ise SAYISAL KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEM Problemi,

Aslında yukarıdaki örnekleri büyük ölçüde arttırabiliriz. Ancak bu örnekler kabaca kitabımızın bir planını da oluşturduğu yani bu kitapta ele alınacak konuların bir listesini verdiği için bunlarla yetineceğiz.
Daha önce de belirtildiği gibi Bir sayısal analiz probleminin karakteristik kurgusu iki parçadan oluşmaktadır.
1. Örneklerdeki gibi bir matematik problemini, bu kitapta bir bölümü açıklanacak sayısal yöntemleri kullanarak, çözüme giden bir matematik ve mantık işlemleri zinciri yani bir ALGORİTMA oluşturmak.
2. Kaçınılmaz olarak yaklaşım değerleri kullanacağımıza göre, çözüme gittiğini düşündüğümüz işlemlerimizin her adımında, bulduğumuz yaklaşımın HATA HESABINI yapmak.
Ancak Gerçek Değeri hiçbir zaman tam olarak bilemeyeceğimize göre bu hata hesabı, kuşkusuz, bir HATA TAHMİNİ işleminden öteye gitmeyecektir.
Görüldüğü gibi Hata Tahmini veya Hata Hesabı, Sayısal Analiz’in en önemli, fakat en zor uğraş alanını oluşturmaktadır. Günümüzde ele alınan sayısal analiz problemlerinde Hata Tahmini, zorluğundan ötürü, bazen yeteri kadar iyi incelenmemektedir.

Şimdi Hata kavramını biraz daha yakından ele alalım.

1.4 HATA:
Sayısal Analiz Problemlerinde karşılaşabileceğimiz ‘Hata’lar için kısa ve basit bir sınıflandırma yapabiliriz.

Kural Dışı Hata:
İnsan veya Bilgisayar tarafından yapılabilecek ‘önceden tahmini mümkün olmayan’ ve hiçbir kurala bağlayamayacağımız saçma hatalar.
Örneğin + yerine - , Cos yerine Sin yazmak ya da 0 la bölmek, sıralama işleminde yanlış yapmak gibi. Tabii aslında işlemcisinde saklı bir yanlışlık olmadıkça bilgisayar hatalarının da insan hatası olduğunu ve kuşkusuz işlemcideki hatanın da –eğer varsa- yine bir insana ait olduğunu düşünürsek bu başlık altındaki bütün hataları İnsani Hata olarak da adlandırabiliriz.

Kitabımızda bu hataları, aslında en çok karşılaşılan hatalar olmalarına rağmen, yoksayacağız ve üstünde durmayacağız.

Yuvarlatma Hatası Hy:
Doğru olarak ifade edilebilmesi için m (m = 2, 3,…, () hane kullanılması gereken bir sayı için:
· Daha fazlası bilinmediğinden,

· Kolaylık ya da bilgisayar formatına uygunluk amacı ile

n < m hane ile yazılması sonucunda karşılaştığımız hata.

Örnek: 
( = 3.14, 3.142, 3.1416, 3.14159,…

A = 10.3776532 bir gerçek değer ise,

A = 10.4, 10.38, 10.378, 10.3777, 10.37765,…

Yuvarlatma Hatasının büyüklüğü, Gerçek Değeri hiçbir zaman bilemeyeceğimiz kabulü ile, yazdığımız son haneyi izleyen hanedeki en büyük değer ile temsil edilir. 
Buna göre yukarıdaki örneklerde Yuvarlatma Hataları, sırasıyla,:
(: Hy = (0.009, (0.0009, (0.00009, (0.000009
A: Hy = (0.09, (0.009, (0.0009, (0.00009, (0.000009

olur. Ancak bazı hallerde son kullanılan hanenin birim büyüklüğü de Yuvarlatma Hatası olarak kabul edilir. Buna göre yukarıdaki hatalar:
(: Hy = (0.01, (0.001, (0.0001, (0.00001

A: Hy = (0.1, (0.01, (0.001, (0.0001, (0.00001

biçiminde ifade edilecektir. Gerçek Değer bilinmediğine göre bu iki hata gösteriminin ikisi de aynı derece de doğrudur ve ikisi de kullanılacaktır.

Kesme Hatası Hk:
Gerçek değerin bulunabilmesi için sonsuz veya çok fazla sayıda adım atılması gereken bir işlemde adım sayısının sonlu bir değerde kalması sonucunda ortaya çıkan hata.
Örnek:

Aslında bu bölümün başında verdiğimiz karekök bulma ya da dairenin Çevre/Çap oranını hesaplama örneklerinde –sınırsız devam edemeyeceği açık olan- işlemin bir noktada kesilmesi sonucunda bulduğumuz değerde ortaya çıkacak hatalar Kesme Hatası ile ilgili örneklerdir.

Başka örnekler de verebiliriz.

Bilindiği gibi e sayısı e = lim(n→(){1 + 1/n}n olarak tanımlanmıştır. Bu ifade:
n =  1 için → e = 2

n =  2 için → e = 2.25

n =  5 için  → e = 2.370370,     (n = 4 → e = 2,441406)
n = 10 için → e = 2.593742,     (n = 9 → e = 2,581175)

gibi yaklaşımlar sağlayacaktır. Kuşkusuz bu değerlerin tamamı limit alma işlemini sonlu bir sayıda kesmemizden dolayı hatalıdır ve bu hata Kesme Hatasıdır. Tabii şunu da belirtmeliyiz bu sayıların bazılarında Yuvarlatma hataları da ayrıca yer almaktadır, ancak bunun sınırlarını belirlemeyi yukarıda öğrendik. 
Yine e sayısının bir diğer tanımı, iyi bilindiği gibi:
e = 1 + 1/1! + 1/2! + 1/3! + !/4! + …

Olarak sonsuz terimli bir seri biçiminde verilmiştir. Bu ifade de, aldığımız terim sayısına bağlı olarak,:

n =  1 için → e = 1

n =  2 için → e = 2
n =  3 için→ e = 2.5

yaklaşımlarını sağlamaktadır ve kuşkusuz, aldığımız terim sayısı sonlu olduğu için bu yaklaşımlar Kesme Hatası içermektedir. Bu son örnekteki üç yaklaşımda Yuvarlatma Hatalarının, tesadüfen, sıfır olduğu da kolayca görülmektedir. 
Kesme Hatasının Büyüklüğü: Gerçek Değeri hiçbir zaman bilemeyeceğimize göre, elimizdeki yaklaşımı bulurken kullandığımız son adımdan sonra gelen adımdaki değerle  -ya da bu iki adım arasındaki farkla- temsil edilir.
Buna göre ilk örnekteki kesme hataları, sırasıyla:

Hk = (2.25 - 2)=0.25, (2.370370 – 2.441406)= 0,07, (2.5937424 – 2.581175)=0,01 
olur. İkinci örnekteki Kesme Hataları ise, yine sırasıyla:

Hk = 1/1! = 1, !/2! = 0.5, 1/3! = 0,167
olarak bulunabilir. Bu verilen Kesme Hatalarının da Yuvarlatma Hataları içerdiğine dikkat edilmelidir.
1.5 HATALARIN DEĞİŞİMİ ve BİRİKİMİ:
Doğal olarak yukarıdaki Yuvarlatma ya da Kesme hatalarının hepsi birer tahminden ibarettir ve gerçek değerden ne kadar uzak kaldığımıza dair çok açık bir bilgi sağlamazlar. Daha da önemlisi, hemen daima büyük sayılarda iterasyon içeren, algoritmaların uygulanması sonucunda hataların adımdan adıma değişeceği açıktır. Bu değişimin karakterini (yani hataların büyüdüğünü veya küçüldüğünü) bilmek, herhangi bir adımdaki hata değerini bilmekten,  daima, daha önemlidir. Bu nedenle şimdi bu konuyu kısaca ele alacağız. Ancak hemen belirtelim ki, tanımlarından dolayı, işlem sayısındaki artışın etkisi: 

Kesme Hatasında: ‘Nasıl değişir?


Yuvarlatma Hatasında ‘Nasıl Birikir?’

sorularını sormamızı gerektirecektir. Şimdi ardışık işlemlerin bu hataları nasıl etkilediğini ayrı ayrı inceleyelim.
Kesme Hatası:
Herhangi bir iterasyonun her adımda daha küçük Kesme Hataları vereceğini düşünmek veya beklemek kuşkusuz anlamsızdır.

· Her iterasyon sonucunda önceki iterasyona göre daha küçük Kesme Hatası vereceğini bildiğimiz ya da ispat edebildiğimiz algoritmalar, bu nedenle, bizim için çok önemlidir. Böyle gittikçe sıfıra yaklaştığı gösterilebilen Kesme Hatalarına sahip algoritmalara YAKINSAK ALGORİTMA diyoruz. Yukarıda örneklerin tamamı Yakınsak Algoritmalardan oluşmaktadır.
· Kuşkusuz her Yakınsak Algoritma sıfıra ayni biçimde yaklaşmaz. Bazı Yakınsak Algoritmaların hataları çok hızlı bir şekilde sıfıra yaklaşırken, bazıları ise sıfıra çok çok yavaş yaklaşırlar. Öyle ki hatanın istenilen düzeye indirilebilmesi için yüzler, binler ve hatta milyonlar mertebesinde iterasyon gerekebilir. Böyle çok yüksek sayıda iterasyon gerektiren yakınsak algoritmalara YAVAŞ YAKINSAK ALGORİTMALAR diyoruz. Basit bir örnek şöyle düşünülebilir. Varsayalım ki bir algoritmanın hatası, n iterasyon sayısına bağlı olarak:
H = lim (n→( )[n/(n+e)] , 0 ( e ( 1, n = 1, 2, 3, …
biçiminde hesaplanmıştır. 
H nın değerlerini n = 1, 2, 3,… için hesaplamaya çalışalım.

· e = 0 için:
n = 1, 2, 3, …→ H = 1/1, 2/2 =1, 3/3= 1, …
Görüldüğü gibi işlem sayısının artması ile hata değişmemektedir. Diğer sözlerle bu algoritmanın ‘yakınsama hızı’ sıfırdır.
· e = 1 için:
n =1, 2, 3, …→ H = 1/2, !/3, !/4, …

Bu halde hatanın küçüldüğü ve sıfıra yaklaştığı açıktır.

Kolayca görülüyor ki e değeri sıfıra yaklaştıkça hata değerindeki küçülme yavaşlayacak ve tabii e = 1 için tamamen duracaktır. Şu halde bu örnek hata e < 1 fakat e ( 1 için Yavaş Yakınsayan bir algoritmanın hatasını belirtmektedir. 
· Ne yazık ki gayet mantıklı adımlardan oluşan ve düzgün sonuçlar vermesi beklenen pek çok algoritma gittikçe büyüyen kesme hatalarına sahip olabilmektedir. Böyle algoritmalara IRAKSAK ALGORİTMA diyoruz. İlginç bir örnek şöylece verilebilir:
A = +1 - ! + ! – 1 + 1 – 1…

Bu seriyi en az iki ayrı biçimde hesaplayabiliriz:

A = (+1-1) + (+1-1) + (+1-1) … = 0
A = +1 + (-1+1) + (-1+1) + (-1+1) …= 1

Iraksayan algoritmalar için başka bir örnek verelim.
Varsayalım ki f(x) = (x – 5)(x – 2) = x2 - 7x + 10 = 0 denklemini çözmek istiyoruz ve apaçık görülen x = 2 ve x = 5 değerlerine bizi götürmesi için bir algoritma yazacağız.
 f(x) yerine f(x) = g(x) – h(x) yazdığımızı düşünelim. Böylece, örneğin,
 g(x) =7x - 10,  ve  h(x) = x2
seçebiliriz. Bu iki fonksiyonun da kartezyen eksen takımında birer eğri göstereceği ve bu eğrilerin kesişme noktasının aradığımız çözüm olacağı açıktır. Öyleyse bu eğrileri:
y = 7x -10  ve y = x2
olarak ifade edebiliriz. İkinci ifadeden x-i çözelim: x = ( y buluruz. Şimdi bu iki ifadeyi yan yana yazalım ve bir algoritma tasarlayalım. Mademki bu iki eğrinin kesişme noktaları aradığımız çözümlerdir: o halde bu iki ifadedeki x- ve y- değerleri çözüm noktasında birbirine eşit olacaktır. Bu düşünceyle
x = ( y,  y = 7x -10 
denklemlerini kullanan şöyle bir yol düşünebiliriz. 
· y- için keyfi bir başlangıç değeri seçelim, mesela y =4 olsun.

· Bu değeri kullanarak x = ( y denkleminden x-i hesaplayalım: x = 2
· Bulduğumuz bu x- değeri ile y = 7x -10  denklemine gidelim ve y-yi hesaplayalım:   
y = 4 değerini elde ettik.
Başlangıç değerimize döndük. Belki de iyi bir ilk değer seçmedik. Bu defa y = 9 seçelim. Bu bize, ilk iterasyonda:  y = 9 → x = 3 → y = 11, ve ikincide:  y = 11→ x ( 3.32→ y ( 13.24 değerlerini verecektir. Değerini bildiğimiz kökler (x = 2 ve 5) den uzaklaşmakta olduğumuz, yani bir Iraksak Algoritma kurduğumuz açıktır. 
Aslında bu son örnek iyi bilinen bir kökbulma yönteminin, ıraksak algoritmaya örnek oluşturması için yapılmış, ‘yanlış’ bir uygulamasıdır. Gelecek bölümde bu yöntemi inceleyeceğiz.
Yuvarlatma Hatası:
Önce basit birkaç örnek işlem yapalım: Varsayalım ki:
A = 8, B = 2 ve C = -4

gerçek değerlerdir. Bu değerlere karşı gelen yaklaşımlarımız ise:
a = 7.99, b = 2.01 ve c = -4.01

olarak bulunmuştur. Buna göre Yuvarlatma Hatalarımız ise, gerçek değerleri bildiğimizi(!) varsaydığımıza göre, tam olarak
Ha = 0.01, Hb = -0.01, Hc = 0.01

biçiminde yazılabilir. Görüldüğü gibi bütün örnek sayılarımız 0.01 büyüklüğünde hatalara sahiptir.  
Şimdi varsayalım ki 100A = 800 değerine karşılık gelen 100a = 799 değeri hesaplanmıştır. Görüldüğü gibi Yuvarlatma Hatamız yüz misli büyüyerek 1 değerine ulaşmıştır. Buna karşılık bu defa 0.1A = 0.8 değerine karşılık gelen 0.1a = 0.799 değerinin hesaplandığını düşünürsek hatamızın küçüldüğünü ve 0.001 değerine düştüğünü görürüz. 
Şimdi yine varsayalım ki bir iterasyonun bir noktasında 

· 10A – 7B + 3C = 54 işlemine karşılık gelen 10a – 7b + 3c = 53.05 işlemi yapılmıştır. Yukarıdaki örnekten biliyoruz ki Ha 10 defa, Hb 7 defa ve Hc 3 defa artacaktır. Ancak toplamdaki hatamız HT = 54 – 53.05 = 0.95 olmakta yani her bir sayının taşıdığı hatanın 95 katına ulaşmaktadır.
· A - C = 12 işlemine karşılık gelen a + c = 7.99 – (-4.01) = 12 işlemi yapılmıştır ve kolayca görüldüğü gibi sonuç sıfır hata içermektedir.

· A – B = 6 işlemine karşılık gelen a – b = 5.98 işlemi yapılmıştır ve hata iki kat artmıştır.
Açıkça görülüyor ki başlangıçta ayni derecede hatalı olan sayılar arasındaki işlemler, uygulanan işlemin karakterine bağlı olarak, sonucun hatasını büyük ölçüde değiştirebilmektedir. Bu işlemlerin ve benzerlerinin ardı ardına çok sayıda tekrarlandığını düşünürsek Yuvarlatma Hatasının her işlemden sonra biraz daha büyüyerek ya da küçülerek fakat hiç kaybolmadan varlığını sürdüreceğini görürüz. Diğer sözlerle bir algoritma içindeki her işlem Yuvarlatma Hatasını arttırıcı ya da azaltıcı yönde etkileyecektir. Bu olguya ‘Yuvarlatma Hatasının Birikimi’ diyoruz. Herhangi bir algoritmada ardı ardına yapılan işlemlerin ‘rastlantısal’ bir karakteri olduğunu düşünebiliriz ve bu nedenle sonuçtaki hatanın değerini ‘rastlantısal’ bir değer olarak görebiliriz. Bu nedenle Yuvarlatma Hatası tahminlerinde Olasılık Hesabı önemli bir görev üstlenir.
Yukarıdakilere benzer sayısal örnekleri istediğimiz kadar çoğaltabiliriz. Ancak bunun yerine konuyu biraz daha genel bir şekilde ele almak için:
a = A ( Ha ve b = B ( Hb
yaklaşımlarını ele alalım ve Ha , Hb > 0 kabul ederek bunları topladığımızı düşünelim. Açıkça görülüyor ki iki ihtimal var: 
· a + b = A + B (  (Ha + Hb),   H(a+b) = ((Ha + Hb)
· a + b = A + B (  (Ha - Hb),    H(a+b) = ((Ha - Hb)
Yani a ve b deki yuvarlatmalar ayni yöndeyse sonuçtaki hata (H(a+b) ) her birindeki hataların toplamına yükselecek; buna karşılık a ve b deki yuvarlatmalar ters yöndeyse sonuçtaki hata (H(a+b) ) her birindeki hataların farkına gerileyecektir. Eğer, yukarıdaki örneklerde olduğu gibi, Ha = Hb ise ilk halde hata ikiye katlanırken ikincide sıfıra düşecektir. Bu basit hesaptan çıkarabileceğimiz diğer bir sonuç şudur. a + b işleminde hataların artma (ya da azalma) ihtimali 1/2 dir. İlk bakışta apaçık olarak görülebilecek bu sonuç bize şöyle yardımcı olacaktır.
Şimdi (a + b) + c işlemini düşünelim. Yukarıda (a + b) işlemi için yaptıklarımızı ve söylediklerimizi (a + b) + c işlemi için de aynen tekrarlayabiliriz. Yani (a + b) ve c nin toplanmasında hatanın büyüme ihtimali de 1/2 dir; o halde (a + b+ c) işleminin sonucunda hatanın büyümesi ihtimali (1/2)2 = 1/22 dir. Bu akıl yürütmeyi, kolayca, n sayılı bir toplama işlemine genişletebiliriz ve diyebiliriz ki a + b + c + … gibi n tane sayının toplanmasında maksimum hata ile karşılaşma ihtimali 1/2(n - 1) dir. 
Aynı sözleri çıkartma işlemi için de söyleyebileceğimiz açıktır.
Çarpma işlemi için durum biraz daha karmaşıktır. Yukarıdaki kabullerimiz altında, ab çarpımını oluşturursak:

ab = (A ( Ha )( B ( Hb) = AB ( AHb ( BHa  ( HaHb
Görüldüğü gibi çarpma işleminde işlem gören sayıların değerleri hata miktarını etkilemektedir. Bu son ifadeyi biraz basitleştirmemiz mümkün: Ha ve Hb zaten küçük sayılar ‘kabul’ edildiğine göre HaHb çarpımının hata üzerindeki etkisini ihmal edebiliriz, ayrıca Ha ve Hb değerleri ‘birbirine yakın’ yani Ha ( Hb ise Ha = Hb =H yazabiliriz. Buna göre çarpma işlemindeki hatamızı:
ab = AB + [(( A)((H) + (( B)((H)] 
olarak ifade edebiliriz. Bu işlemde parantezin önündeki ( işareti H nın yönünü (yani yuvarlatmanın yukarı veya aşağı mı olduğunu) belirtmek için konulmuştur. Bu sonuca göre bir çarpma işleminin sonucunu yalnızca işleme giren yaklaşımların taşıdığı hatalar değil fakat çarpılan sayıların kendi değerleri de etkilemektedir. Her ( işareti iki ayrı sonuç göstereceğine göre 16 ihtimalli bir sonuç tablosu söz konusu; ancak H değeri tek olduğu için ihtimal sayısı 12 ye iniyor. Ayrıca Mutlak Değer olarak yalnızca iki ihtimal söz konusu olduğuna göre mutlak değerce 6 maksimum ve 6 minimum sonuca ulaşacağız demektir. Diğer sözlerle maksimum hata ihtimali de iki çarpanlı bir çarpma işleminde 1/2 dir ve bu maksimum hata (((A( + (B()(H( değerine eşittir.    
Daha ileri gitmeden, a ve b için yalnızca işaretleri değiştirerek, bir iki sayısal örnek yapalım.

· a = A ( Ha →  11.01 = 11 + 0.01 ve b = B ( Hb → 7.99 = 8 – 0.01 

ab = 87,9699 = 88 + (-11 + 8)0.01 – 0.0001= 88 – 0.0301
· a = 11.01 = 11 + 0.01, b = 8.01 = 8 + 0.01
ab = 88,1901 = 88 + (11 + 8)0.01 + 0.0001 = 88 + 0.1901
· a = 11.01 = 11 + 0.01, b = -7.99 = -8 + 0.01
ab = -87,9699 = -88 + (11 – 8)0.01 + 0.0001 = -88 + 0.0301
· a = 11.01 = 11 + 0.01, b = -8.01 = -8 - 0.01
ab = -88,1901 = -88 + (-11 -8)0.01 - 0.0001 = -88 - 0.1901
Görüldüğü gibi bu örneklerde Ha = Hb = 0.01 alınmış ve HaHb = 0.0001 değeri de hesaplamalarda yer almıştır.  Yukarıdaki dört örnekte a yı değiştirmeden yalnızca b nin ve b deki hatanın işaretini değiştirdik. Şimdi bir tane örnek de a nin işaretini değiştirerek yapalım.
· a = -11.01 = -11 -  0.01, b = 7.99 = 8 + 0.01

ab = -87,9699 =  -88 - (11+8)0.01 – 0.0001 = -88 - 0.1901
Örneklerin incelenmesinden kolayca görülüyor ki bu işlemdeki maksimum hata ( 0.19 dur ve bu hatanın mutlak değeri işleme giren sayıların mutlak değerce toplamının hatanın mutlak değeri ile çarpımına eşittir.
Yine örneklerden görüyoruz ki çarpma işleminde de maksimum hataya rastlama ihtimalimiz, aynı toplamada olduğu gibi, iki sayının birbiri ile çarpımında 1/2 dir. Dolayısıyla n çarpanlı bir işlemde bu ihtimalin 1/2(n-1) olacağını söyleyebiliriz. 
Benzer akıl yürütmeyi bölme işlemine de uygulayabileceğimize göre genel olarak n elemanlı bir aritmetik işlemde maksimum hata oluşması ihtimalini 1/2(n-1) olarak belirtebiliriz.

Bu ihtimal ilk bakışta çok küçük (örneğin n = 10 için 1/29 = 1/512 ( 0,0019)  görülebilir. Bu nedenle çok defa yuvarlatma hataları ihmal edilmektedir.
Ancak unutulmamalıdır ki yaklaşımlarla yapılan bütün işlemler, her zaman maksimum hataya denk gelmese de, hatalıdır. Doğal olarak bu yuvarlatma hatalarının hepsi ayni yönde olmayacağına göre birçoğu birbirini yok ederek sonuçtaki yuvarlatma hatasının çok fazla büyümesini engelleyebilecektir. Ama milyarlarca işlemin yapıldığı bir hesaplamada bu düşünce ile sonucun güvenli kalacağını düşünmek yanlıştır.
Yuvarlatma hatasının kaynağı büyüklükleri yazarken kullandığımız ondalık sistem, veya bilgisayarların kullandığı ikidelik sistem olduğuna göre uzun bir algoritmanın uygulanması halinde tamamen rastlantısal bir değere sahip olacağı açıktır. Dolayısıyla Yuvarlatma hatasını ortadan kaldıracak ya da kesme hatasında olduğu gibi sıfıra yaklaştıracak yöntemler bulunması mümkün değildir. Tek Yapabileceğimiz maksimum hataya rastlama ihtimalini küçültecek önlemler almaktır. Bunu da iki biçimde yapabiliriz: 
· Daha büyük sayıda hane kullanırız.
· Yuvarlatma Sistemimizi iyileştirmeyi deneriz.

Bu iki yoldan ikincisi Sayısal Analiz problemlerine Olasılık Hesabı yöntemlerinin uygulanmasını gerektirdiği için kitabımızın konusu dışına taşmaktadır. Dolayısı ile Yuvarlatma hatasının büyümesi ihtimalinin olduğu problemlerde hane sayısını arttırarak çözüme ulaşmayı tercih edeceğiz.
1.6 HATALARIN BÜYÜKLÜĞÜ: İZAFİ HATA ve ANLAMLI HANELER:
Yukarıdaki çalışmamızda yalnızca hataların kendi değeri üzerinde durduk fakat bu hatanın büyüklüğü ile işlemde kullanılan ya da bulunan (yani hatayı taşıyan) sayıların kendi büyüklükleri arasında bir ilişki kurmadık.
Bir örnek yaparak konuyu açıklamaya çalışalım.

Varsayalım ki uzunluk ölçmede kullandığımız bir cetvelimiz var ve bu cetvelin hassasiyeti, yani ölçüm ‘hatası’ (0.1mm olarak bilinmektedir. Bu cetvelle yaptığımız ölçümleri şöyle ifade edeceğiz demektir.

1 cm ölçmüşsek: 1 ( 0.01
82 cm ölçmüşsek: 82 (  0.01

875 cm ölçmüşsek: 875 (  0.01

Görüldüğü gibi bütün ölçümlerimizdeki hatalar eşittir. Şimdi bir tanım yapalım.
İzafi Hata Hi:

Bir sayısal işlemde F gerçek değeri f ((H) değeri ile temsil edildiğine göre:
Hi = (f – F) / f  =1 – F / f = ( H / f
biçiminde tanımlanan büyüklüğe İzafi Hata adını veriyoruz. Tabii gerçek değeri hiçbir zaman bilemeyeceğimize göre bu tanımın en çok kullandığımız biçimi ‘(tahmini hata)/(bildiğimiz değer)’ anlamına gelen 
Hi = ( H / f
biçimi olacaktır.

Not: Bu tanım ilgili literatürde Hi = (F – f) / F biçiminde verilmektedir. Ancak yukarıda açıklanan nedenden ötürü bu kitapta Hi = (f – F) / f = ( H / f  biçiminde kullanılacaktır.
Şimdi yukarıdaki örnek ölçümlerimizin izafi hatalarını hesaplayalım.

1 ( 0.01 ( Hi = ( 0.01/1 (  Hi  = ( 0.001
82 ( 0.01 ( Hi = ( 0.01/82 (  Hi ( ( 0.000122
875 ( 0.01 ( Hi = ( 0.01/875 (  Hi ( ( 0.0000114
Görüldüğü gibi ölçüm hassasiyetimiz değişmemesine karşılık İzafi Hata değerimiz, ölçtüğümüz uzunluk büyüdükçe, küçülmektedir. Bu da doğaldır; çünkü İzafi Hatanın amacı ölçüm hatası ile ölçülen büyüklüğü karşılaştırmaktır. Kuşkusuz, bir ölçümde izafi hata büyüdükçe ölçümün güvenilirliği azalacaktır. Buna karşılık İzafi Hatanın çok fazla küçülmesi ise, ölçme işleminin maliyetini umutsuzca arttıracağı gibi, istisnalar dışında, yeni bir bilgi de sağlamayacaktır.
Burada bir noktaya dikkat edilmelidir. İzafi Hata ‘Toplam Hata’nın Yaklaşıma oranı’ biçiminde tanımlanmıştır. Şu halde buradaki Hata

(H = ( Hk ( Hy     ve     (Hi = (( Hk ( Hy)/f
olarak anlaşılmalıdır.

İzafi Hatanın Sayısal Analiz problemlerindeki önemli bir kullanım biçimi iterasyon işlemi ile bulunması gereken bir büyüklüğün değerini hesaplarken, iterasyonu hangi noktada durduracağımızı belirlemek için ihtiyaç duyduğumuz kontrol şartıdır. Şöyle ki son iki iterasyondaki yaklaşımlar birbirinden çıkartılarak elde edilen, o iterasyondaki ‘Toplam Hata’  kullanılarak bulunan izafi hatanın yani 
(H(n)  =  f(n) – f(n-1)      (     Hi(n) =  (H(n) /f(n)
değerinin belli bir değerden küçük olması halinde iterasyon sonlandırılabilir.

Anlamlı Haneler:
Sayısal Analizin temel kavramlarından biri olan Anlamlı Hane Sayısı bir sayının güvenilirliğinin ölçüsüdür. Aşağıda verilen tanım, genellikle kullandığımız, ondalık sistem için hazırlanmıştır. Ancak küçük değişikliklerle bilgisayarların kullandığı ikidelik sisteme veya diğer yazım sistemlerine kolayca genişletilebilir.
İki hal ayıracağız:

a) Bir tamsayının, doğru olduğuna inandığımız, bütün haneleri anlamlıdır. 

b) Ondalık sistemde yazılmış bir kesrin, 
· noktadan önceki (noktanın solundaki) ve sıfırlardan sonra gelen, doğru olduğuna inandığımız, bütün haneleri anlamlıdır.

· noktadan sonraki (noktanın sağındaki) , doğru olduğuna inandığımız, sıfır olmayan bütün haneleri ile bunlardan sonraki ya da anlamlı haneler arasındaki bütün sıfır olan haneleri anlamlıdır.
Örneklere geçmezden önce bir noktaya dikkat çekelim. Herhangi bir tamsayı, en azından sonuna bir nokta konularak, kesir biçimine getirilebileceğine göre yukarıdaki (a) şıkkı (b) nin içinde de düşünülebilir.
Örnekler:

a) 10000 ( Belki en ilginç örnek budur. 
İster 10000 olarak ister 10000. olarak yazalım; bu sayıdaki anlamlı haneleri belirlemede en büyük zorluk 10000 in içindeki ‘doğru olduğuna inandığımız’ hanelerin sayısıdır. Örneğin cebimizdeki 10000TL’lik banknottan bahsediyorsak anlamlı hane sayısı 5 olacaktır. Buna karşılık 10000m gibi bir uzunluktan bahsediyorsak, ölçü aletimizin hassaslığına göre, anlamlı hane sayısı değişecektir. Şöyle ki hatamız metre cinsinden ise son hanenin doğruluğu kuşkulu olacak ve anlamlı hane sayımız 4’e düşecektir; hata sınırı 10m ise anlamlı hane sayısı 3’e düşecektir.
b) 10253 veya 10253.000
Her iki halde de anlamlı hane sayısı 5 tir.

c) 5.200
Anlamlı Hane sayısı 4 tür.

d) 0.200
Noktanın solunda sıfırdan sonra gelen sayı yoktur. O halde noktanın sağındaki sayılara bakacağız. Anlamlı hane sayısı 3 tür.
e) 10.200

Noktanın solunda iki, sağında üç anlamlı hane vardır. Anlamlı hane sayısı 5 tir.

f) 05.030

Noktanın solundaki ilk hane sıfırdır ve sayılmayacaktır. İkinci hane 5 tir, öyleyse noktanın solunda bir anlamlı hane vardır. Noktanın sağında da ilk hane sıfırdır ancak kendisinden önce gelen bir anlamlı hane (yani 5) bulunduğu için anlamlı haneler arasında kalan bu sıfır anlamlı hanedir. Öyleyse noktanın sağında üç anlamlı hane ve bu örnekte 4 anlamlı hane vardır.
g) 0.030

Noktanın solunda anlamlı hane yoktur. Solunda sıfır olmayan ilk hane 3 tür. Öyleyse anlamlı hane sayısı 2 dir.
Anlamlı haneleri belirtmek için belki de en iyi yol sayıları, ‘bilimsel notasyon’ dediğimiz taban sayısının katları ile çarpılmış olarak ifade etmektir. Yani ondalık sistem için yukarıdaki örneklerin bazıları ve anlamlı hane sayıları şöyle sıralanabilir.

a) 10000
10000TL( 1.0000x105 ( 5

10000 ( 1m ( 1.000x105 ( 4
10000 ( 10m ( 1.00x105 ( 3
b) 10253 ( 1.0253x105 ( 5

c) 5.200 ( 0.5200x10 ( 4 

İzafi Hata ile Anlamlı Hane Sayısı Arasındaki İlişki:
Kabul edelim ki bir F Gerçek Değere, bir f yaklaşımı ile yaklaşılmıştır. Eğer 1 < F’ ve f’ < 10 olacak şekilde seçilmişse bu sayıları:

F = F’x10 r    ve    f = f’x10 r
yazabileceğimiz açıktır. Böylece f < 10xF( 1 kabul etmiş olduk; kuşkusuz bir yaklaşımın bu şarta uymasını bekleyebiliriz.
Şimdi bir kabul daha yaparak f in F i ‘n anlamlı hane’ ile temsil ettiğini düşünelim. Bu şu demektir. f ve F kaçar hane ile yazılmış olursa olsun, f teki n adet hane F teki karşıgelen hanelerle aynı sayıları taşımaktadır. Hemen bir örnek yapalım.
F = 3.14159x10 - 1  ve f = 3.141x10 - 1  ise f teki anlamlı hane sayısı 4 tür ve gerçekten bu dört anlamlı hanedeki değerler F teki karşıgelen değerlerle eşittir. Eğer, bu iki sayıyı birbirinden çıkarırsak 
H = f – F = -0.00059x10 - 1 = -5.9x10 - 1 – 4 = -5.9x10 – 5 
bulacağımız açıktır.
Şimdi, örnekte yaptığımız gibi, f teki hatayı, daha doğrusu bizim için daha önemli olduğundan bu hatanın mutlak değerini hesaplayalım. 
(H(=( f – F(= (f’ – F’(x10 r 

Bu çıkartma işlemindeki f’ ve F’ sayılarının n hanesi birbirinin aynı olduğuna göre sonucu,
(H( =  h x10 r – n
biçiminde yazabileceğimiz açıktır. Buna göre bu çıkartma işleminde karşılaşabileceğimiz maksimum hata, bu büyüklüğün 10 katı olan bir sayıdan kesinlikle daha küçük olacaktır. Çünkü Bu farkın 10 katı veya daha büyük bir fark anlamlı hane sayımızın n değil n – 1 olduğunu gösterir ki bu da hipotezimizle çelişkilidir. Şu halde artık, gerek hata ve gerekse İzafi hata için:
(H( < 10 r – n + 1
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Son ifadedeki f’ değerini 1<f’<10 olacak şekilde seçmiştik; öyleyse 1/(f’( < 1 dir ve
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sonucunu elde ederiz. Her tarafın on tabanına göre logaritmasını aldığımızı düşünelim:
log(10 )(Hi( = log(10 )(H(/(f( < log(10 ) 10 –n + 1(  n + 1 > log(10 )(H(/(f( 
Buradan hemen, Anlamlı Hane Sayısı n ile İzafi Hatanın mutlak değeri arasında:

n < 1 - log(10 )(H(/(f(     veya     n (  - log(10 )(H(/(f(
bağıntılarını elde ederiz.
Bu iki formülü şöyle yorumlayabiliriz. İkinci formül bir sayının logaritmasını hesapladığına göre sonucu bir tamsayı değil fakat bir gerçel sayı olacaktır. Anlamlı Hane Sayısı bir tamsayı olacağına göre ikinci formülün sonucu olan gerçel sayıdan küçük veya eşit olmak şartı ile en büyük tamsayı aradığımız Anlamlı Hane Sayısını verecektir.
Örnekler:
a. Sırasıyla 1.0, 0.1, 0.001 izafi hatalarına karşı gelen Anlamlı Hane Sayılarını bulunuz.
n (  log(10 )(H(/(f(
olduğuna göre:

1.0 (  n ( - log(10 )[1.0] = 0  

0.1 (  n ( - log(10 )[0.1] = 1

0.01 (  n ( - log(10 )[0.01] = 2

b. Gerçek değeri F = 1.025 olan bir sayıya f = 1.125 sayısıyla yaklaşılmaktadır. Hatayı, İzafi Hatayı, Anlamlı Hane Sayısını bulunuz.

H = (F - f( = 0.1

Hi = H/f = 0.1/1.125 (  0.089

n ( - log(10 )[0.089] ( 1.051( n = 1
c. F = 1.025 ve f = 1.015 değerleri için aynı büyüklükleri hesaplayınız.

H = (F - f( = 0.01
Hi = H/f = 0.01/1.125 (  0.0089

n ( - log(10 )[0.0089] ( 2.051(  n = 2
1.7 HATA SINIRLARI:
Yukarıdaki çalışmamızda genellikle tek tek sayıların içerebileceği hatalar üzerinde durduk. Bu paragrafta gerçek değerleri F(X) olan bir fonksiyonun bir f(x) yaklaşımı ile temsil edilmesi halinde ortaya çıkabilecek hatanın sınırlarını araştıracağız. Burada yapacağımız basit analiz bize ileride inceleyeceğimiz birçok Sayısal Analiz Yöntemi için hata tahmini açısından çok yardımcı olacaktır.
Yukarıdaki gösterim, ilk bakışta, biraz yanıltıcı olabilir. Çünkü aslında elimizde bir tek F(X) fonksiyonu vardır; ancak Gerçek Değer X- yerine Yaklaşım x- kullanıldığı için, F(X) Gerçek Değeri değil fakat f(x) Yaklaşımı elde edilmiştir. Eğer X- i bilseydik ve x = X kullanabilseydik F(X) ( f(x) olacaktı.
Önceden de belirttiğimiz gibi Sayısal Analiz problemleri daima yaklaşımlar arasındaki işlemlerden oluştuğu için, sürekli ve türetilebilir bir fonksiyon olarak kabul ettiğimiz, f(x) üzerinde çalışmamızı sürdürelim.

Varsayalım ki X- bilinmediği için x- kullanılarak f(x) yaklaşımı bulunmuştur. Acaba bu değer f(X) değerine göre ne kadar hatalıdır?

Mademki f(x) sürekli ve türetilebilir bir fonksiyon olarak kabul edilmiştir. O halde f(x) fonksiyonunu x = X noktası civarında TAYLOR Serisine açabiliriz.
f(x) = f(X) + [(x – X)/1!]f’(X) + [(x – X)2/2!]f’’(X) + [(x – X)3/3!]f’’’(X) + …
Bu serinin sonsuz terimli olduğunu ve kabuldeki gibi sürekli ve sınırsız türetilebilir fonksiyonlar için yakınsak olduğunu yani sağ taraftaki her terimin kendisinden önce gelen terimden daha küçük olduğunu biliyoruz.
Bu yaklaşım bizi tekrar yukarıda tanımladığımız Kesme Hatası kavramına getirdi. Eğer bu seriyi kullanarak f(x) değerini hesaplayacaksak, sınırsız sayıda işlem yapamayacağımıza göre, sağ taraftan ancak sonlu sayıda terim kullanabiliriz. Geriye kalan sonsuz sayıdaki terim Kesme Hatasını oluşturacaktır. Tabii Kesme Hatasını da ancak sonlu sayıda işlemle bulabileceğimize göre, bu terimlerden birincisini Kesme Hatasını ‘temsil etmek’ üzere kullanacağız.
Genelde her bir terim ayrıca Yuvarlatma Hatası içereceğine göre Yuvarlatma Hatamızın da sonuçta bulacağımız f(x) değeri içinde yer alacağı açıktır.
Şimdi, Sayısal Analiz problemlerinde en çok kullanılan yaklaşım biçimi olan, birinci mertebeden bir yaklaşım kabul ederek, ortaya çıkabilecek hataların sınırlarını belirlemeye çalışalım.

f(x) = f(X) + [x – X]f’(X) + …,      H[f(x)] =  [(x – X)2/2!]f’’(X) 

İyi bildiğimiz ROLLE veya diğer adıyla Ortalama Değer Teoremi, bize x < ( < X gibi bir ( sayısı için:
f(x) -  f(X) = [x – (] f’(()     (      f(x) = f(X) + [x – (] f’(()

olacağını garanti eder. Bu iki ifadeden birinciyi kullanarak, hemen:

H[f(x)] = H[x] f’((),  veya  Hi [f(x)] = {H[x] / f(x)} f’(()
yazabileceğimiz açıktır. Bu formüllerdeki ( değeri x ile X arasında bilmediğimiz bir sayıdır. Aslında ( değerini bilsek yaklaşım yerine gerçek değer kullanabilecek durumda olurduk. Ancak şöyle bir şey yapabiliriz. ( ,  x < ( < X arasında kalmak zorunda olduğuna göre (-yi bir değişkenmiş gibi düşünerek,  f’(() nin bu aralıktaki maksimum değerini tahmin etmeyi deneyebiliriz. Bunu yapabildiğimiz durumlarda f(x) te oluşabilecek maksimum hatayı da tahmin etmiş oluruz. Yani:

(H[f(x)]( ( H[x] (f’(()( max
(Hi [f(x)]( ( {H[x]/f(x)}(f’(()( max
yazabiliriz.
Basit bir örnek yapalım. Bu işlemde f’(x) in kolaylıkla hesaplanabilir olmasının önemli olduğuna dikkat ederek
 f(x) = ex, X = 1.00 ve x = 0.97 seçelim. Buna göre 0.97 < ( < 1.00 olacak ve 

(H[e0.97]( (  [1.00 – 0.97] (e( ( max
bulunacaktır. 
Üstel fonksiyonun 0.97 < ( < 1.00 aralığındaki değişimini iyi biliyoruz. Bu aralıkta (e( ( max = e1  = e olacağı açıktır. Öyleyse: bu yaklaşımdaki hatamızın maksimum değerini, Yuvarlatma Hatalarının da mevcut olduğunu unutmadan, şöylece yazabiliriz. 
Bu amaçla, yuvarlatma hatalarını etkisiz bırakmak için çok sayıda hane kullanarak, bu iki değeri bir tablodan okuyalım veya bilgisayarımızdaki hesap makinasını kullanarak hesaplayalım.
eX = e1 =e = 2.7182818
ex = e0.97 =   2.6379445 
Birinci değeri kullanarak X = 1 yerine x = 097 kullandığımızda ortaya çıkacak maksimum hata değerini

(H[e0.97( (  [0.03] e=(0.03) 2,7182818 = 0.081548
olarak buluruz. Bu değer gerçekten de, gerçek değer (e1) ile kullandığımız sayı (e0.97) arasındaki farktan yani
e1 – e0.97 = 2.7182818 – 2.6379445 = 0.0803373
değerinden büyüktür. 
İkinci bir örnek yapalım. Bu defa,
f(x) = x2 - 3x ,  X = 1.00  ve  x = 0.90 seçelim. Buna göre 0.90 < ( < 1.00 olacak ve 

(H[0.92 – 3(0.9)]( (  [1.00 – 0.90] (2( - 3 ( max
bulunacaktır. (2( - 3 ( max = 3, (( = 0) olduğuna göre, maksimum hata:
(H[0.92 – 3(0.9)]( ( 0.3

değerini alacaktır.

Gerçekten de ([(1)2 – 3(1)] – [(0.9)2 – 3(0.9)]( =([-2] – [0.81 – 2.7]( = 0.11 < 0.3
olduğu hemen görülmektedir.
1.8 ÖRNEK PROBLEMLER:
1. ex = 1 + x/1! + x2/2! + x3/3! + … + xn/n! + …
biçiminde verildiğine göre, bu seriden ilk beş terim kullanılarak bulunan e1.2 değerindeki,

a) Kesme Hatasını
b) Yuvarlatma Hatasını

c) İzafi Hatayı
d) Anlamlı Hane Sayısını hesaplayınız.

Önce soruda belirtildiği biçimde ilk beş haneyi kullanarak, e1.2 değerini hesaplayalım.

e1.2 = 1 +  1.2 + (1.2)2/2 + (1.2)3/6 + (1.2)4/24 + (1.2)5/120 + (1.2)6/720 +  …
e1.2 = 1+ 1.2 + 0.72 + 0.288 + 0.0864 + 0.0207 = 3.3151
değerini elde ettik. Bu değerdeki,
a) Kesme Hatası (1.2)6/720  olarak zaten serinin sonunda belirtilmişti. Bunun değeri ise
Hk = (1.2)6/720 = 0.004145 olarak hemen hesaplanabilir.
b) Çok az sayıda işlem yaptığımız için Yuvarlatma hatasının fazla büyüme ihtimali küçük; o halde 3.3151 değerindeki son ondalık haneyi Yuvarlatma Hatasının olası maksimum değeri olarak düşünebiliriz. Şu halde:
Hy = (0.0001
c) İzafi Hatayı bulmak için Toplam Hataya ihtiyacımız var. Bu amaçla Kesme ve Yuvarlatma Hatalarının mutlak değerlerini toplamalıyız. Yani:

H = (Hk( + (Hy( = 0.004145 + 0.0001 = 0.004245,
Hi = (H(/(f (= 0.004245/3.3151 = 0.0012805
d) Anlamlı Hane Sayısı: n < - log10 Hi = - log10 (0.0012805) = 2.89   (   n = 2
değerlerini hesapladık.
Tartışma:
Şimdi çok sayıda terim kullanılarak bulunmuş bir e1.2 değerini, örneğin bilgisayarımızdaki hesap makinasına hesaplatarak ya da hazır bir Doğal Logaritma Tablosundan bakarak bulalım ve bunu gerçek değer gibi ‘kabul’ edelim.
e1.2G = 3.320117
Bu değeri kullanarak hatamızı bulalım.

H = ( e1.2G  - e1.2 ( = (3.320117 – 3.3151( = 0.00507
Görüldüğü gibi bu ‘Gerçek Değere’ göre hesapladığımız hata, yukarıda 0.004245 olarak hesapladığımız toplam hatamızdan daha büyük çıktı. Öte yandan bu ‘Gerçek Değerle’ bulduğumuz yaklaşımı karşılaştırırsak Anlamlı Hane Sayımızın 2 olduğunu ve yukarıdaki Anlamlı Hane Sayısı ‘tahminimizin’ geçerli olduğunu söyleyebiliriz.
2.  Sinx =  x – x3/3! + x5/5! – x7/7! + - …

olarak verildiğine göre, Tolerans T ( 10 -3 olacak biçimde, Sin(300) değerini hesaplayınız ve hata analizi yapınız.

Tolerans kavramını daha önce açıklamıştık. Sonsuz, veya pek çok sayıda, adımlı bir iterasyonda iterasyonu sonlandırmak için kullandığımız bir hassaslık ölçüsü idi. Diğer sözlerle Sinx serisinden alacağımız terimlerin sayısını belirlemek için, her yeni iterasyonda bir terim arttırdığımıza göre, son iki iterasyonun sonuçları arasındaki farkın toleransa eşit ya da ondan küçük olması halinde iterasyon işlemini bitireceğimizi belirtiyordu. Bu son iterasyondaki değer aradığımız hassaslıktaki yaklaşım olacaktır. 

Matematik ifade ile: Ardışık iki iterasyonun sonuçları fn-1 ve fn ise

(fn – fn-1( (  T ise fn aradığımız değerdir ve iterasyon sonlandırılır.

Kuşkusuz T değeri, aslında, 10 -8 gibi çok küçük bir değer olmalıdır, yani yukarıda verilen T = 10 -3 toleransı gerçekçi değildir. Ancak örnek problem çözümlerinde işlemlerin uzamaması için bu değeri kullanmakla yetineceğiz.

Şimdi Sin(300) değerini hesaplayalım. Seri radyan cinsinden yazıldığına göre


 x = 2( (30)/(360) ( 0.523598

değerini kullanacağız demektir. Bu değeri T = 0.001 den çok daha küçük almamızın nedeni Yuvarlatma Hatalarını küçültmeye çalışmak istememizdir. Buna göre:

Sin(300) ( Sin(0.523598) ( 0.523598 – (0.523598)3/6 + (0.523598)5/120 -+ …
biçimini alacaktır. Şimdi tek terimden başlayarak ve her iterasyon adımında yeni bir terim ekleyerek bu değeri verilen hassaslıkta hesaplamaya çalışalım.

Sin(0.523598)1 (  0.523598

Sin(0.523598)2 (  0.523598 – (0.523598)3/6 (  0.499674  

(0.499674 - 523598( ( 0.0023924 > 10 -3  (   Bir terim daha almalıyız.

Sin(0.523598)3 (  0.499674 + (0.523598)5/120 ( 0.499674 + 0.000328 ( 0.500002
(0.50002 – 0.499674(( 0.000328 < 10 -3  (  İterasyonu bitirebiliriz.
Bu durumda Sin(0.523598) ( 0.500002 değerini elde ettik Şimdi bunun Hata Analizini yapalım.

a) Kesme Hatası: Kullandığımız son terimden sonraki terim. Yani:

Hk = - (0.523598)7/5040 (  - 2,14x10 – 6 ( - 0.00000214
b) Yuvarlatma Hatası:
Hy = ( 0.000001
c) Buna göre toplam hatamız:

H = (- 0.00000214 - 0.000001( = 0.00000314
d) İzafi Hata ve Anlamlı Hane Sayısı:

Hi = 0.00000314/0.500002 = 0.00000628
n ( - log10 (0.00000628) ( 5

Tartışma:
Sin(300) = 1/2 = 0.5 olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla bulduğumuz yaklaşım 0.500002 değerinde noktadan sonra altıncı hanedeki 2 değeri yanlıştır. Yani bu sonuç ancak 5 inci haneye kadar güvenilir bir sayı bulduğumuzu göstermektedir.
3.  f(x) = (4/()((1(( ){Sin(2n-1)x/(2n-1)}  = (4/(){Sinx + Sin3x/3 + Sin5x/5 +…}
ifadesi bir diferansiyel denklemin çözümü olarak elde edilmiştir. Sinüs fonksiyonu ve ( sayısı için bilgisayarınızdaki hesap makinası değerlerini geçerli sayarak x = 0.25 için bu seriden elde edilecek f(0.25) değerini, ilk iki terim yardımıyla, hesaplayınız ve hata analizini yapınız.

Önce f(0.25) değerini bulalım. Yalnızca ilk iki terimi kullanacağımıza göre hesaplayacağımız büyüklük ve Kesme Hatası:

f(0.25) = (4/(){Sin(0.25) + Sin3(0.25)/3} + (4/()Sin5(0.25)/5 +…
f(0.25) = (4/(){ 0.004363309+ 0.004363198} ( (4/()( 0.008726507) ( 0.011110934
Hk = (4/()Sin5(0.25)/5 = (4/()(0.004362977) ( 0.005555115
İlk iki terimle hesap yaptığımız için bulduğumuz f(0.25) değerinin yaklaşık yarısı büyüklüğünde bir Kesme Hatası bulduk. Aslında terim sayısını arttırarak f(025) için daha iyi değerler bulmamız gerektiği açıktır; ancak biz buradan devam edelim.

Noktadan sonra 9 hane taşıyarak işlem yaptığımıza göre maksimum Yuvarlatma Hatasının noktadan sonraki sekizinci hanede bir birim büyüklüğünde olduğunu biliyoruz. O halde Yuvarlatma Hatamız:

Hy = ( 0.00000001 

olacaktır. Buna göre toplam hata, İzafi Hata ve Anlamlı Hane Sayısı:

H = 0.005555115 + 0.00000001 = 0.005555125
Hi = 0.005555125/0.011110934 ( 0.4999692195
n ( - log10 (0.4999692195) ( 0.301   (  n = 0
Böylece kötü bir yaklaşım yapmış olduğumuzu bir daha gösterdik.
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